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Prefácio 


Esta edição difere da original de Cálculo, sétima edição, em vários aspectos. 

As unidades utilizadas em quase todos os exemplos e exercícios foram alteradas de unida- 
des habituais dos EUA para unidades métricas. Há um pequeno número de exceções: em algu- 
mas aplicações de engenharia (principalmente na Seção 8.3) pode ser útil alguns engenheiros 
familiarizarem-se com unidades norte-americanas. E eu quis manter alguns exercícios (por exem- 
plo, aqueles envolvendo beisebol) nos quais seria inapropriado o uso de unidades métricas. 

Alterei os exemplos e exercícios envolvendo dados reais para que eles passassem a ter 
abrangência internacional, de modo que a grande maioria agora vem de outros países além dos 
Estados Unidos. Por exemplo, agora há exercícios e exemplos referentes a tarifas postais em 
Hong Kong; dívida pública canadense; índices de desemprego na Austrália; horas de luz do 
dia em Ancara, na Turquia; isotermas na China; porcentagem da população na zona rural da 
Argentina; populações da Malásia, Indonésia, México e Índia; consumo de energia em Ontá- 
rio, entre muitos outros. 

Além de modificar os exercícios para que as unidades sejam métricas e os dados tenham 
abrangência internacional, uma série de outros também foi modificada, o que resulta em cerca 
de 10% dos exercícios diferentes daqueles da versão original. 


ES] Filosofia do Livro 


A arte de ensinar, disse Mark Van Doren, é a arte de auxiliar a descoberta. Eu tentei escrever 
um livro que auxilie os estudantes a descobrirem o cálculo — tanto seu poder prático quanto 
sua surpreendente beleza. Nesta edição, assim como nas seis primeiras, minha intenção é trans- 
mitir ao estudante uma noção da utilidade do cálculo e desenvolver a competência técnica, mas 
também me esforço para propiciar certo apreço pela beleza intrínseca do tema. Newton indu- 
bitavelmente experimentou uma sensação de triunfo quando fez suas grandes descobertas. 
Quero que os estudantes compartilhem um pouco desse entusiasmo. 

A ênfase concentra-se na compreensão dos conceitos. Acredito que quase todos concor- 
dam que este deve ser o principal objetivo do ensino do cálculo. De fato, o ímpeto para o mo- 
vimento atual de reforma do cálculo veio da Conferéncia de Tulane, em 1986, que formulou 
como primeira recomendação: 


Concentrar-se na compreensão de conceitos. 


Tentei atingir esse objetivo por meio da Regra dos Três: “Os tópicos devem ser apresentados 
geométrica, numérica e algebricamente”. A visualização, a experimentação numérica e grá- 
fica e outras abordagens mudaram o modo como ensinamos o raciocínio conceitual de maneiras 
fundamentais. A Regra dos Três foi expandida para tornar-se a Regra dos Quatro, enfatizando 
também o ponto de vista verbal ou descritivo. 

Ao escrever esta sétima edição, parti da premissa de que é possível alcançar a compreen- 
são conceitual e ainda manter as melhores tradições do cálculo tradicional. O livro contém ele- 
mentos da reforma, porém, dentro do contexto de uma grade curricular tradicional. 


IIO que há de novo na 7? edição? 


As alterações são resultantes de conversas que tive com meus colegas e alunos da University 
of Toronto, da leitura de periódicos, bem como de sugestões de leitores e examinadores. Aqui 
estão algumas das muitas melhorias que incorporei a esta edição: 
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Alguns materiais foram reescritos para maior clareza ou melhor motivação. Consulte, por 
exemplo, a introdução a Valores Máximo e Mínimo no Capítulo 4, a Introdução a Séries 
no Capítulo 11 e a Motivação Para o Produto Vetorial no Capítulo 12. 

Novos exemplos foram adicionados (consulte o Exemplo 4 da Seção 15.7) e as soluções 
para alguns dos exemplos existentes foram ampliadas. Adicionei detalhes à resolução do 
Exemplo 2.3.11, pois, quando ensinei a Seção 2.3 usando a sexta edição, percebi que os 
alunos precisavam de uma maior orientação ao estabelecerem desigualdades para o Teo- 
rema do Confronto. 

O projeto gráfico foi renovado: novas figuras foram incorporadas e uma porcentagem subs- 
tancial das existentes foi redesenhada. 

Os dados dos exemplos e exercícios foram atualizados para serem mais oportunos. 

Três novos projetos foram adicionados: O Índice de Gini (Capítulo 6) explora como me- 
dir a distribuição de renda entre os habitantes de um dado país e é uma boa aplicação de 
áreas entre curvas. (Agradeço a Klaus Volpert por sugerir esse projeto.) 

Famílias de Curvas Implícitas (Capítulo 16) investiga as formas mutantes de curvas defi- 
nidas implicitamente conforme os parâmetros em uma família variam. Famílias de Cur- 
vas Polares (Capítulo 10) exibe as fascinantes formas de curvas polares e como elas evo- 
luem dentro de uma família. 

A seção sobre a área de superfície do gráfico de uma função de duas variáveis passou a 
ser a Seção 15.6, para a conveniência de professores que gostam de ensinar esse tópico 
depois de integrais duplas, embora todo o tratamento da área de superfície permaneça no 
Capítulo 16. 

Continuo buscando exemplos de como o cálculo se aplica a tantos aspectos do mundo real. 
Na Seção 14.3, você verá belas imagens da força do campo magnético da Terra e sua segunda 
derivada vertical calculada a partir da equação de Laplace. Agradeço a Roger Watson por des- 
pertar minha atenção para como isso é usado na geofísica e na exploração mineral. 

Mais de 25% dos exercícios de cada capítulo são novos. Eis alguns dos meus favoritos: 
1.6.58, 2.6.51, 2.8.13-14, 3.3.56, 3.4.67, 3.5.69-72, 3.7.22, 4.3.86, 5.2.51—53, 6.4.30, 
11.2.49-50, 11.10.71—72, 12.1.44, 12.4.43-44. 


Т Aprimoramentos tecnológicos 


A mídia e a tecnologia de apoio ao texto foram aprimoradas para conceder aos professo- 
res maior controle sobre seu curso, oferecer uma ajuda extra para lidar com os diferentes 
níveis de preparação dos estudantes para o curso de cálculo e apoiar a compreensão de con- 
ceitos. 

Novos recursos — Enhanced WebAssign incluindo um Cengage YouBook personalizá- 
vel, revisão Just in Time, Show Your Work, Answer Evaluator, Personalized Study Plan, 
Master Its, vídeos de resolução, videoclipes de aulas (com perguntas associadas) e Visua- 
lizing Calculus (animações TEC com perguntas associadas) — foram desenvolvidos para 
facilitar a aprendizagem por parte dos estudantes e propiciar um ensino mais flexível na 
sala de aula. 

Para mais informações sobre como adquirir o cartão de acesso ao Enhanced WebAssign, 

contate vendas.cengage O cengage.com. Esta ferramenta está disponível em inglés. 
Tools for Enriching Calculus (TEC) foram completamente reformuladas e estão disponí- 
veis no Enhanced WebAssign. Auxílios visuais e módulos selecionados estão disponíveis 
no site do autor. Acesse www.stewartcalculus.com. Na página inicial, clique em Calculus 
7E — Early Transcendentals. Você terá acesso a vários recursos: Tópicos adicionais, 
weblinks e Homework Hints, recurso especial que vai ajudá-lo a resolver exercícios sele- 
cionados. 


Б Recursos 


EXERCÍCIOS CONCEITUAIS A maneira mais importante de promover a compreensão de con- 
ceitos é por meio de situações-problema. Para esse fim, concebi diversos tipos de problemas. 
Alguns conjuntos de exercícios começam com solicitações para explicar os significados dos 
conceitos básicos da seção. (Consulte, por exemplo, os primeiros exercícios das Seções 2.2, 
2.5, 11.2, 14.2 e 14.3.) Da mesma forma, todas as seções de revisão começam com uma Ve- 
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rificação de Conceitos e um Teste de Verdadeiro ou Falso. Outros exercícios testam a com- 
preensão de conceitos através de gráficos ou tabelas (consulte os Exercícios 2.7.17, 2.8.35- 
40, 2.8.43-46, 9.1.11—13, 10.1.24—27, 11.10.2, 13.2.1-2, 13.3.33-39, 14.1.1—2, 14.1.32-42, 
14.3.3-10, 14.6.12, 14.7.34, 15.1.5-10, 16.1.11-18, 16.2.17-18 e 16.3.1—2). 

Outro tipo de exercício utiliza a descrição verbal para testar a compreensão de conceitos 
(consulte os Exercícios 2.5.10, 2.8.58, 4.3.63—64 e 7.8.67). Eu particularmente valorizo pro- 
blemas que combinam e comparam abordagens gráficas, numéricas e algébricas (consulte os 
Exercícios 2.6.39-40, 3.7.27 e 9.4.2). 


EXERCÍCIOS COM DIFICULDADE PROGRESSIVA Cada grupo de exercícios é cuidadosamente clas- 
sificado, progredindo de exercícios conceituais básicos e problemas que visam ao desenvolvi- 
mento de habilidades, até problemas mais desafiadores, envolvendo demonstrações e aplicações. 


DADOS REAIS Eu e minha equipe nos empenhamos em pesquisar dados do mundo real em bi- 
bliotecas, empresas, órgãos governamentais e na Internet que pudessem apresentar, motivar e 
ilustrar os conceitos de cálculo. Por esse motivo, muitos exercícios e exemplos lidam com fun- 
ções definidas por tais dados numéricos ou gráficos. Eles podem ser vistos, por exemplo, na 
Figura 1 da Seção 1.1 (os sismogramas do terremoto de Northridge), ou no Exercício 2.8.36 
(porcentagem da população acima dos 60 anos), Exercício 5.1.16 (velocidade do ônibus es- 
pacial Endeavour) ou na Figura 4 da Seção 5.4 (consumo de energia elétrica em São Francisco). 
Funções de duas variáveis são ilustradas por uma tabela de valores do índice de sensação tér- 
mica como uma função da temperatura do ar e da velocidade do vento (Exemplo 2 da Seção 
14.1). Derivadas parciais são introduzidas na Seção 14.3, examinando uma coluna em uma ta- 
bela de valores do índice de conforto térmico (temperatura percebida do ar) como uma fun- 
ção da temperatura real e da umidade relativa. Este exemplo é aprofundado em conexão com 
aproximações lineares (Exemplo 3 da Seção 14.4). Derivadas direcionais são introduzidas na 
Seção 14.6 por meio de um mapa de contorno da temperatura para estimar a taxa de mudança 
da temperatura num trajeto para o leste a partir de Chongqing. Integrais duplas são usadas para 
estimar a precipitação de neve média no Colorado em 20-21 de dezembro de 2006 (Exemplo 
4 da Seção 15.1). Campos vetoriais são introduzidos na Seção 16.1 por representações de cam- 
pos vetoriais de velocidade real mostrando os padrões do vento da Baía de São Francisco. 


PROJETOS Uma maneira de despertar o interesse dos alunos — e facilitar a aprendizagem — é 
fazer com que trabalhem (às vezes em grupos) em projetos mais aprofundados, que transmi- 
tam um verdadeiro sentimento de realização quando completados. Incluí quatro tipos de pro- 
jetos: os Projetos Aplicados visam despertar a imaginação dos estudantes. O projeto após a 
Seção 9.3 pergunta se uma bola arremessada para cima demora mais para atingir sua altura má- 
xima ou para cair de volta a sua altura original (a resposta pode surpreendê-lo). O projeto após 
a Seção 14.8 utiliza os multiplicadores de Lagrange para determinar as massas dos três está- 
gios de um foguete de modo a minimizar a massa total ao mesmo tempo permitindo que o fo- 
guete atinja a velocidade desejada. Os Projetos de Laboratório envolvem tecnologia. O pro- 
jeto subsequente à Seção 10.2 mostra como usar as curvas de Bézier para desenhar formas que 
representem letras para uma impressora a laser. Os Projetos Escritos exigem que os estudan- 
tes comparem os métodos atuais àqueles desenvolvidos pelos fundadores do cálculo — por 
exemplo, o método criado por Fermat para encontrar as tangentes. Algumas referências são 
dadas sobre o assunto. Os Projetos de Descoberta antecipam resultados a serem discutidos pos- 
teriormente ou incentivam a descoberta por meio do reconhecimento de padrões (consulte o 
projeto após a Seção 7.6). Outros exploram os aspectos da geometria: tetraedros (após a Se- 
ção 12.4), hiperesferas (após a Seção 15.7) e interseções de três cilindros (após a Seção 15.8). 
Projetos adicionais podem ser encontrados no Manual do Professor (consulte, por exemplo, 
o Exercício em Grupo 5.1: Posição de Amostras). O Manual do Professor está disponível, em 
inglês, na Trilha. 


RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS Os estudantes normalmente têm mais dificuldades naqueles pro- 
blemas em que não há um único procedimento para se chegar à solução. Acredito que não ocor- 
reram muitos avanços na área de resolução de problemas após a estratégia em quatro estágios 
proposta por George Polya. Inseri, portanto, uma versão dessa estratégia após o Capítulo 1. 
Esse método é utilizado explícita e implicitamente em todo o livro. Depois dos demais capí- 
tulos, incluí seções denominadas Problemas Quentes, apresentando exemplos de como lidar 
com problemas de cálculo mais desafiadores. Ao selecionar os diversos problemas nessas se- 
ções, tentei seguir o conselho dado por David Hilbert: “Um problema matemático deve ser di- 
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Nota da Editora: 

Até o fechamento desta edição, todos os 
sites contidos neste livro estavam com o 
funcionamento normal. A Cengage Learning 
não se responsabiliza pela suspensão dos 
mesmos. 


fícil a ponto de nos desafiar, mas não inacessível a ponto de zombar de nossos esforços”. Ao 
propor problemas difíceis em tarefas e provas, costumo corrigi-los de forma diferenciada. Ne- 
les, procuro valorizar principalmente as ideias que levam à resposta e o reconhecimento dos 
princípios de resolução mais relevantes para a solução do problema. 


TECNOLOGIA A disponibilidade de tecnologia não diminui — pelo contrário, aumenta — a im- 
portância de se entender com clareza os conceitos por trás das imagens na tela. Quando utili- 
zados apropriadamente, computadores e calculadoras gráficas são ferramentas úteis na des- 
coberta e compreensão de tais conceitos. Este livro pode ser utilizado com ou sem o emprego 
de ferramentas tecnológicas — dois símbolos especiais são usados para indicar precisamente 
quando um tipo especial de aparelho é necessário. O símbolo 4 indica um exercício que de- 
finitivamente requer o uso dessas tecnologias (o que não quer dizer que seu uso nos demais 
exercícios seja proibido). O símbolo Sca aparece em problemas nos quais são empregados to- 
dos os recursos de um sistema de computação algébrica (como o Derive, Maple, Mathema- 
tica ou o TI-89/92). Mas a tecnologia não torna lápis e papel obsoletos. Frequentemente, são 
preferíveis os cálculos e esboços feitos a mão, para ilustrar e reforçar alguns conceitos. Tanto 
professores quanto estudantes precisam aprender a discernir quando é mais adequado o uso 
das máquinas ou o cálculo a mão. 


TOOLS FOR ENRICHING'M CALCULUS As TEC são um complemento ao livro e destinam-se a en- 
riquecer e complementar seu conteúdo. (Este recurso deve ser acessado pelo Enhanced Web- 
Assign. Desenvolvidas por Harvey Keynes, Dan Clegg, Hubert Hohn e por mim, as TEC uti- 
lizam uma abordagem exploradora e de descoberta. Nas seções do livro onde a tecnologia é 
particularmente apropriada, ícones direcionam os estudantes aos módulos das TEC que ofe- 
recem um ambiente laboratorial no qual eles podem explorar o tópico de maneiras diferentes 
e em diferentes níveis. Os auxílios visuais são animações de figuras no texto; módulos são ati- 
vidades mais elaboradas e incluem exercícios. Os professores podem optar por se envolver em 
níveis diferentes, indo desde simplesmente encorajar os estudantes a usar os auxílios visuais 
e módulos para a exploração independente, até atribuir exercícios específicos a partir daque- 
les incluídos em cada módulo, ou criar exercícios adicionais, laboratórios e projetos que fa- 
çam uso dos auxílios visuais e dos módulos. 


HOMEWORK HINTS São dicas para os exercícios apresentados na forma de perguntas que tentam 
imitar um efetivo assistente de ensino; funcionam como um tutor silencioso. Dicas para exercí- 
cios selecionados (normalmente de número ímpar) são incluídas em cada seção do livro, indi- 
cadas pelo número do exercício em vermelho. Elas foram elaboradas de modo a não revelarem 
mais do que é minimamente necessário para se fazer progresso. Estão disponíveis aos estudan- 
tes em www.stewartcalculus.com e no Enhanced WebAssign. Recurso em inglês. 


ENHANCED WEBASSIGN A tecnologia está impactando sobre a forma como a lição de casa é 
passada aos estudantes, particularmente em classes grandes. O uso da lição de casa on-line está 
crescendo e sua atratividade depende da facilidade de uso, precisão na correção e confiabili- 
dade. Com esta edição, trabalhamos com a comunidade de cálculo e o WebAssign a fim de de- 
senvolver um sistema de lição de casa on-line mais vigoroso. Até 70% dos exercícios em cada 
seção podem ser passados como lição de casa on-line, incluindo exercícios de resposta livre, 
múltipla escolha e formatos de partes múltiplas. 

O sistema também inclui Active Examples, nos quais os estudantes são guiados em tutoriais 
passo a passo através de exemplos do livro, com links para o livro e resoluções em vídeo. Novas 
melhorias ao sistema incluem um eBook personalizado, um recurso Show Your Work, revisão Just 
in Time de pré-requisitos pré-cálculo, um Assignment Editor aperfeiçoado e um Answer Evalua- 
tor que aceita mais respostas matematicamente equivalentes e permite a correção da lição de casa 
de forma bem semelhante àquela feita por um instrutor. Para mais informações sobre como 
adquirir o cartão de acesso a esta ferramenta, contate: vendas.cengage O cengage.com. Recurso 
em inglês. 
www.stewartcalculus.com O site do autor inclui: 

m Homework Hints 
História da Matemática, com links para os melhores sites históricos 


m Tópicos adicionais (completos, com conjuntos de exercícios): série de Fourier, fórmulas 
para o resto na série de Taylor, rotação dos eixos 


m Links, para tópicos específicos, para outros recursos da web 


PREFÁCIO XIII 


Todo o material disponível no site do autor está em inglés. 


Na Trilha 

Problemas de Desafio (para capítulos selecionados, com soluções e respostas) 
Problemas Arquivados para todos os capítulos, com soluções e respostas 
Slides de Power Point? 

Revisão de Álgebra (em inglés) 

Revisão de Geometria Analítica (em inglés) 


Suplemento: Mentiras que minha calculadora e computador me contaram com exercícios 
e soluções 


m Manual do professor (material em inglés, para professores que adotam a obra) 


Acesso pelo site http://cursosonline.cengage.com.br. 


У Conteúdo 


Testes de Verificação O livro começa com quatro testes de verificação: Álgebra Básica, Geo- 
metria Analítica, Funções e Trigonometria. 


Uma Apresentação do Cálculo Temos aqui um panorama da matéria, incluindo uma série de 
questões para nortear o estudo do cálculo. 


VOLUME | 


1 Funções e Modelos Desde o princípio, a multiplicidade de representações das funções é va- 
lorizada: verbal, numérica, visual e algébrica. A discussão dos modelos matemáticos conduz 
a uma revisão das funções gerais, incluindo as funções exponenciais e logarítmicas, por meio 
desses quatro pontos de vista. 


2 Limites e Derivadas O material sobre limites decorre da discussão prévia sobre os problemas 
da tangente e da velocidade. Os limites são tratados dos pontos de vista descritivo, gráfico, nu- 
mérico e algébrico. A Seção 2.4, sobre a definição precisa de limite por meio de epsilons e del- 
tas, é opcional. As Seções 2.7 e 2.8 tratam das derivadas (principalmente com funções defi- 
nidas gráfica e numericamente) antes da introdução das regras de derivação (que serão 
discutidas no Capítulo 3). Aqui, os exemplos e exercícios exploram o significado das deriva- 
das em diversos contextos. As derivadas de ordem superior são apresentadas na Seção 2.8. 


3 Regras de Derivação Todas as funções básicas, incluindo as exponenciais, logarítmicas e tri- 
gonométricas inversas são derivadas aqui. Quando as derivadas são calculadas em situações 
aplicadas, é solicitado que o aluno explique seu significado. Nesta edição, o crescimento e de- 
caimento exponencial são tratados neste capítulo. 


4 Aplicações de Derivação Os fatos básicos referentes aos valores extremos e formas de cur- 
vas são deduzidos do Teorema do Valor Médio. O uso de tecnologias gráficas ressalta a inte- 
ração entre o cálculo e as calculadoras e a análise de famílias de curvas. São apresentados al- 
guns problemas de otimização, incluindo uma explicação de por que precisamos elevar nossa 
cabeça a 42º para ver o topo de um arco-íris. 


5 Integrais Problemas de área e distância servem para apresentar a integral definida, intro- 
duzindo a notação de somatória (ou notação sigma) quando necessária (esta notação é estu- 
dada de forma mais completa no Apêndice E). Dá-se ênfase à explicação do significado das 
integrais em diversos contextos e à obtenção de estimativas para seus valores a partir de ta- 
belas e gráficos. 


6 Aplicações de Integração Aqui, são apresentadas algumas aplicações de integração — área, 
volume, trabalho, valor médio — que podem ser feitas sem o uso de técnicas avançadas. Dá- 
-se ênfase aos métodos gerais. O objetivo é que os alunos consigam dividir uma dada quanti- 
dade em partes menores, estimar usando somas de Riemann e que sejam capazes de reconhecer 
o limite como uma integral. 


7 Técnicas de Integração Todos os métodos tradicionais são mencionados, mas é claro que o 
verdadeiro desafio é perceber qual técnica é mais adequada a cada situação. Por esse motivo, 
na Seção 7.5 apresentamos estratégias para calcular integrais. O uso de sistemas de compu- 
tação algébrica é discutido na Seção 7.6. 
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8 Mais Aplicações de Integração Aqui estão as aplicações de integração para as quais é útil 
dispor de todas as técnicas de integração — área de superfície e comprimento do arco — bem 
como outras aplicações à biologia, à economia e à física (força hidrostática e centros de massa). 
Também foi incluída uma seção tratando de probabilidades. Há mais aplicações do que se pode 
estudar em qualquer curso, assim, o professor deve selecionar aquelas que julgue mais inte- 
ressantes ou adequadas a seus alunos. 


VOLUME II 


9 Equações Diferenciais Modelagem é o tema que unifica esse tratamento introdutório de equa- 
ções diferenciais. Campos direcionais e o método de Euler são estudados antes de as equações 
separáveis e lineares serem solucionadas explicitamente, de modo que abordagens qualitati- 
vas, numéricas e analíticas recebem a mesma consideração. Esses métodos são aplicados aos 
modelos exponenciais, logísticos dentre outros para o crescimento populacional. As quatro ou 
cinco primeiras seções deste capítulo servem como uma boa introdução a equações diferen- 
ciais de primeira ordem. Uma seção final opcional utiliza os modelos presa-predador para ilus- 
trar sistemas de equações diferenciais. 


10 Equações Paramétricas e Coordenadas Polares Este capítulo introduz curvas paramétricas 
e polares e aplica os métodos de cálculo a elas. As curvas paramétricas são adequadas a pro- 
jetos laboratoriais; as apresentadas aqui envolvem famílias de curvas e curvas de Bézier. Um 
breve tratamento de seções cônicas em coordenadas polares prepara o caminho para as Leis 
de Kepler, no Capítulo 13. 


11 Sequéncias e Séries Infinitas Os testes de convergência possuem justificativas intuitivas, 
bem como demonstrações formais. Estimativas numéricas de somas de séries baseiam-se em 
qual teste foi usado para demonstrar a convergência. A ênfase é dada à série de Taylor e aos 
polinômios e suas aplicações à física. Estimativas de erro incluem aquelas de dispositivos grá- 
ficos. 


12 Vetores e a Geometria do Espaço O material sobre geometria analítica tridimensional e ve- 
tores está dividido em dois capítulos. O Capítulo 12 trata de vetores, produtos escalar e veto- 
rial, retas, planos e superfícies. 


13 Funções Vetoriais Aqui, são estudadas as funções a valores vetoriais, suas derivadas e in- 
tegrais, o comprimento e curvatura de curvas espaciais e a velocidade e aceleração ao longo 
dessas curvas, finalizando com as Leis de Kepler. 


14 Derivadas Parciais As funções de duas ou mais variáveis são estudadas do ponto de vista 
verbal, numérico, visual e algébrico. As derivadas parciais são introduzidas mediante a aná- 
lise de uma coluna particular de uma tabela com índices de conforto térmico (temperatura apa- 
rente do ar), como função da temperatura medida e da umidade relativa. 


15 Integrais Múltiplas Para calcular as médias de temperatura e precipitação de neve em da- 
das regiões, utilizamos mapas de contorno e a Regra do Ponto Médio. São usadas integrais du- 
plas e triplas no cálculo de probabilidades, área de superfície e, em projetos, do volume de hi- 
peresferas e da interseção de três cilindros. As coordenadas esféricas e cilíndricas são 
introduzidas no contexto de cálculo de integrais triplas. 


16 Cálculo Vetorial A apresentação de campos vetoriais é feita por meio de figuras dos cam- 
pos de velocidade do vento na Baía de São Francisco. Exploramos também as semelhanças 
entre o Teorema Fundamental para integrais de linha, o Teorema de Green, o Teorema de Sto- 
kes e o Teorema do Divergente. 


17 Equações Diferenciais de Segunda Ordem Como as equações diferenciais de primeira ordem 
foram tratadas no Capítulo 9, este último capítulo trata das equações diferenciais lineares de 
segunda ordem, sua aplicação em molas vibrantes e circuitos elétricos, e soluções em séries. 
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rilha 


As ferramentas de aprendizagem utilizadas até alguns anos atrás já não atraem os alunos de hoje, que 
dominam novas tecnologias, mas dispõem de pouco tempo para o estudo. Na realidade, muitos buscam uma 
nova abordagem. A está abrindo caminho para uma nova estratégia de aprendizagem e tudo teve início 
com alguns professores e alunos. Determinados a nos conectar verdadeiramente com os alunos, conduzimos 
pesquisas e entrevistas. Conversamos com eles para descobrir como aprendem, quando e onde estudam, e por 


quê. Conversamos, em seguida, com professores para obter suas opiniões. A resposta a essa solução inovadora 
de ensino e aprendizagem tem sido excelente. 


é uma solução de ensino e aprendizagem diferente de todas as demais! 


A leitura de um livro didático de cálculo difere da leitura de 
um jornal ou de um romance, ou mesmo de um livro de física. 
Não desanime se precisar ler o mesmo trecho muitas vezes 
antes de entendé-lo. E, durante a leitura, vocé deve sempre ter 
lápis, papel e calculadora à mão, para fazer contas e desenhar 
diagramas. 

Alguns estudantes preferem partir diretamente para os 
exercícios passados como dever de casa, consultando o texto 
somente ao topar com alguma dificuldade. Acredito que ler e 
compreender toda a seção antes de lidar com os exercícios é 
muito mais interessante. Você deve prestar especial atenção às 
definições e compreender o significado exato dos termos. E, 
antes de ler cada exemplo, sugiro que você cubra a solução e 
tente resolvê-lo sozinho. Assim, será muito mais proveitoso 
quando você observar a resolução. 

Parte do objetivo deste curso é treiná-lo a pensar logica- 
mente. Procure escrever os estágios da resolução de forma ar- 
ticulada, passo a passo, com frases explicativas — e não somente 
uma série de equações e fórmulas desconexas. 

As respostas da maioria dos exercícios ímpares são dadas 
ao final do livro, no Apêndice I. Alguns exercícios pedem ex- 
plicações, interpretações ou descrições por extenso. Em tais ca- 
sos, não há uma forma única de escrever a resposta, então não 
se preocupe se a sua ficou muito diferente. Da mesma forma, 
também há mais de uma maneira de expressar uma resposta al- 
gébrica ou numérica. Assim, se a sua resposta diferir daquela 
que consta no livro, não suponha imediatamente que a sua está 
errada. Por exemplo, se você chegou em 4/2 — 1 e a resposta 
impressa é 1/(1 + 4/2), você está certo, e a racionalização do 
denominador mostrará que ambas são equivalentes. 

O símbolo // indica que o exercício definitivamente exige 
o uso de uma calculadora gráfica ou um computador com 
software adequado (na Seção 1.4 discutimos o uso desses dis- 
positivos e algumas das armadilhas que você pode encontrar). 
Mas isso não significa que você não pode utilizar esses equi- 
pamentos para verificar seus resultados nos demais exercícios. 


Ao Aluno 


O símbolo 5А aparece em problemas nos quais são emprega- 
dos todos os recursos de um sistema de computação algébrica 
(como o Derive, Maple, Mathematica ou o TI-89/92). 

Outro símbolo com o qual você vai deparar é o [Z], que o 
alerta para um erro comum. O símbolo registra as situações em 
que percebi que uma boa parte dos alunos tende a cometer o 
mesmo erro. 

Tools for Enriching Calculus, que são um material de 
apoio deste livro, são indicadas por meio do símbolo e 
podem ser acessadas pelo Enhanced WebAssign (em inglês). 

As Homework Hints para exercícios representativos são in- 
dicadas pelo número do exercício em vermelho: 5. Essas dicas 
podem ser encontradas no site stewartcalculus.com, bem como 
no Enhanced WebAssign (em inglês). As dicas para lições de 
casa fazem perguntas que lhe permitem avançar em direção à 
resolução sem lhe dar a resposta. Você precisa seguir cada dica 
de maneira ativa, com lápis e papel na mão, a fim de elaborar 
os detalhes. Se determinada dica não permitir que solucione o 
problema, você pode clicar para revelar a próxima dica. 

Recomendo que guarde este livro para fins de referência 
após o término do curso. Como você provavelmente esquecerá 
alguns detalhes específicos do cálculo, o livro servirá como um 
lembrete útil quando precisar usá-lo em cursos subsequentes. 
E, como este livro contém uma maior quantidade de material 
que pode ser abordada em qualquer curso, ele também pode 
servir como um recurso valioso para um cientista ou enge- 
nheiro em atuação. 

O cálculo é uma matéria fascinante e, com justiça, é con- 
siderada uma das maiores realizações da inteligência humana. 
Espero que você descubra não apenas o quanto esta disciplina 
é útil, mas também o quão intrinsecamente bela ela é. 


Teste de Verificacáo 


n Testes de Verificacáo: Álgebra 


I. Avalie cada expressáo sem usar uma calculadora. 


(a) (-3)* (b) —3* (c) 3* 
52 2 =8 
(@ sã (e) (2) (f) 16% 
2. Simplifique cada expressáo. Escreva sua resposta sem expoentes negativos. 
(a) 200 — 4/32, 
(b) Ga?b?)(4ab?)? 
3x23 a 
(c) xly 1/2 
3. Expanda e simplifique. 
(a) 3(x + 6) + 4(2x — 5) (b) (x + 3)(4x — 5) 
(o) (Va + Vb )(Va — vb) (d) (2x + 3) 
(e) (x + 2) 
4. Fatore cada expressão. 
(a) 4x? — 25 (b) 2x? + 5x — 12 
(c) x? — 3x? — 4x + 12 (d) x! + 27x 
(e) 31 — 9x ? + 6x 12 (f) xy — 4xy 


5. Simplifique as expressões racionais. 


х? + 3х +2 2x! -x—1 x+3 

(a) x!—x—2 (b) 22-9 Pri 
DEA 
x? x+1 X y 
Mop El к= 
y x 

6. Racionalize a expressão e simplifique. 
(a) vio Е ЕЕ 

45-3 h 


7. Reescreva, completando o quadrado. 
(а) х2 +x+1 (b) 2x? — 12x + 11 
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8. Resolva a equação. (Encontre apenas as soluções reais.) 


2x 2x=— 1 
x+5=14-5x b = 
@) i еа x 
(с) *=x-12=0 (d) 2х2 + 4x - 120 
()x'-3 42-20 (f) 3|x — 4| — 10 


(g) 2x(4 x) 12 – 34/4 = х = 0 


9. Resolva cada desigualdade. Escreva sua resposta usando a notação de intervalos. 


(a) —4 < 5- 3x < 17 (b) х2 < 2х +8 

(c) x(x — D(x +2) > 0 (d) |x — 4] < 3 
2x =3 

(e) <1 


10. Diga se cada equação é verdadeira ou falsa. 


(а) (p+ 4 =p +g (b) Vab = Va vb 

(Суу ЕБ 7 ar 
TURO NE lx —— 1 

mU A y MERE а= Б 


NE Respostas dos Testes de Verificação A: Álgebra 


1 
I. (a) 81 (b) —81 (с) зг 6. (a) 542 +2лО b) ————— 
(d) 25 ©? OE. RO 
12 3 2 
2. (а) 642 (b) 4849 (o) га ho (х+) 07-37 
3. (а) 11x 2 (b) 4x? + 7x — 15 8. (a) 6 (b) 1 (с) —3,4 
(c) a— b (d) 4x? + 12x +9 (d —1 52 (е) €t, 42 (0 2,2 
(е) x? + 6x? + 12x + 8 tj É 
4. (a) (2x — 5)2x + 5) (b) (2x — 3)(x 4) 9. —4.3 b) (—2.4 
(с) (x — 3(x — 2(x + 2) (d) x(x  3)(x? — 3x + 9) | E " U (1,00) | 7) ) 
(e) 3x "(x — 1)(х — 2) (f) xy(x — Dx + 2) (e) (-1,4] 
x+2 x-1 
5. (a) (b) —— . 
x—-2 x-3 10. (a) Falso (b) Verdadeiro (c) Falso 
(c) m E = (d) —(x + y) (d) Falso (e) Falso (f) Verdadeiro 


Se você tiver dificuldade com estes problemas, consulte a Revisão de 
Algebra, “Review of Algebra” no site www.stewartcalculus.com. 
Material em inglês. 


TESTE DE VERIFICAÇÃO XXIII 


EM Testes de Verificação: Geometria Analítica 


I. Encontre uma equação para a reta que passa pelo ponto (2, —5) e 
(a) tem inclinação —3 
(b) é paralela ao eixo x 
(c) é paralela ao eixo y 
(d) é paralela à linha 2x — 4y = 3 


2. Encontre uma equação para o círculo que tem centro (— 1, 4) e passa pelo ponto (3, —2). 
з. Encontre o centro e o raio do círculo com equação x? + y? — бх + 10у + 9 = 0. 


4. Sejam A(—7,4) e B(5, — 12) pontos no plano: 
(a) Encontre a inclinação da reta que contém A e B. 
(b) Encontre uma equação da reta que passa por 4 e B. Quais são as interseções com 
05 eixos? 
(c) Encontre o ponto médio do segmento AB. 
(d) Encontre o comprimento do segmento AB. 
(e) Encontre uma equação para a mediatriz de AB. 
(f) Encontre uma equação para o círculo para o qual AB é um diâmetro. 


5. Esboce as regiões do plano xy definidas pelas equações ou inequações. 


(a) —1«yx3 (b |x|<4ely|<2 
(с) 38 T ux (d узх?—1 
(e) x? - y? «4 (f) 9x? + 16у? = 144 


EN Respostas dos Testes de Verificacáo B: Geometria Analítica 


1. (a) y=-3x+1 (b y=—5 5. 
(с) х=2 (d) у= ix — 6 (a) УА (b) УА (с) УА 
3 SM = al 
2. (x - 1) + (y — 4) = 52 ПРЕ РЕЯ ~ E 2* 
0 L ls Ps 
3. Centro (3, —5), raio 5 — EI 0 B^ OE. x 
4 (а) -i Е 
(b) 4х + 3y + 16 = 0; interseção com o eixo x, —4; inter- 
seção com o eixo y, E (e) yA (f) УА 
(с) (—1,—4) „| 2+у?=4 3 
(d) 20 рь / 
(e) 3x – 4у = 13 Vo E x 0 4 x 
(f) (x+1) + (y + 4) = 100 x 


Se vocé tiver dificuldade com estes problemas, consulte a Revisáo de 
Geometria Analítica, nos Apéndices B e C. 
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n Testes de Verificacáo: Funcóes 


O gráfico de uma função f é dado à esquerda. 
(a) Diga o valor de f (— 1). 

(b) Estime o valor de f(2). 

(c) Para quais valores de x vale que f (x) = 2? 
(d) Estime os valores de x tais que f (x) = 0. 
(e) Diga qual é o domínio e a imagem de f. 


= Y 


fQ +h) -fQ) 


h e simplifique sua resposta. 


2. Sef (x) = x^, calcule o quociente da diferença 
FIGURA PARA O PROBLEMA I 3. Encontre o domínio da função. 


2x+1 Ух 


Ge. v quie — 


(с) А(х) = ү4 = х + Jx—1 


4. Сото os gráficos das funções são obtidos a partir do gráfico de f? 


(а) y = —fG9) (b у= 2f(x) - 1 (с) у= (х – 3) + 2 
5. Sem usar uma calculadora, faça um esboço grosseiro do gráfico. 

(a) y = x? (b) y = (x + 1)? ()y-(x—2»-3 

dy=4=% (e) y = Vx (D y = 2vx 

(8) y = -2 (h)y=1 +x! 


"I 1—-x? sex=0 
6 Seja f(x) = 2x+1 sex>0 


(a) Calcule f( —2) e f(1). (b)Esboce o gráfico de f. 


7. Sef(x) =x + 2x — le g(x) = 2x — 3, encontre cada uma das seguintes funções. 
(a) fog (b) gof (c) 9°9°9 


ES Respostas dos Testes de Verificacáo C: Funcóes 


1. (а) —2 (b) 2,8 А 
(с) 23,1 (d) —2,5, 0,3 
(e) [-3, 3], [-2. 3] 
2. 12 + 6h + k? oi x 
3. (а) (—9, —2) U (-2, 1) U (1,0) 
(b) (oo, 00) 


(c) (=>, -1]U [1,4] 


> 


(а) Refletindo em torno do eixo x. 

(b) Expandindo verticalmente por um fator 2, a seguir transla- 
dando 1 unidade para baixo. 

(c) Transladando 3 unidades para a direita e 2 unidades para 
cima. 

5. 6. (a) —3,3 7. (а) (f° g(x) = 4x? — 8x + 2 

(b) (b) (ge fx) = 2x^ + 4x 5 

(c) (gogo g(x) = 8x — 21 


Se vocé tiver dificuldade com estes problemas, consulte 
as seções 1.1 a 1.3 deste livro. 


TESTE DE VERIFICAÇÃO XXV 


EX Testes de Verificação: Trigonometria 


I. Converta de graus para radianos. 


(a) 300º (b) —18º 

2. Converta de graus para radianos. 
(a) 57/6 (b) 2 

3. Encontre o comprimento de um arco de um círculo de raio 12 cm, cujo ângulo central é 30º. 
4. Encontre os valores exatos. a à 

(a) tg(7/3) (b) sen(77/6) (c) sec(57/3) 
5. Expresse os comprimentos a e b na figura em termos de 0. b 
6. Se senx = iesecy = 3, onde x e y estão entre O e 7/2, avalie sen (x + y). FIGURA PARA O PROBLEMA 5 
7. Demonstre as identidades. 

(a) tg 0 sen 0 + cos 0 = sec 0 

| 2tgx o 
(b) — sen 2x 
1 + tgx 
8. Encontre todos os valores de x tais que sen 2х = sen xe 0 « x < 27 
9. Esboce o gráfico da fungáo y = 1 + sen 2x sem usar uma calculadora. 
HE Respostas dos Testes de Verificação D: Trigonometria 
I. (a) 57/3 (b) — 7/10 6. (4+ 62) 
2. (a) 150º (b) 360/т = 114,6? 7. No caso de uma demonstração, todo o raciocínio é a resposta; 
o nível está correto com o de pré-cálculo. 
3. 2m cm 
| 8. 0, 7/3, т, 57/3,27 

4. (а) уЗ (b) => (c)2 Я 
5. (а) 24 sen 0 (b) 24 cos 0 


Se vocé tiver dificuldade com estes problemas, consulte 
o Apéndice D deste livro. 


Uma Apresentação 
do Cálculo 


Ziga Camernik/Shutterstock 


Pichugin Dmitry/Shutterstock 


Quando terminar este curso, vocé será capaz de estimar o nümero 
de trabalhadores necessários para construir uma pirámide, explicar 
a formação e localização de arcos-íris, projetar uma montanha- 


-russa para que ela trafegue suavemente e calcular a força sobre 
um dique. 


AF? 


Brett Mulcahy/Shutterstock 


= y 
hd 


ак“ 


iofoto/Shutterstock 


O cálculo é fundamentalmente diferente da matemática que vocé já estudou. Ele é menos estático 
e mais dinámico. Trata de variação e de movimento, bem como de quantidades que tendem a 
outras quantidades. Por essa razão, pode ser útil ter uma visão geral do assunto antes de começar 
um estudo mais aprofundado. Vamos dar aqui uma olhada em algumas das principais ideias do 
cálculo, mostrando como surgem os limites quando tentamos resolver diversos problemas. 
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А 


ж 


А = A1 + Аз + Аз + Ал + As 


FIGURA I 


66000 
нам ч NY М4 NJ АИ, 


Na Pré-Visualização, você pode ver 
como áreas de polígonos inscritos e 
circunscritos aproximam-se da área de um 
círculo. 


БЕШ O Problema da Área 


As origens do cálculo remontam à Grécia antiga, pelo menos 2.500 anos atrás, quando foram 
encontradas áreas usando o chamado “método da exaustão”. Naquela época, os gregos já sa- 
biam encontrar a área A de qualquer polígono dividindo-o em triângulos, como na Figura 1 e, 
em seguida, somando as áreas obtidas. 

É muito mais difícil achar a área de uma figura curva. O método da exaustão dos antigos 
gregos consistia em inscrever e circunscrever a figura com polígonos e, então, aumentar o nú- 
mero de lados deles. A Figura 2 ilustra esse procedimento no caso especial de um círculo, com 
polígonos regulares inscritos. 


Seja A, a área do polígono inscrito com n lados. À medida que aumentamos n, fica evidente 
que A, ficará cada vez mais próxima da área do círculo. Dizemos, então, que a área do círculo 
é o limite das áreas dos polígonos inscritos e escrevemos 


A= lim A, 
пт—>со 

Os gregos, porém, não usaram explicitamente limites. Todavia, por um raciocínio indireto, 
Eudoxo (século V a.C.) usa o método da exaustão para demonstrar a conhecida fórmula da área 
do círculo: A = rr’. 

Usaremos uma ideia semelhante no Capítulo 5 para encontrar a área de regiões do tipo mos- 
trado na Figura 3. Vamos aproximar a área desejada A por áreas de retângulos (como na Fi- 
gura 4), fazer decrescer a largura dos retângulos e, então, calcular A como o limite dessas so- 
mas de áreas de retângulos. 


YA YA YA 
(1, 1) (1, 1) (1, 1) 
| > | > | > 
0 1 3 1 x 0 1]. X 0| N 1 X 
4 2 4 n 
FIGURA 3 FIGURA 4 


O problema da área é central no ramo do cálculo chamado cálculo integral. As técnicas 
que desenvolveremos no Capítulo 5 para encontrar áreas também possibilitarão o cálculo do 
volume de um sólido, o comprimento de um arco, a força da água sobre um dique, a massa e 
o centro de gravidade de uma barra e o trabalho realizado ao se bombear a água para fora de 
um tanque. 


ШЕШ O Problema da Tangente 


Considere o problema de tentar determinar a reta tangente f a uma curva com equação y = f(x), 
em um dado ponto P. (Daremos uma definição precisa de reta tangente no Capítulo 2. Por ora, 
vocé pode pensá-la como a reta que toca a curva em P, como na Figura 5.) Uma vez que sa- 
bemos ser P um ponto sobre a reta tangente, podemos encontrar a equação de t se conhecer- 
mos sua inclinação m. O problema está no fato de que, para calcular a inclinação, é necessá- 
rio conhecer dois pontos e, sobre f, temos somente o ponto P. Para contornar esse problema, 
determinamos primeiro uma aproximação para m, tomando sobre a curva um ponto próximo 
Q e calculando a inclinação mp»o da reta secante PQ. Da Figura 6, vemos que 
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m,- 10 -40 


PQ 


х-а 


Imagine agora o ponto О movendo-se ao longo da curva em direção a P, como na Figura 
7. Você pode ver que a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como sua posição-li- 
mite. Isso significa que a inclinação тро da reta secante fica cada vez mais próxima da incli- 
nacáo m da reta tangente. Isso é denotado por 

m — lim mpo 
0-Р 

e dizemos que т é o limite de тро quando О tende ao ponto P ao longo da curva. Uma vez 
que x tende a a quando Q tende a P, também podemos usar a Equação 1 para escrever 


; = Im LO 40) 


x—>a xa 


Exemplos específicos desse procedimento seráo dados no Capítulo 2. 

O problema da tangente deu origem ao ramo do cálculo chamado cálculo diferencial, que 
só foi inventado mais de 2 mil anos após o cálculo integral. As principais ideias por trás do 
cálculo diferencial devem-se ao matemático francés Pierre Fermat (1601-1665) e foram de- 
senvolvidas pelos matemáticos ingleses John Wallis (1616-1703), Isaac Barrow (1630-1677) 
e Isaac Newton (1642-1727) e pelo matemático alemáo Gottfried Leibniz (1646-1716). 

Os dois ramos do cálculo e seus problemas principais, o da área e o da tangente, apesar de 
parecerem completamente diferentes, tém uma estreita conexáo. Os problemas da área e da tan- 
gente sáo problemas inversos, em um sentido que será explicado no Capítulo 5. 


БЕШ Velocidade 


Quando olhamos no velocímetro de um carro e vemos que ele está a 48 km/h, o que essa in- 
formação indica? Sabemos que, se a velocidade permanecer constante, após uma hora o carro 
terá percorrido 48 km. Porém, se a velocidade do carro variar, qual o significado de a veloci- 
dade ser, em um dado momento, 48 km/h? 

Para analisar essa questáo, vamos examinar o movimento de um carro percorrendo uma 
estrada reta e supodo que possamos medir a distáncia percorrida por ele (em metros) em in- 
tervalos de 1 segundo, como na tabela a seguir: 


t = Tempo decorrido (s)| 0 2 4 6 8 10 


d = Distáncia (m) 0 2 10 25 43 78 


Como primeiro passo para encontrar a velocidade após 4 segundos de movimento, calcu- 
laremos qual a velocidade média no intervalo de tempo 4 < / < 8: 


distáncia percorrida 


velocidade média — - 
tempo decorrido 


“43-10 
8—4 
— 8,25 m/s 


Analogamente, a velocidade média no intervalo 4 < t = 6é 


А m 25 — 10 
velocidade média — A = 7,5 m/s 
Nossa intuição é de que a velocidade no instante t = 4 não pode ser muito diferente da ve- 
locidade média durante um pequeno intervalo de tempo que começa em t = 4. Assim, imagi- 
naremos que a distáncia percorrida foi medida em intervalos de 0,2 segundo, como na tabela 
a seguir: 


y = feo 


Y 


FIGURA 5 
A reta tangente em P 


УА 


O(s, foo) 


P(a, f(a)) | Јо) — Да) 


FIGURA 6 
A reta secante PQ 


YA 


«Y 


FIGURA 7 
Retas secantes aproximando-se 
da reta tangente 


XXX 
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P(4, K4) 


00 ft) 


FIGURA 8 


FIGURA 9 


t 4,0 4,2 4,4 4,6 4,8 5,0 


d | 10,00 | 11,02 | 12,16 | 13,45 | 14,96 | 16,80 


Então, podemos calcular, por exemplo, a velocidade média no intervalo de tempo [4, 5]: 


1 = 1 
velocidade média = a = nas — 6,8 m/s 


Os resultados desses cálculos estão mostrados na tabela: 


Intervalo de tempo [4. 6] [4. 5] [4,4,8] | [4.46] | [4.4.4] | [4,4,2] 


Velocidade média (m/s) 7,5 6,8 6,2 5,75 5,4 5,1 


As velocidades médias em intervalos cada vez menores parecem ficar cada vez mais pró- 
ximas de 5; dessa forma, esperamos que exatamente em f — 4 a velocidade seja cerca de 5 m/s. 
No Capítulo 2 definiremos a velocidade instantánea de um objeto em movimento como o li- 
mite das velocidades médias em intervalos de tempo cada vez menores. 

Na Figura 8, mostramos uma representacáo gráfica do movimento de um carro tragando a 
distância percorrida como uma função do tempo. Se escrevermos d = f (t), então f (t) é o número 
de metros percorridos após t segundos. A velocidade média no intervalo de tempo [4, t] é 


distância percorrida f(r) — /(4) 
tempo decorrido 1-4 


velocidade média = 


que é a mesma coisa que a inclinação da reta secante PO da Figura 8. A velocidade v quando 
t = 4 é o valor-limite da velocidade média quando ft aproxima-se de 4; isto é, 


ACASO) 
v= lim 


124 t— 4 


e, da Equação 2, vemos que isso é igual à inclinação da reta tangente à curva em P. 

Dessa forma, ao resolver o problema da tangente em cálculo diferencial, também estamos 
resolvendo problemas relativos à velocidade. A mesma técnica se aplica a problemas relati- 
vos à taxa de variação nas ciências naturais e sociais. 


ШЕШ O Limite de uma Sequência 


No século V a.C., o filósofo grego Zenão propôs quatro problemas, hoje conhecidos como Pa- 
radoxos de Zenão, com o intento de desafiar algumas das ideias correntes em sua época so- 
bre espaço e tempo. O segundo paradoxo de Zenão diz respeito a uma corrida entre o herói 
grego Aquiles e uma tartaruga para a qual foi dada uma vantagem inicial. Zenão argumentava 
que Aquiles jamais ultrapassaria a tartaruga: se ele começasse em uma posição a; e a tartaruga 
em ti (veja a Figura 9), quando ele atingisse o ponto a» = ti, a tartaruga estaria adiante, em uma 
posição t5. No momento em que Aquiles atingisse аз = t, a tartaruga estaria em fts. Esse pro- 
cesso continuaria indefinidamente e, dessa forma, aparentemente a tartaruga estaria sempre à 
frente! Todavia, isso desafia o senso comum. 


a1 а? аз ал as 
Aquiles e + . + * 


Tartaruga e e e e 


Uma forma de explicar esse paradoxo usa a ideia de sequéncia. As posições sucessivas de 
Aquiles e da tartaruga são respectivamente (ai, a2, аз, . . .) € (fi, to, t5, . . .), conhecidas como 
sequéncias. 

Em geral, uma sequência (a, | é um conjunto de números escritos em uma ordem definida. 
Por exemplo, a sequéncia 
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dy — 


Podemos visualizar essa sequéncia marcando seus termos sobre uma reta real, como na Fi- 
gura 10(a), ou desenhando seu gráfico, como na Figura 10(b). Observe em ambas as figuras 
que os termos da sequéncia a, — 1/n tornam-se cada vez mais próximos de 0 à medida que n 
cresce. De fato, podemos encontrar termos táo pequenos quanto desejarmos, bastando para isso 
tomarmos 7 suficientemente grande. Dizemos, então, que o limite da sequência é O e indica- 
mos isso por 


dl 
lim — = 0 
now pl 
Em geral, a notação 
lim a, = L 


n—»o 


será usada se os termos a, tendem a um número L quando 7 torna-se grande. Isso significa que 
podemos tornar os números a, tão próximos de L quanto quisermos escolhendo um 7 sufi- 
cientemente grande. 

O conceito de limite de uma sequência ocorre sempre que usamos a representação deci- 
mal de um nümero real. Por exemplo, se 


а = 3,1 

a, = 3,14 

аз = 3,141 

а4 = 3,1415 
as = 3,14159 
ав = 3,141592 


a7 = 3,1415926 


lim a, = т. 


пэ 


entáo, 


Os termos nessa sequência são aproximações racionais de 7. 

Vamos voltar ao paradoxo de Zenão. As posições sucessivas de Aquiles e da tartaruga for- 
mam as sequências (a,) e (tr), onde a, < t, para todo n. Podemos mostrar que ambas as se- 
quências têm o mesmo limite: 

lim a, =p = lim t. 


п> n— o 
É precisamente nesse ponto p que Aquiles ultrapassa a tartaruga. 


ES A Soma de uma Série 


Outro paradoxo de Zenão, conforme nos foi passado por Aristóteles, é o seguinte: “Uma pes- 
soa em certo ponto de uma sala não pode caminhar diretamente até a parede. Para fazer isso 
ela deveria percorrer metade da distância, depois a metade da distância restante e, então, no- 


XXXI 


IM | | 
0 1 
(a) 
A 
l+ * 
123456 
(b) 
FIGURA 10 
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FIGURA 11 


vamente a metade da distáncia que restou e assim por diante, de forma que o processo pode 
ser sempre continuado e não terá um fim”. (Veja a Figura 11.) 


m 


Como naturalmente sabemos que de fato a pessoa pode chegar até a parede, isso sugere 
que a distância total possa ser expressa como a soma de infinitas distâncias cada vez meno- 
res, como a seguir: 


1111 1 
3 == +-—— ++ 
2 4 8 16 2 


Zenão argumentava que não fazia sentido somar um número infinito de números. Porém, há 
situações em que fazemos implicitamente somas infinitas. Por exemplo, na notação decimal, 
o símbolo, 0,3 = 0,3333 ... significa 


3 3 3 3 
+ + + Lee 
10 100 1000 10,000 


dessa forma, em algum sentido, deve ser verdade que 


3 3 3 3 
+ + + += 
10 100 1000 10,000 3 


Mais geralmente, se d, denotar o n-ésimo algarismo na representação decimal de um número, 
então, 


di d; d; d, 


didididi A A р ү a 
ы 10 10? 10? 10" 


Portanto, algumas somas infinitas, ou, como sáo chamadas, séries infinitas, ёт um significado. 
Todavia, é necessário definir cuidadosamente o que é a soma de uma série. 

Retornando à série da Equacáo 3, denotamos por s, a soma dos n primeiros termos da sé- 
rie. Assim, 


$475 0,5 

9 =5 +4= 0,75 

s=} + t+} = 0,875 
Е ЕЕ ЕРЕ 

$5 —141414 4-096875 


в =з ++ к +k ta + ы = 0984375 


зб =1+1+1+%5 +5 + + р = 0,9921875 


- + m = 0,99902344 


>= 
+ 


$10 = 5 + 


1 1 
ri orem 215 = 0,99998474. 
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Observe que à medida que somamos mais e mais termos, as somas parciais ficam cada vez mais 
próximas de 1. De fato, pode-se mostrar que tomando um n suficientemente grande (isto é, adi- 
cionando um nümero suficientemente grande de termos da série), podemos tornar a soma par- 
cial s, tão próxima de 1 quanto quisermos. Parece, então, razoável dizer que a soma da série 
infinita é 1 e escrever 


1 


1 
+—+— 
8 2" 


1,1 
2 4 


Em outras palavras, a razão de a soma da série ser 1 é que 


lim 5, = 1 
n=% 


No Capítulo 11, Volume II, discutiremos mais sobre essas noções. Usaremos, então, a ideia 
de Newton de combinar séries infinitas com cálculo diferencial e integral. 


ES Resumo 


Vimos que o conceito de limite surge de problemas tais como encontrar a área de uma região, 
a tangente a uma curva, a velocidade de um carro ou a soma de uma série infinita. Em cada 
um dos casos, o tema comum é o cálculo de uma quantidade como o limite de outras quanti- 
dades mais facilmente calculáveis. É essa ideia básica que coloca o cálculo à parte de outras 
áreas da matemática. Na realidade, poderíamos definir o cálculo como o ramo da matemática 
que trata de limites. 

Depois de inventar sua versão de cálculo, Sir Isaac Newton usou-a para explicar o movi- 
mento dos planetas em torno do Sol. Hoje, o cálculo é usado na determinação de órbitas de 
satélites e naves espaciais, na predição do tamanho de uma população, na estimativa de quão 
rápido os preços do petróleo subem ou caem, na previsão do tempo, na medida do fluxo san- 
guíneo que sai do coração, no cálculo dos prêmios dos seguros de vida e em uma grande va- 
riedade de outras áreas. Neste livro vamos explorar algumas dessas aplicações do cálculo. 

Para transmitir uma noção da potência dessa matéria, finalizaremos esta apresentação com 
uma lista de perguntas que você poderá responder usando o cálculo: 


raio a partir do sol 


1. Como você explicaria o fato, ilustrado na Figura 12, de que o ângulo de elevação de um 
observador até o ponto mais alto em um arco-íris é 42°? 


. Como você poderia explicar as formas das latas nas prateleiras de um supermercado? 


+ 9 А E 
. Qual o melhor lugar para se sentar em um cinema? raio a partir 


2 
3 
4. Como podemos projetar uma montanha-russacom um percurso suave? do sol 
5. A qual distância de um aeroporto um piloto deve começar a descida para o pouso? 
6. Como podemos juntar curvas para desenhar formas que representam letras em uma im- 
pressora a laser? observador + 
7. Como podemos estimar o número de trabalhadores que foram necessários para a cons- FIGURA 12 
trução da Grande Pirâmide de Quéops, no antigo Egito? 
8. Onde um jogador deveria se posicionar para apanhar uma bola de beisebol lançada por 
outro jogador e mandá-la para a home plate? 
9. Uma bola lançada para cima leva mais tempo para atingir sua altura máxima ou para cair 
de volta à sua altura original? 
10. Como você pode explicar o fato de planetas e satélites se moverem em órbitas elípticas? 
11. Como você pode distribuir o escoamento de água entre as turbinas de uma usina hidre- 
létrica de modo a maximizar a energia total produzida? 
12. Se uma bola de gude, uma bola de squash, uma barra de aço e um cano de ferro rola- 


rem por uma encosta, qual deles atingirá o fundo primeiro? 


Equacóes Diferenciais 


Ciurzynski/Shutterstock 


Talvez a aplicação mais importante do cálculo sejam as equações diferenciais. Quando cien- 
tistas físicos ou cientistas sociais usam cálculo, muitas vezes o fazem para analisar uma 
equacáo diferencial que tenha surgido no processo de modelagem de algum fenómeno que 
eles estejam estudando. Embora seja quase impossível encontrar uma fórmula explícita para 
a solução de uma equação diferencial, veremos que as abordagens gráficas e numéricas for- 
necem a informação necessária. 
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EN Modelagem com Equacóes Diferenciais 


Agora é uma boa hora para ler (ou reler) a 
discussáo de modelagem matemática no 
Capítulo 1, Volume |. 


SEN 


FIGURA 1 
A família de soluções de dP/dt = kP 


Y 


FIGURA 2 
A família de solugóes P(t) = Ce 
comC>0et=0 


kt 


LA | 
== 


Na descrição do processo de modelagem na Seção 1.2, no Volume I, falamos a respeito da 
formulação de um modelo matemático de um problema real por meio de raciocínio intuitivo 
sobre o fenômeno ou por meio de uma lei física fundamentada em evidência experimental. 
O modelo matemático frequentemente tem a forma de uma equação diferencial, isto é, uma 
equação que contém uma função desconhecida e algumas de suas derivadas. Isso não sur- 
preende, porque em um problema real normalmente notamos que mudanças ocorrem e que- 
remos predizer o comportamento futuro com base na maneira como os valores presentes 
variam. Vamos começar examinando vários exemplos de como as equações diferenciais apa- 
recem quando modelamos um fenômeno físico. 


ШШШ Modelos para o Crescimento Populacional 


Um dos modelos para o crescimento de uma população baseia-se na hipótese de que uma 
população cresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho. Essa hipótese é razoável para 
uma população de bactérias ou animais em condições ideais (meio ambiente ilimitado, nutri- 
ção adequada, ausência de predadores, imunidade a doenças). 

Vamos identificar e dar nomes às variáveis nesse modelo: 


t = tempo (a variável independente) 


P = número de indivíduos da população (a variável dependente) 


A taxa de crescimento da população é a derivada dP/dt. Assim, nossa hipótese de que a taxa de 
crescimento da população é proporcional ao tamanho da população é escrita como a equação 


dP 
1 — = ұр 
dt 


onde k é a constante de proporcionalidade. A Equação 1 é nosso primeiro modelo para o cres- 
cimento populacional; é uma equação diferencial porque contém uma função desconhecida 
P e sua derivada dP/dt. 

Tendo formulado um modelo, vamos olhar para suas consequéncias. Se desconsiderar- 
mos uma população nula, então P(t) > O para todo t. Portanto, se k > 0, então a Equação 1 
mostra que P'(t) > 0 para todo f. Isso significa que a população está sempre aumentando. De 
fato, quando P(t) aumenta, a Equação 1 mostra que dP/dt torna-se maior. Em outras palavras, 
a taxa de crescimento aumenta quando a população cresce. 

Não é difícil pensar em uma solução para a Equação 1. Esta equação nos pede para 
encontrar uma função cuja derivada seja uma constante multiplicada por ela própria. Sabe- 
mos do Capítulo 3, no Volume 1, que as funções exponenciais têm esta propriedade. De fato, 
se fizermos P(t) = Ce", então 


P'(t) = C(ke") = k(Ce") = kP(t) 


Portanto, qualquer função exponencial da forma P(t) = Ce" é uma solução da Equação 1. 
Quando estudarmos essa equação em detalhes na Seção 9.4, veremos que não existe outra 
solução. 

Se fizermos C variar em todos os números reais, obtemos a família de soluções 
P(t) = Ce" cujos gráficos são mostrados na Figura 1. Mas as populações têm apenas valores 
positivos e, assim, estamos interessados somente nas soluções com C > 0. E estamos prova- 
velmente preocupados apenas com valores de t maiores que o instante inicial t = 0. A Figu- 
ra 2 mostra as soluções com significado físico. Fazendo г = 0, temos P(0) = Ce? = C, de 
modo que a constante C acaba sendo a população inicial, P(0). 

A Equação 1 é apropriada para a modelagem do crescimento populacional sob condições 
ideais, mas devemos reconhecer que um modelo mais realista deveria refletir o fato de que 
um dado ambiente tem recursos limitados. Muitas populações começam crescendo expo- 
nencialmente, porém o nível da população se estabiliza quando ela se aproxima de sua capa- 
cidade de suporte M (ou diminui em direção a M se ela excede o valor de M). Para um 
modelo considerar ambos os casos, fazemos duas hipóteses: 


dP 
єс == kP se Pfor pequeno (inicialmente a taxa de crescimento é proporcional a P). 


dP 
п "dr < 0 ве Р > М (Р diminui se exceder M). 


Uma expressáo simples que incorpora ambas as hipóteses é dada pela equacáo 


dP P 
2 — = |1 -> 
di K 


Observe que, se P é pequeno quando comparado com M, então P/M está próximo de 0 e, рог- 
tanto, dP/dt = КР. Se P > M, então 1 — P/M é negativo e, assim, dP/dt < 0. 

A Equação 2 é chamada equação diferencial logística e foi proposta pelo matemático e 
biólogo holandês Pierre-François Verhulst na década de 1840 como um modelo para o cres- 
cimento populacional mundial. Desenvolveremos técnicas que nos permitam encontrar solu- 
ções explícitas da equação logística na Seção 9.4, mas, enquanto isso, podemos deduzir as 
características qualitativas das soluções diretamente da Equação 2. Primeiro, observamos 
que as funções constantes P(t) = О e P(t) = M são soluções, porque, em qualquer um dos 
casos, um dos fatores do lado direito da Equação 2 é zero. (Isso certamente tem um signifi- 
cado físico: se a população sempre for O ou estiver na capacidade de suporte, ela fica desse 
Jeito.) Essas duas soluções constantes são chamadas soluções de equilíbrio. 

Se a população inicial P(0) estiver entre O e M, então o lado direito da Equação 2 é posi- 
tivo; assim, dP/dt > O e a população aumenta. Mas se a população exceder a capacidade de 
suporte (P > M), então 1 — P/M é negativo, portanto dP/dt < 0 e a população diminui. 
Observe que, em qualquer um dos casos, se a população se aproxima da capacidade de 
suporte (P — M), então dP/dt — О, o que significa que a população se estabiliza. Dessa 
forma, esperamos que as soluções da equação diferencial logística tenham gráficos que se 
pareçam com aqueles da Figura 3. Observe que os gráficos se distanciam da solução de equi- 
líbrio P = 0 e se aproximam da solução de equilíbrio P = M. 


Solução de 
equilíbrio 


E > FIGURA 3 
Soluções da equação logística 


ШШШ Modelo para o Movimento de uma Mola 


Vamos olhar agora para um modelo físico. Consideremos o movimento de um objeto com 
massa m na extremidade de uma mola vertical (como na Figura 4). Na Seção 6.4, no Volu- 
me I, discutimos a Lei de Hooke, que diz que, se uma mola for esticada (ou comprimida) x 
unidades a partir de seu tamanho natural, então ela exerce uma força que é proporcional a x: 


força elástica = —kx 


onde k é uma constante positiva (chamada constante da mola). Se ignorarmos qualquer força 
externa de resistência (por causa da resistência do ar ou do atrito), então, pela segunda Lei 
de Newton (força é igual à massa vezes a aceleração), temos 


d?x 
i em 
dt? 


—kx 
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FIGURA 4 


Posição + 0 


de equilíbrio 
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Esse é um exemplo do que chamamos equacáo diferencial de segunda ordem, porque envol- 
ve derivadas segundas. Vamos ver o que podemos deduzir da solução diretamente da equa- 
ção. Podemos reescrever a Equação 3 na forma 


que diz que a derivada segunda de x é proporcional a x, mas tem o sinal oposto. Conhecemos 
duas funções com essa propriedade, as funções seno e cosseno. De fato, todas as soluções da 
Equação 3 podem ser escritas como combinações de certas funções seno e cosseno (veja o 
Exercício 4). Isso não é surpreendente; esperamos que a mola oscile em torno de sua posição 
de equilíbrio e, assim, é natural pensar que funções trigonométricas estejam envolvidas. 


ШЕШ Equações Diferenciais Gerais 


Em geral, uma equação diferencial é aquela que contém uma função desconhecida e uma 
ou mais de suas derivadas. A ordem de uma equação diferencial é a ordem da derivada mais 
alta que ocorre na equação. Dessa maneira, as Equações 1 e 2 são de primeira ordem e a 
Equação 3 é de segunda ordem. Em todas as três equações, a variável independente é cha- 
mada t e representa o tempo, mas, em geral, a variável independente não precisa representar 
o tempo. Por exemplo, quando consideramos a equação diferencial 


[4] у = ху 


entendemos que y seja uma função desconhecida de x. 

Uma função f é denominada solução de uma equação diferencial se a equação é satisfei- 
ta quando y = f(x) e suas derivadas são substituídas na equação. Assim, f é uma solução da 
Equação 4 se 


f'Q) = xf (09) 


para todos os valores de x em algum intervalo. 

Quando nos pedem para resolver uma equação diferencial, espera-se que encontremos 
todas as soluções possíveis da equação. Já resolvemos algumas equações diferenciais parti- 
cularmente simples; a saber, aquelas da forma 


y =F0) 


Por exemplo, sabemos que a solução geral da equação diferencial 


é dada por 


onde C é uma constante qualquer. 

Mas, em geral, resolver uma equação diferencial não é uma tarefa fácil. Não existe uma 
técnica sistemática que nos permita resolver todas as equações diferenciais. Na Seção 9.2, 
contudo, veremos como esboçar os gráficos das soluções mesmo quando não temos uma fór- 
mula explícita. Também aprenderemos como achar aproximações numéricas para as soluções. 


ЭХО Mostre que todo membro da família de funções 


A ue" 
Ут се 
é uma solução da equação diferencial y” = 3 (y? — 1). 
SOLUÇÃO Usamos a Regra do Quociente para derivar a expressão em relação a y: 
_ (1 — ce')(ce') = (1 + ce')(—ce') 
(1 — ce! 


А 
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2 3 
ce! — c?e? + ce! + c?e? 2ce' 


(1 — ce? H (1 — ce! 


O lado direito da equação diferencial torna-se 


te iis 1 1 + ce \? "e 1| G-c ce — (1 — ce 
2 2 1 = се! 2 (1 — ce)? 
A Figura 5 ilustra os gráficos de sete membros 


t t 
1 4се = 2се da família do Exemplo 1. A equação diferencial 
2 (1— ce (1 — се)? mostra que y = +1, então y” = 0. Isso é 
visualizado pelo achatamento dos gráficos 
próximo de y = 1ey = —1. 


Portanto, para todo valor de c, a função dada é solução da equação diferencial. pa] 

Quando aplicamos as equações diferenciais, geralmente não estamos tão interessados em 
encontrar uma família de soluções (a solução geral) quanto em encontrar uma solução que 
satisfaça algumas condições adicionais. Em muitos problemas físicos precisamos encontrar 
uma solução particular que satisfaça uma condição do tipo y(to) = yo. Esta é chamada con- 
dição inicial, e o problema de achar uma solução da equação diferencial que satisfaça a con- 
dição inicial é denominado problema de valor inicial. 

Geometricamente, quando impomos uma condição inicial, olhamos para uma família de 
curvas solução e escolhemos uma que passe pelo ponto (fo, yo). Fisicamente, isso correspon- 
de a medir o estado de um sistema no instante toe usar a solução do problema de valor ini- FIGURA 5 
cial para prever o comportamento futuro do sistema. 


BEMA Encontre uma solução da equação diferencial y” = 3 (у? — 1) que satisfaça a 
condição inicial y(0) = 2. 


SOLUÇÃO Substituindo os valores t = 0 e y = 2 na fórmula 


_1+сёе' 
У 1 — се' 
do Exemplo 1, obtemos 
Le” les 


Joe 
l=ce 1-с 


~w 1 : 
Resolvendo essa equação para c, temos 2 — 2c = 1 + c, o que fornece c = 3. Assim, a solu- 
cáo do problema de valor inicial é 


1 + ie' 3 +е! 


= т Es 
и = е 3-е 
EN Exercícios 
1. Mostre que y = x — x”! é uma solução da equação diferencial (b) Seri e r2 são os valores que você encontrou no item (a), mos- 
xy ty-2x tre que todo membro da família de funções y = ae”* + be"* 


; í К também é uma solução. 
2. Verifique se y = sen x cos x — cos x é uma solução do problema 


de valor inicial 4. (a) Para quais valores de k a função y = cos kt satisfaz a equação 
y’ + (tg x) y = cos?x y(0) = —1 diferencial 4)” = —25y? 
no intervalo —7/2 < x < т/2. (b) Para estes valores de k, verifique se todo membro da família 


3. (a) Para quais valores de r a função у = е" satisfaz a equação di- de funções y = A sen kt + B cos kt também é uma solução. 


ferencial 2y" + y' — y = 0? 


H É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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Quais das seguintes funções são soluções da equação diferencial 
y” + y = ѕеп х? 


(а) у = зепх (b) y = cos x 


1 1 
(с) y =» x sen x (d) y = —5xcosx 


(a) Mostre que cada membro da família de funções 
y = (In x + C)/x é uma solução da equação diferencial 
Xy + xy = 1. 

(b) Ilustre a parte (a) traçando vários membros da família de so- 
luções na mesma tela. 

(c) Encontre a solução da equação diferencial que satisfaça a 
condição inicial y(1) = 2. 

(d) Encontre a solução da equação diferencial que satisfaça a con- 
dição inicial y(2) = 1. 


(a) O que você pode dizer da solução da equação y' = —y? ape- 
nas olhando a equação diferencial? 

(b) Verifique se todos os membros da família y = 1/(х + C) são 
soluções da equação no item (a). 

(c) Você pode pensar em uma solução da equação diferencial 
y' = —y? que não seja membro da família no item (b)? 

(d) Encontre uma solução para o problema de valor inicial 


y--y 0) = 0,5 


(а) O que você pode dizer sobre o gráfico de uma solução da 
equação y' = xy? quando x está próximo de 0? E se x for 
grande? 

(b) Verifique se todos os membros da família y = (c — x 
soluções da equação diferencial у’ = xy’. 

(c) Trace vários membros da família de soluções na mesma tela. 
Os gráficos confirmam o que você predisse no item (a)? 

(d) Encontre uma solução para o problema de valor inicial 

у' = ху y(0) = 2 
Uma população é modelada pela equação diferencial 


dP P 
—— e LP 1.= => 
dt 4 200 


(a) Para quais valores de P a população está aumentando? 
(b) Para quais valores de P a população está diminuindo? 
(c) Quais são as soluções de equilíbrio? 


2712 sáo 


A função y(t) satisfaz a equação diferencial 


(a) Quais são as soluções constantes da equação? 
(b) Para quais valores de y a função está aumentando? 
(c) Para quais valores de y a função está diminuindo? 


Explique por que as funções cujos gráficos são dados a seguir não 
podem ser soluções da equação diferencial 


eps dr 


(a) YA 


(b УА 


12. A função, cujo gráfico é dado a seguir, é uma solução de uma das 


seguintes equações diferenciais. Decida qual é a equação correta 
e justifique sua resposta. 


y 
> 
0 х 

А.у = 1+ ху В. у’ = -2 xy С.у = 1 2ху 


13. Combine as equações diferenciais com os gráficos de solução ro- 


tulados de I-IV. Dê razões para suas escolhas. 
(ayy =1+х°+у° (b) y' = хе-* -7 


с) у == d) y' = sen COS 
(c) y 14 e (d) ) (xy) cos (xy) 
I y II y 
0 X 
III УА IV VA 
0 X 0 X 


14. Suponha que vocé tenha acabado de servir uma xícara de café re- 


cém-coado com uma temperatura de 95ºC em uma sala onde a 
temperatura é de 20ºC. 


(a) Quando vocé acha que o café esfria mais rapidamente? O que 
acontece com a taxa de resfriamento com o passar do tempo? 
Explique. 

(b) A Lei de Resfriamento de Newton afirma que a taxa de res- 
friamento de um objeto é proporcional à diferença de tempe- 
ratura entre o objeto e sua vizinhanga, desde que essa dife- 
rença não seja muito grande. Escreva uma equação diferencial 
para expressar a Lei de Resfriamento de Newton nessa situa- 
ção particular. Qual a condição inicial? Tendo em vista sua res- 
posta no item (a), você acha que essa equação diferencial é um 
modelo apropriado para o resfriamento? 


(c) Faça um esboço para o gráfico da solução do problema de va- 
lor inicial no item (b). 


15. Os psicólogos interessados em teoria do aprendizado estudam as 


curvas de aprendizado. Seja P(t) o nível de desempenho de al- 
guém aprendendo uma habilidade como uma função do tempo de 
treinamento f. A derivada dP/dt representa a taxa em que o de- 
sempenho melhora. 


(a) Quando você acha que P aumenta mais rapidamente? O que 
acontece a dP/dt quando t aumenta? Explique. 
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(b) Se M é o nível máximo de desempenho do qual o aprendiz é é um modelo razoável para o aprendizado. 
capaz, explique a razão pela qual a equação diferencial (c) Faça um esboço de uma possível solução da equação dife- 
dP rencial. 
P k(M — P) k uma constante positiva, 


E Campos de Direcóes e Método de Euler 


Infelizmente é impossível resolver a maioria das equações diferenciais de forma a obter uma 
fórmula explícita para a solução. Nesta seção, mostraremos que, mesmo sem uma solução 
explícita, podemos ainda aprender muito sobre a solução por meio de uma abordagem gráfi- 
ca (campos de direções) ou de uma abordagem numérica (método de Euler). 


ШЕШ Campos de Direções 


Suponha que nos peçam para esboçar o gráfico da solução do problema de valor inicial 


у'=х+у y(0) = 1 


Não conhecemos uma fórmula para a solução, então como é possível que esbocemos seus 
gráficos? Vamos pensar sobre o que uma equação diferencial significa. A equação 
y' =x t y nos diz que a inclinação em qualquer ponto (x, y) no gráfico (chamado curva solu- 
ção) é igual à soma das coordenadas x e y no ponto (veja a Figura 1). Em particular, como a 
curva passa pelo ponto (0, 1), sua inclinação ali deve ser 0 + 1 = 1. Assim, uma pequena 
porção da curva solução próxima ao ponto (0, 1) parece um segmento de reta curto que passa 
por (0, 1) com inclinação 1 (veja a Figura 2). 


YA yA 
A inclinagáo em A inclinagáo em 
Qu. yy) É (Xa, Y2) É 
xt y, X2 + у». (0,1) p A inclinação em 
(0, 1) é 
0+1=1. 
0 x 0 x 
FIGURA 1 FIGURA 2 
Uma solução de y'= x + y Início da curva solucáo que passa por (0, 1) 


Como um guia para esboçar o restante da curva, vamos desenhar pequenos segmentos de reta 
em diversos pontos (x, y) com inclinação x + y. O resultado, denominado campo de dire- 
ções, é mostrado na Figura 3. Por exemplo, o segmento de reta no ponto (1, 2) tem inclina- 
ção 1 + 2 = 3. O campo de direções nos permite visualizar o formato geral das curvas 
solução pela indicação da direção na qual as curvas prosseguem em cada ponto. 


YA YA 

— i EPR = g / PRP T d 
EAS ДЕ. AP NN i cd M M i Jor o4 4 
"o Sende uh Ww Ww qe eg SA emet 4 EA FA 
* oW Iw ewe ur gr go Tow jJ ч м “Ag? dd y 
NS A ANE Para. 
E 0 “т” yd t усу omg pro "эт 
o Lx ow i DENS ES D M а uM E і 
VW XX XM RI 4i LAN XN Жов A 
О Wo x bU же „е A + ND ME Мы See eme А 
doe Up, XV ^N No CN, oem a Y TR X А 
V X X X A М. М SN Se = LA XX A X X Y 
FIGURA 3 FIGURA 4 


Campo de direções para y'= x + y A curva solução que passa por (0, 1) 
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FIGURA 6 


O Module 9.2A mostra os campos 
de direções e as curvas solução para várias 


equacóes diferenciais. 


interruptor 


FIGURA 9 


Agora, podemos esboçar a curva solução pelo ponto (0, 1), seguindo o campo de direções 
como na Figura 4. Observe que desenhamos a curva de modo a torná-la paralela aos seg- 
mentos de reta próximos. 


Em geral, suponha que tenhamos uma equação diferencial de primeira ordem do tipo 


у = Р(х, y) 


onde F(x, у) é alguma expressão em x e у. A equação diferencial diz que a inclinação da curva 
solução no ponto (x, y) na curva é F(x, y). Se desenharmos pequenos segmentos de reta com 
inclinação F(x, y) em vários pontos (x, y), o resultado será chamado campo de direções (ou 
campo de inclinações). Esses segmentos de reta indicam a direção na qual uma curva solu- 
ção está seguindo, de modo que o campo de direções nos ajuda a visualizar o formato geral 
dessas curvas. 


[EXEMPLO 1| 

(a) Esboce o campo de direções para a equação diferencial у = x? + y? — 1. 
(b) Use a parte (a) para esboçar a curva solução que passa pela origem. 
SOLUÇÃO 


(a) Podemos começar calculando a inclinação em vários pontos na seguinte tabela: 


x —2 [=1 е | 
у ото оо (оТ 
y-2-y-1/|23 -1|o[3l4|1]|0/|1/|4 


Agora, podemos desenhar pequenos segmentos de reta com essas inclinações nesses pontos. 
O resultado é o campo de direções mostrado na Figura 5. 


(b) Podemos começar na origem e nos mover para a direita na direção do segmento de reta 
(que tem inclinação — 1). Continuamos a desenhar a curva solução de maneira que ela se 
mova paralela aos segmentos de reta próximos. A curva solução resultante é exposta na 
Figura 6. Voltando para a origem, desenhamos a curva solução para a esquerda da mesma 
maneira. EE 


Quanto mais segmentos desenharmos no campo de direções, mais clara se tornará a figura. 
É claro que é tedioso calcular as inclinações e desenhar segmentos de reta para um número 
muito grande de pontos manualmente, mas os computadores facilitam essa tarefa. A Figura 
7 apresenta um campo de direções mais detalhado, desenhado por um computador, para a 
equação diferencial no Exemplo 1. Isso nos permite desenhar, com uma precisão razoável, 
as curvas solução exibidas na Figura 8 com intersecções com o eixo y iguaisa —2, —1,0,1 
e2. 


3 
TETERA EAN 
INEA AAA 
PARA RA RANAS 
IAAF LLANA NN 
[ҮЛ ЛЖ p= PAi 
E E dad a | 1 
3 HP «алыны ылыш ЕЕ. 3 
PELEAS еу у | 
аа Үү 
ERASE ZA ESA ANA 
JUDI 
EJ RPSL 
(ЖЕ Жи ШЕ ЖШ БОШ pou рер 
—3 
FIGURA 7 FIGURA 8 


Depois disso, vamos ver como campos de direções dão uma percepção das situações físicas. 
O circuito elétrico simples, mostrado na Figura 9, contém uma força eletromotriz (geral- 
mente uma pilha ou gerador) que produz uma voltagem de E(t) volts (V) e uma corrente de 
I(t) amperes (A) em um instante f. O circuito também possui um resistor com resistência 
de К ohms [О] e um indutor com indutância de L henrys (Н). 


A Lei de Ohm diz que a queda na voltagem por causa do resistor é R7. A queda de vol- 
tagem por causa do indutor é L(dI/dt). Uma das Leis de Kirchhoff diz que a soma das que- 
das de voltagem é igual à voltagem fornecida E(t). Então temos 


1 i ii E(t) 
dt 


que é uma equação diferencial de primeira ordem que modela a corrente 7 no instante t. 


BEIA Suponha que no circuito simples da Figura 9 a resistência seja de 12 О, a indu- 
tância 4 H e a pilha forneça uma voltagem constante de 60 V. 

(a) Desenhe um campo de direções para a Equação 1 com esses valores. 

(b) O que você pode dizer sobre o valor-limite da corrente? 

(c) Identifique quaisquer soluções de equilíbrio. 

(d) Se o interruptor for fechado quando t = 0, de forma que a corrente comece com 
ЦО) = 0, use o campo de direções para esboçar a curva solução. 


SOLUÇÃO 
(a) Se fizermos L = 4, R = 12 e E(t) = 60 na Equação 1, obteremos 


4 a + 121 = 60 zd 15 —3I 
= = Өй Ž 1з — 
dt dt 


O campo de direções para essa equação diferencial é mostrado na Figura 10. 


TA 
CH SA A M oM M M NS 
m x % oum mx 
D X CE CAE OE E TL MS 
ы Ч. гу, ЧЧЫ. ЭЕ. Чаш uM A uu c M E 
EA DS per CÃO US MT 0 AN E E EC ET 
Aa AE MER ID ME AE NU D M M RE Ei 
Wo ow abo dw db at d E Уу ggg 
you dw we 4 deo лж X4 dO o X d 
"A MARE EE E. ШШ NC Жо E EA 
De E E E TE AE RN 
Кл E e d We E E E E E 3 
yox po Me db de И oo Oo X4. ж оу 
бф E wc dp у do poo эф cde X 
po 
ОК ож wv do e оф O O 1 
jp dk do db de o ow te {+ d 4 


FIGURA 10 


(b) Parece, a partir do campo de direções, que todas as soluções se aproximam do valor 5 A, 
Isto é, 

lim Д0) = 5 
(c) Parece que a função constante I(t) = 5 é uma solução de equilíbrio. De fato, podemos 
verificar isso diretamente da equação diferencial dl/dt = 15 — 31. Se I(t) = 5, então o lado 
esquerdo é dI/dt = О e o lado direito é 15 — 3(5) = 0. 


(d) Usamos o campo de direções para esboçar a curva solução que passa por (0, 0), como 
indicado na Figura 11. 


IA 
118 о т A 4 SM о ASR 
WIL E E е 9. T 
бз, “ыз LL NL LL М SS 
ho m uu e E c oc cu c O Ы. “ы Чы "ы. 
er queer g wet E ER ad a” QU a ает 
Дд ёё A O E O > 
# a wh og 4x RR PD HE R 
X s g Y x Ў; Й Fá Ёё /, y» A PS 
б ж > у RM AH EH 
24 / / £ / / 4 7 ГА ў / / "d 
b Wo wed d ow. ЙЛ у x 
i rd 1 i y I ГА 1 ГА y / 1 
E AECA ode BO dt Y 
—— ay — — a ЕНЕ НЕГЕ 
0 jw 0 pou dj б d 4 deed 
| ku Lo P. e d X 


FIGURA 11 
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curva solução 


FIGURA 12 
Primeira aproximação de Euler 


Euler 


Leonhard Euler (1707-1783) foi o principal 
matemático de meados do século XVIII e o mais 
prolífico de todos os tempos. Ele nasceu na 
Suíça, mas passou a maior parte de sua carreira 
nas academias de ciências apoiadas por 
Catarina, a Grande em São Petersburgo e 
Frederico, o Grande em Berlim. Os trabalhos 
reunidos de Euler (pronunciado Oiler) completam 
cerca de 100 grandes volumes. Como o físico 
francês Arago disse: “Euler calculava sem 
esforço aparente, como os homens respiram ou 
como as águias se sustentam no ar”. Os 
cálculos e as escritas de Euler não diminuíram 
com o fato de ele ter que criar 13 filhos ou por 
ele ter ficado completamente cego nos últimos 
17 anos de sua vida. Na verdade, quando ficou 
cego, ditava suas descobertas para seus 
ajudantes a partir de sua prodigiosa memória e 
imaginação. Seus tratados sobre cálculo e a 
maioria dos outros assuntos matemáticos 
tornaram-se padrão para o ensino de 
matemática e a equação e'” + 1= 0 que ele 
descobriu relaciona os cinco números mais 
famosos de toda a matemática. 


Observe que na Figura 10 os segmentos de reta ao longo de qualquer reta horizontal são para- 
lelos. Isso ocorre porque a variável independente t não aparece do lado direito da equação 
I' = 15 — 37. Em geral, uma equação diferencial do tipo 


y fy 


onde a variável independente não aparece do lado direito é chamada autónoma. Para tal 
equação, as inclinações correspondentes a dois pontos diferentes com a mesma coordenada 
y devem ser iguais. Isso significa que, se conhecermos uma solução para uma equação dife- 
rencial autônoma, então poderemos obter infinitas outras apenas pelo deslocamento do grá- 
fico da solução conhecida para a esquerda ou para a direita. Na Figura 11, mostramos as 
soluções que resultam do deslocamento da curva solução do Exemplo 2 uma ou duas unida- 
des de tempo (ou seja, segundos) para a direita. Elas correspondem ao fechamento do inter- 
ruptor quando t = 1 out = 2. 


ШЕШ Método de Euler 


A ideia básica por trás dos campos de direções pode ser usada para encontrar aproximações 
numéricas para as soluções das equações diferenciais. Ilustramos o método no problema de 
valor inicial que utilizamos para introduzir os campos de direções: 


у(0) = 1 


A equação diferencial diz que y'(0) = 0 + 1 = 1; dessa forma, a curva solução tem inclina- 
ção 1 no ponto (0, 1). Como uma primeira aproximação para a solução, poderíamos usar uma 
aproximação linear L(x) = x + 1. Em outras palavras, poderíamos usar a reta tangente em 
(0, 1) como uma aproximação grosseira para a curva solução (veja a Figura 12). 

A ideia de Euler era melhorar essa aproximação percorrendo apenas uma pequena dis- 
tância ao longo da reta tangente e, então, fazer uma correção no meio do caminho, mudan- 
do a direção, como indicado pelo campo de direções. A Figura 13 mostra o que acontece se 
começamos ao longo da reta tangente, mas paramos quando x = 0,5. (Essa distância hori- 
zontal percorrida é chamada de passo.) Como L(0,5) = 1,5, temos y(0,5) = 1,5 e tomamos 
(0,5, 1,5) como o ponto de partida para um novo segmento de reta. A equação diferencial nos 
diz que y'(0,5) = 0,5 + 1,5 = 2, assim, usamos a função linear 


у= 1,5 + 2(x — 0,5) = 2х + 0,5 


у =x+y 


como uma aproximação para a solução para x > 0,5 (veja o segmento azul-escuro na Figu- 
ra 13). Se diminuirmos o passo de 0,5 para 0,25, obteremos uma aproximação de Euler 
melhor (veja a Figura 14). 


УА УА 


FIGURA 14 
Aproximação de Euler com o passo 0,25 


FIGURA 13 
Aproximação de Euler com o passo 0,5 


Em geral, o método de Euler diz para começarmos no ponto dado pelo valor inicial e pros- 
seguirmos na direção indicada pelo campo de direções. Paramos após um intervalo de tempo, 
olhamos para a inclinação na nova localização e prosseguimos naquela direção. Continuamos 
parando e mudando de direção de acordo com o campo de direções. O método de Euler não 
produz a solução exata para um problema de valor inicial ele fornece aproximações. Mas, 
pela diminuição do passo (e, portanto, aumentando o número de correções no meio do cami- 
nho), obtemos aproximações sucessivamente melhores para a solução exata. (Compare as 
Figuras 12, 13 e 14.) 

Para o problema de valor inicial de primeira ordem geral y' = F(x, y), y(xo) = yo, nosso 
objetivo é encontrar valores aproximados para a solução em números igualmente espaça- 
dos xo, xi = xo + h, x2 = xi + h, ..., onde h é o passo. A equação diferencial nos diz que 


a inclinação em (xo, yo) é y' = F(xo, yo), assim, a Figura 15 nos mostra que o valor aproxi- 
mado para a solução quando x = xı é 


yi = yo + hF (xo, yo) 
Analogamente, y = у + hFGa, yı) 
Em geral, Ya = yai + AF Xni; yai) 


Método de Euler Os valores aproximados para a solução do problema de valor inicial 
y” = F(x, у), у(хо) = yo, com passo A, em x, = Xn-ı + h, são 


Yn = Yn-1 + hF(x,-i, Уп-1) n = 1,2, 3, ... 


BEEJ Use o método de Euler com o passo 0,1 para construir uma tabela de valores 
aproximados para a solução do problema de valor inicial 


у'=х+у y(0) = 1 
SOLUÇÃO Sabemos que Л = 0,1, xo = 0, yo = 1 e F(x, y) = x + y. Logo, temos 


yi = yo + hF(xo, yo) = 1 +0,1(0 + 1) =1,1 
уз = yı + hF(a, y) = 1,1 +0,1(0,1 + 1,1) = 1,22 
ys = ya + hF(x, уз) = 1,22 + 0,1(0,2 + 1,22) =1,362 


Isso significa que, se y(x) é a solução exata, então y(0,3) = 1,362. 
Prosseguindo com cálculos similares, temos os valores na tabela: 


n Xi Yn n Xn Yn 

1 0,1 1,100000 6 0,6 1,943122 

2 0,2 1,220000 7 0,7 2,197434 

3 0,3 1,362000 8 0,8 2,487178 

4 0,4 1,528200 9 0,9 2,815895 

5 0,5 1,721020 10 1,0 3,187485 [==] 


Рага uma tabela com valores mais precisos no Exemplo 3, poderíamos diminuir о tama- 
nho do passo. Contudo, para um nümero grande de pequenos passos, a quantidade de cálcu- 
los é considerável e, assim, precisamos programar uma calculadora ou um computador para 
fazer os cálculos. A seguinte tabela mostra os resultados da aplicação do método de Euler 
com diminuicáo do tamanho do passo para o problema de valor inicial do Exemplo 3. 


Passo Estimativa de Euler para y (0,5) Estimativa de Euler para y(1) 
0,500 1,500000 2,500000 
0,250 1,625000 2,882813 
0.100 1,721020 3,187485 
0,050 1,757789 3,306595 
0,020 1,781212 3,383176 
0,010 1,789264 3,409628 
0,005 1,793337 3,423034 
0,001 1,796619 3,433848 


Observe que as estimativas de Euler na tabela parecem estar se aproximando de limites, 
a saber, os valores verdadeiros de y(0,5) e y(1). A Figura 16 mostra os gráficos das aproxi- 
mações de Euler com os passos 0,5; 0,25; 0,1; 0,05; 0,02; 0,01 e 0,005. Eles estão se apro- 
ximando da curva solução exata à medida que o passo h se aproxima de 0. 
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Inclinação = F(Xo, Yo) 


(к, у) 
h F(xo, Yo) 
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FIGURA 15 


O Module 9.2B mostra como o 
método de Euler funciona numérica e 
visualmente por várias equações 
diferenciais e passos. 


Os pacotes de software para computador 
que produzem aproximações numéricas 
para soluções de equações diferenciais 
utilizam os métodos que são refinamentos 
do método de Euler. Embora o método de 
Euler seja simples e não tão preciso, é a 
ideia básica em que os métodos mais 
precisos são baseados. 
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FIGURA 16 


Aproximações de Euler 0 
tendendo à solução exata 


ЭЛЕЕ No Exemplo 2 discutimos um circuito elétrico simples com resistência 12 O, in- 
dutância 4 H e uma pilha com voltagem 60 V. Se o interruptor for fechado quando 
t = 0, modelamos a corrente / no instante £ pelo problema de valor inicial 


Ub элк а 100) =0 


dt 


Estime a corrente no circuito meio segundo após o fechamento do interruptor. 


SOLUÇÃO Usamos o método de Euler com F(t, D = 15 — 3I, to = 0, lo = Ое o passo 


h — 0,1 segundo: 


һ=0+0,1(15—3-0)= 1,5 

h= 1,5 + 0,115 = 3 - 1,5) = 2,55 

h = 2,55 + 0,1(15 = 3 · 2,55) = 3,285 

I, = 3,285 + 0,1(15 — 3 · 3,285) = 3,7995 

I; = 3,7995 + 0,1(15 — 3 · 3,7995) = 4,15965 


Assim, a corrente após 0,5 s é 


1(0,5) = 4,16 A 


E Exercícios 


1. É mostrado um campo de direções para a equação 
y' = х cos ту. 
(a) Esboce os gráficos das soluções que satisfazem as condições 
iniciais dadas. 
© (0) = 0 (i) (0) = 0,5 


Gii) (0) = 1 (iv) у(0) = 1,6 
(b) Ache todas as soluções de equilíbrio. 


Ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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=y 


SCA 


SCA 


2. É mostrado um campo de direções para a equação y' = tg G Ty). 
(a) Esboce os gráficos das soluções que satisfazem as condições 
iniciais dadas. 
© у0) = 1 (ii) X0) = 0,2 
(ii) (0) = 2 (iv) yd) = 3 
(b) Ache todas as soluções de equilíbrio. 
JA 
44 
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CAE AE ET A Ar EA RARE 
CAPA 
2 -1 0 1 2x 
3-6 Ligue a equação diferencial a seu campo de direções (I-IV). Dê 
as razões para sua resposta. 
3 y =2-y 4 у= х(2 – у) 
5. 6. у’ = sen x sen у 
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ALLA RA ELKEL ELEELE ELLE Уху 
УО ОДА у 
ПАЛЛАДА ЛАЛА MONOS 
-2 0 2x TH ENVASES 
7. Use o campo de direções II (acima) para esboçar os gráficos das 
soluções que satisfazem as condições iniciais dadas. 
(a) y(0) = 1 (b) (0) = 2 (с) (0) = —1 
8. Use o campo de direções IV (acima) para esboçar os gráficos das 


soluções que satisfazem as condições iniciais dadas. 
(a) y(0) = —1 (b) (0) = 0 (с) y(0) = 1 


9-10 Esboce o campo de direções para a equação diferencial. Use-o 
para esboçar trés curvas solução. 


9. 


y =5y 10. у'=х-у+1 


11-14 Esboce o campo de direções das equações diferenciais dadas. 
Use-os para esboçar a curva solução que passa pelo ponto dado. 


11. 


13. 


y =y-2x (1,0) 12. y =xy-* (0,1) 


y =y+xy (0, 1) 14. y=x+y (0, 0) 
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15-16 Use um sistema de computação algébrica para desenhar um 
campo de direções para a equação diferencial dada. Obtenha uma im- 
pressão e esboce uma curva solução que passe por (0, 1). Use o SCA 
para desenhar a curva solução e compare o resultado com seu esboço. 


15. 


y' =x) sen y 16. y =x(?-4) 


17. 


18. 


19. 


20. 


Use um sistema de computacáo algébrica para desenhar um 
campo de direções para a equação diferencial y' = y? — 4y. Ob- 
tenha uma impressão e esboce as soluções que satisfazem a con- 
dicáo inicial y(0) — c para diversos valores de c. Para quais va- 
lores de c o limite lim, ,, y(t) existe? Quais são os possíveis 
valores para esse limite? 

Faça o esboço de um campo de direções para a equação diferencial 
autónoma y' = f (y), onde o gráfico de f é como o exibido. Como 
o comportamento limite das solugóes depende do valor de y(0)? 


fi). 


(a) Use o método de Euler com cada um dos passos dados para 
estimar o valor de y(0,4), onde y é a solucáo do problema de 
valor inicial y' = y, (0) = 1. 


(0h = 0,4 (11) h = 0,2 (iil) = 0,1 


(b) Sabemos que a solugáo exata do problema de valor inicial no 
item (a) é y = e*. Desenhe, o mais precisamente que puder, o 
gráfico de y = е, 0 < x < 0,4, junto com as aproximações de 
Euler, usando os passos da parte (a). (Seus esbogos devem as- 
semelhar-se ás Figuras 12, 13 e 14.) Use seus esbogos para de- 
cidir se suas estimativas no item (a) estáo subestimadas ou su- 
perestimadas. 


(c) O erro no método de Euler é a diferença entre o valor exato e 
o valor aproximado. Calcule os erros feitos no item (a) ao usar 
o método de Euler para estimar o verdadeiro valor de y(0, 4), 
a saber, e^^. O que acontece com o erro cada vez que o passo 
cai pela metade? 


Um campo de direções para uma equação diferencial é apresen- 
tado. Desenhe, com uma régua, os gráficos das aproximações de 
Euler para a curva solução que passa pela origem. Use os passos 
h = 1 eh = 0,5. As estimativas de Euler estarão superestimadas 
ou subestimadas? Explique. 


Na 


_ 


II AAA AAA AAA AAA 
МААХА УХАА АААХ 
МАХАА АХАХА 
АА ААЛА COLA ANAIS AAA 
AA AENA AAA 
DENSA ALS VAR RA AAA 
EVOL EVA 
TEA TERES TCS ANTA 
БАЛАККА era 
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21. 


22. 


23. 


21. 


26. 


21. 
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Use o método de Euler com o passo 0,5 para calcular os valores 
aproximados de y, yi, y», уз e y4 da solução do problema de valor 
inicial у’ = y — 2x, у(1) = 0. 


Use o método de Euler com o passo 0,2 para estimar y(1), 
onde y(x) é a solução do problema de valor inicial y' = 1 — xy, 
y(0) = 0. 


Use o método de Euler com o passo 0,1 para estimar y(0,5), 
onde y(x) é a solução do problema de valor inicial y’ = y + xy, 
x0) = 1. 


(a) Use o método de Euler com o passo 0,2 para estimar y(0, 4), 
onde y(x) é a solução do problema de valor inicial y' = x + y?, 
(0) = 0. 

(b) Repita a parte (a) com passo 0,1. 


. (a) Programe uma calculadora ou um computador para usar o mé- 


todo de Euler para calcular y(1), onde y(x) é a solução do pro- 
blema de valor inicial 


ФУ +3xy=6r у@) = 3 
dx 

()h-1 (ii) h = 0,1 

(iii) h = 0,01 (iv) h = 0,001 


(b) Verifique se y = 2 + e ва solução exata da equação dife- 
rencial. 


(c) Encontre os erros ao usar o método de Euler para calcular y(1) 
com os passos da parte (a). O que acontece com o erro quando 
o passo é dividido por 10? 


(a) Programe seu sistema de computação algébrica usando o mé- 
todo de Euler com o passo 0,01 para calcular y(2), onde y é a 
solução do problema de valor inicial 

Беер y(0) = 1 


(b) Verifique seu trabalho usando um SCA para desenhar a curva 
solução. 


A figura mostra um circuito contendo uma força eletromotriz, um 
capacitor com capacitância de C farads (F) e um resistor com uma 


ES Equações Separáveis 


Observamos as equações diferenciais de primeira ordem de um ponto de vista geométrico 
(campos de direções) e de um ponto de vista numérico (método de Euler). E do ponto de 
vista simbólico? Seria bom ter uma fórmula explícita para uma solução de uma equação dife- 
rencial. Infelizmente, isso não é sempre possível. Mas, nesta seção, examinaremos um tipo 
de equação diferencial que pode ser resolvida explicitamente. 

Uma equação separável é uma equação diferencial de primeira ordem na qual a expres- 
são para dy/dx pode ser fatorada como uma função de x multiplicada por uma função de y. 
Em outras palavras, pode ser escrita na forma 


28. 


resistência de R de ohms (О). A queda de voltagem no capacitor 
é Q/C, onde Q é a carga (em coulombs, C); nesse caso, a Lei de 
Kirchhoff fornece 


RI + © = 6) 


Mas 1 = 10/41, de modo que temos 


dQ 1 
к——+—О=Е( 
a cQ 70 
Suponha que a resistência seja 5 О, a capacitância seja 0,05 Ее 
a pilha forneça uma voltagem constante de 60 V. 
(a) Desenhe um campo de direções para essa equação diferencial. 
(b) Qual é o valor-limite da carga? 


C 
1 


(c) Existe uma solução de equilíbrio? 


(d) Se a carga inicial for Q(0) = 0 C, use o campo de direções 
para esboçar a curva solução. 


(e) Sea carga inicial for Q(0) — 0 C, use o método de Euler com 
o passo 0,1 para estimar a carga depois de meio segundo. 


No Exercício 14 na Seção 9.1 consideramos uma xícara de café 
a 95ºC em uma sala com temperatura de 20ºC. Suponha que o 
café esfrie a uma taxa de 1ºC por minuto quando sua temperatura 
for 70ºC. 


(a) Como fica a equação diferencial nesse caso? 


(b) Desenhe um campo de direções e use-o para esboçar a curva 
solução para o problema de valor inicial. Qual é o valor-limite 
da temperatura? 


(c) Use o método de Euler com passo h = 2 minutos para estimar 
a temperatura do café após 10 minutos. 


d 


Z = IO) 


O nome separável vem do fato de que a expressáo do lado direito pode ser "separada" em 
uma função de x e uma função de y. Da mesma forma, se f (y) 4 0, podemos escrever 


dy _ gx) 
dx — h(y) 


onde h(y) = 1/f (y). Para resolver essa equação, a reescrevemos na forma diferencial 


hO) dy = gGodx 


assim todos os y estão em um lado da equação e todos os x estão do outro lado. Então inte- 
gramos ambos os lados da equação: 


[2] f h(y) dy = f g(x) dx 


A Equação 2 define y implicitamente como função de x. Em alguns casos também podere- 
mos isolar y em termos de x. 
Usamos a Regra da Cadeia para justificar este procedimento: Se h e g satisfazem |2 |, então 


= (| h(y) a) = < (i g(x) i) 


d d 
Logo z( ILS 2r: = gla) 
d 
e no) = = 90) 


Portanto, a Equação 1 é satisfeita. 


d 
(a) Resolva a equação diferencial — = =. 


(b) Encontre a solução dessa equação que satisfaça a condição inicial y(0) = 2. 


SOLUÇÃO 
(a) Escrevemos a equação na forma diferencial e integramos os dois lados: 


onde C é uma constante qualquer. (Poderíamos ter usado uma constante С, no lado esquer- 
do e outra constante C» no lado direito. Mas decidimos combiná-las em uma só constante no 
lado direito, fazendo C = С — Ci.) 

Resolvendo para y, obtemos 


у= yx? + 3C 
Poderíamos deixar a solucáo dessa maneira ou podemos escrevé-la na forma 
у = х? + К 


onde К = ЗС. (Pois С é uma constante qualquer e o mesmo ocorre сот К.) 

(b) Se fizermos x = 0 na equação geral da parte (a), temos y(0) = УК. . Рага satisfazer а con- 
dição inicial у(0) = 2, devemos fazer УК = 2 e assim temos К = 8. Portanto, a solução do 
problema de valor inicial é 


у = ух? + 8 =| 


d 6x? 
БИЛЛЕ Resolva a equação diferencial Y _ sa А 
ах 2у + cos у 


SOLUÇÃO Escrevendo a equação em uma forma diferencial e integrando ambos os lados, 
temos 
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A técnica para resolver as equações 
diferenciais separáveis foi primeiro usada por 
James Bernoulli (em 1690) para resolver um 
problema sobre pêndulos e por Leibniz (em 
uma carta para Huygens em 1691). John 
Bernoulli explicou o método geral em um 
artigo publicado em 1694. 


A Figura 1 ilustra o gráfico de vários 
membros da família de soluções da 
equação diferencial do Exemplo 1. A 
solução do problema com valor inicial da 
parte (b) é mostrada em vermelho. 


FIGURA 1 
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Alguns sistemas de computação algébrica 
podem traçar as curvas definidas por equações 
implícitas. A Figura 2 mostra os gráficos de 
vários membros da família de soluções da 
equação diferencial no Exemplo 2. Olhando as 
curvas da esquerda para a direita, os valores de 
Csão3,2,1,0,—1, —2e —3 


A 


2 а= 2 
FIGURA 2 


Se uma solução y é uma função que 

satisfaz у(х) 4 O para algum x, segue de um 
teorema de existência e unidade para soluções 
de equações diferenciais que у(х) 4 0 para 
todo x. 


A Figura 3 mostra um campo de direções para a 
equação diferencial no Exemplo 3. Compare-a 
com a Figura 4, em que usamos a equação 

y- Де? para representar as soluções рог 
diversos valores de A. Se vocé usar o campo de 
direções para esboçar as curvas de solução com 
a intersecção y 5, 2, 1, —1 e — 2, elas irão 
assemelhar-se com as curvas da Figura 4. 


interruptor 


FIGURA 5 


(2y + cos y)dy = бх? dx 


f (2y + cos y)dy = f 6х?ах 


3 y? + seny = 2х? + С 


onde C é uma constante. A Equação 3 fornece uma solução geral implícita. Nesse caso é 
impossível resolver a equação para expressar explicitamente como uma função de x. 


ENE Resolva a equação у’ = x?y. 


SOLUÇÃO Primeiro reescrevemos a equação usando a notação de Leibniz: 


dy _ xy 
dx 
Se y # 0, podemos reescrevê-la em uma notação diferencial e integrá-la: 
d 
2 = dx у 0 
y 
d 
f e f x? dx 
y 


3 


ш |у| = — 4c 
3 


Essa equação define y implicitamente como função de x. Mas, nesse caso, podemos solucio- 
nar explicitamente para y como a seguir: 


Q3/3)-C C ,x3/3 


y] = е" =e = ete 


C e х2/3 


Então y= He 


Podemos verificar facilmente que a função y = O também é uma solução da equação dife- 
rencial dada. Dessa forma, podemos escrever a solução geral na forma 


у = Ае* 
onde A é uma constante arbitrária (А = eSou А = —е©,оп A = 0). 
YA 6 
Lipo! 
V bpppüg46e-l-e£:4:[ d 7 
LEAL eem aw 
b pq padre ur moy 
trt rs eeu qq 
EZRA = poscat ^ dd 48 
LARA uw cm - oa om E rur Ж 
WoW oto pomum Ad 2 2 
ass а AU эшш ые XX 
М М N Mo яз яе же a же з че ы ы Че М, Y 
LVAN ae = е ые AUN KC I Ud 
X XXV NX NN ++ =» М AA X 
В IMS SI SS 
bobo X а ep X CN Roy 
Vp dy NS LS р ч] 
О X у ese CS d Ss 
—6 
FIGURA 3 FIGURA 4 


AMIA Na Seção 9.2, modelamos a corrente Z(t) no circuito elétrico mostrado na Fi- 
gura 5 pela equação diferencial 
dl 
L— + RI = E(t) 
dt 
Encontre uma expressão para a corrente em um circuito onde a resistência é 12 О, a indu- 


táncia é 4 H, a pilha fornece uma voltagem constante de 60 V e o interruptor é ligado quan- 
do t = 0. Qual o valor-limite da corrente? 
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SOLUÇÃO Com L — 4, R = 12 e E(t) = 60, a equação torna-se 


4 a + 121 = 60 e 15 — 3I 
колай = or É = 5 = 
dt dt 


e o problema de valor inicial é 


A isea «9-0 
dt 
Reconhecemos essa equação como separável e a resolvemos da seguinte forma: 
f zd = [а (15 — 31 = 0) 
15 — 3I 
- 5 ln | 15 — 31| =t+C A Figura 6 revela como a solução no 
Exemplo 4 (a corrente) se aproxima de seu 
| 15 — 31| = ¿00 valor-limite. A comparação com a Figura 11 
"e 2, па Secáo 9.2 mostra que pudemos 
15—3I— te "е" = Ae desenhar uma curva solução bem precisa a 
artir do campo de direções. 
1=5 Ае" к. 
Сото Д0) = 0, temos 5 — 1A = 0, assim, A = 15 e a solução é 
6 
Қ) = 5 — 5e 
as А > (0 ( y=5 >) 
A corrente-limite, em ampères, é 
lim Д) = lin(5—5e?)25-—5lime?—5—0-25 El 
1>0 1>% 1>0 


ШЕШ Trajetórias Ortogonais 


Uma trajetória ortogonal de uma família de curvas é uma curva que intercepta cada curva 
da família ortogonalmente, isto é, com ángulo reto (veja a Figura 7). Por exemplo, cada FIGURA 6 
membro da família y = mx de retas que passa pela origem é uma trajetória ortogonal da famí- 

lia x? + y? = r? de círculos concéntricos com o centro na origem (veja a Figura 8). Dizemos 

que as duas famílias sáo trajetórias ortogonais uma da outra. 


YA 


= 


Trajetória 
Ortogonal 


FIGURA 7 FIGURA 8 


БИШЛЕ Encontre as trajetórias ortogonais da família de curvas х = ky?, onde k é uma 
constante arbitrária. 


SOLUÇÃO As curvas x = ky? formam uma família de parábolas cujo eixo de simetria é o eixo 
x. O primeiro passo é encontrar uma única equação diferencial que seja satisfeita por todos 
os membros da família. Se derivarmos x = ky?, obteremos 


dy dy _ 1 

dx dx 2ky 
Essa é uma equação diferencial que depende de k, mas precisamos de uma equação que seja 
válida para todos os valores de k simultaneamente. Para eliminar k observamos que, da equa- 
ção geral da parábola dada x = ky?, temos k = x/y? e, assim, a equação diferencial pode ser 
escrita como 


0 2,5 
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FIGURA 9 


БА; 


dy 1 _ 1 
ах 2ky x 
2-7) 
y 
dy | y 
ou = 
ах 2х 


Isso significa que a inclinação da reta tangente em qualquer ponto (x, y) em uma das pará- 
bolas é y' = y/(2x). Em uma trajetória ortogonal, a inclinação da reta tangente deve ser o 
oposto do inverso dessa inclinagáo. Portanto, as trajetórias ortogonais devem satisfazer a 
equação diferencial 


dy _ 2x 
dx y 


Essa equação diferencial é separável e a resolvemos como segue: 


ЕС el 2x dx 


\ 


—x2 +С 


4 х + — = С 


onde С é uma constante positiva qualquer. Então, as trajetórias ortogonais são а família de 
elipses dada pela Equação 4 e esboçada na Figura 9. [E] 

As trajetórias ortogonais ocorrem em vários ramos da física. Por exemplo, em um campo 
eletrostático, as linhas de força são ortogonais às linhas de potencial constante. Também 
as linhas de corrente em aerodinâmica são trajetórias ortogonais às curvas de velocidade 
constante. 


ШЕШ Problemas de Mistura 


Um problema típico de mistura envolve um tanque de capacidade fixa preenchido com uma 
solução completamente misturada de alguma substância (digamos, sal). Uma solução de uma 
dada concentração entra no tanque a uma taxa fixa e a mistura, bem agitada, sai a uma taxa 
fixa, que pode ser diferente da taxa de entrada. Se y(t) denota a quantidade de substância no 
tanque no instante f, então y'(f) é a taxa na qual a substância está sendo adicionada menos a 
taxa na qual ela está sendo retirada. A descrição matemática da situação frequentemente leva 
a uma equação diferencial de primeira ordem separável. Podemos usar o mesmo tipo de 
raciocínio para modelar uma variedade de fenômenos: reações químicas, descarga de poluen- 
tes em um lago, injeção de medicamentos na corrente sanguínea, entre outros. 


Um tanque contém 20 kg de sal dissolvido em 5 000 L de água. Água salgada 
com 0,03 kg de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 25 L/min. A solução é misturada 
completamente e sai do tanque à mesma taxa. Qual a quantidade de sal que permanece no 
tanque depois de meia hora? 


SOLUÇÃO Seja y(r) a quantidade de sal (em quilogramas) depois de £ minutos. Foi-nos dado que 
y(0) = 20 e queremos encontrar y(30). Fazemos isso encontrando uma equação diferencial que 
seja satisfeita por y(t). Observe que dy/dt é a taxa de variação da quantidade de sal, assim, 


d 
[5] E — (taxa de entrada) — (taxa de saída) 


onde (taxa de entrada) é a taxa na qual o sal entra no tanque e (taxa de saída) é a taxa na qual 
o sal deixa o tanque. Temos 


kg L kg 
taxa de entrada — | 0,03 25 — — 0,75 — 
L min min 


O tanque sempre contém 5 000 L de líquido, então a concentração no tempo t é y(t)/5 000 
(medida em quilogramas por litro). Como a água salgada sai a uma taxa de 25 L/min, obtemos 


t) k L f) k 
taxa de saída = УК) kg 25 — _ 10) & 
5000 L min 200 min 
Então, da Equação 5, temos 
d t 150 — y(t 
У =075 y(t) _ 150 — y(t) 
dt 200 200 


Resolvendo essa equação diferencial separável, obtemos 


f dy =f dt 
150 — y 200 

[4 
In | 150 — y| = 200 + € 


Uma vez que y(0) = 20, temos —In 130 = C, logo 
—In | 150 — y| = —— — In 130 
n | e 


Portanto, | 150 — y| = 1308711200 


Como y(t) é contínua, y(0) = 20 e o lado direito nunca é zero, deduzimos que 150 — y(t) é 
sempre positiva. Entáo, | = 150 — y e assim 


y(t) = 150 — 1308 "20 
A quantidade de sal depois de 30 minutos é 


y(30) = 150 — 130е ?9? = 38,1 kg 


EJ Exercícios 
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A Figura 10 mostra o gráfico da função y(t) do 
Exemplo 6. Observe que, com o passar do 
tempo, a quantidade de sal se aproxima de 
150 kg. 


100 T 


0 200 400 t 


FIGURA 10 


1-10 Resolva a equação diferencial. 


11-18 Encontre a solução da equação diferencial que satisfaça a con- 


d d E dicáo inicial dada. 
y 2-8 NR 
iei x a ы i dy x (0) = — 
3 хуу =x+1 4 (у + хују =1 va y! y 
& (y4 jy! Já 6 dv s+1 
. sen =x + x Mas 
"Y dx 50 +5 dy nx Е 
12. ВЕ. y) =2 
ах ху 
А ау t i dy _ e'sen'8 
LI TD EE T li — > —— 
и yen. ag н: du 21 + sect 
13. — = —————, и(0) = — 
dt 2u 
dp dz 
9. 1 10. — + е2 = 0 
а а de” 
xy senx 
14. у = , 0) = 1 
У FI (0) 
ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador ЗСА É necessário usar um sistema de computação algébrica 


1. As Homeworks Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


SCA 
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15. x Inx 2 y (1 V3 + y)”, ya) = 1 
dp az 
16. == VP Р(1) = 2 
кла. (1) 
17. y'tgx-a-c y, у(т/3) = a, 0cx«m/2 
dp 2 
18. —— = Kk Int, Ц1)= —1 
dt 


19. Encontre uma equação da curva que passe pelo ponto (0, 1) e 
cuja inclinação em (x, y) seja xy. 
20. Encontre a função f tal que f '(x) = fŒ — f(x) ef (0) = І 
21. Resolva а equação diferencial y' = x + у, usando a mudança de 
variáveis и = x + y. 
22. Resolva a equação diferencial xy’ = y + xe”, usando a mudança 
de variáveis Y = y/x. 
23. (a) Resolva a equação diferencial у’ = 2x1 — y?. 
(b) Resolva o problema de valor inicial y! = 2x1 — y?, 
y (0) = O e faça um gráfico de solução. 
(c) O problema de valor inicial y' = 2x1 — y?, y (0) = 2 tem 
solução? Explique. 
24. Resolva a equação еу’ + cos x = О e trace vários membros da 
família de soluções. Como muda a curva solução quando a cons- 
tante C varia? 


25. Resolva o problema de valor inicial y' = (sen x)/sen y, 
y(0) = 77/2, e trace a solução (se seu SCA fizer gráficos implícitos). 
26. Resolva a equação у’ = x4/x? + 1/(ye”) e trace vários mem- 


bros da família de soluções (se seu SCA fizer gráficos implíci- 
tos). Como muda a curva solução quando a constante C varia? 
21-28. 


(a) Use um sistema de computação algébrica para desenhar um 
campo de direção para a equação diferencial. Imprima e use- 
-o para esboçar algumas curvas de solução sem resolver a 
equação diferencial. 


(b) Resolva a equação diferencial. 


(c) Use o SCA para desenhar as soluções obtidas na parte (b). 
Compare com as curvas da parte (a). 


27. у= у? 28. у = ху 


29-32 Encontre as trajetórias ortogonais da família de curvas. 
Usando uma calculadora (ou um computador), desenhe vários mem- 
bros de cada família na mesma tela. 


29. 2 + 2у2 = k 30. y?= ke 
31 = k 32 = 
Tu x => 1 + kx 


33-35 Uma equação integral é uma equação que contém uma fun- 
ção desconhecida y(x) e uma integral que envolve y(x). Resolva a 
determinada equação integral. [Dica: Use uma condição inicial 
obtida da equação integral.) 


33. уб) 22 + | [r — ty] dt 


t3 dt 
34. уо) 22 + | э@*^” 0 


35. уб) = 4 + IN 2: /y(0 dt 


36. Encontre a função f tal que f (3) = 2e 


(2 4 


Df(0-[f(0P-1-20 191 


[Dica: Use a fórmula de adição para tg(x + y) na Página de Re- 
feréncia 2.] 


37. Resolva o problema de valor inicial no Exercício 27, na Seção 
9.2, para encontrar uma expressão para a carga no instante t. En- 
contre o valor-limite da carga. 


38. No Exercício 28, na Seção 9.2, discutimos uma equação dife- 
rencial que modela a temperatura de uma xícara de café a 95°С 
em uma sala a 20?C. Resolva a equação diferencial para encon- 
trar uma expressão para a temperatura do café no instante г. 


39. No Exercício 15, na Seção 9.1, formulamos um modelo para o 
aprendizado na forma da equação diferencial 


dP 
— = KM — P) 
dt 


onde P(t) mede o desempenho de alguém aprendendo uma ha- 
bilidade depois de um tempo de treinamento t, M é o nível má- 
ximo de desempenho e k é uma constante positiva. Resolva essa 
equação diferencial para encontrar uma expressão para P(t). 
Qual é o limite dessa expressão? 


40. Em uma reação química elementar, as moléculas únicas de dois 
reagentes A e B formam a molécula do produto C: A + B — C. 
A lei de ação das massas afirma que a taxa de reação é propor- 
cional ao produto das concentragóes de A e B: 


d[C] 
dt 
(Veja o Exemplo 4, na Segáo 3.7, no Volume 1.) Entáo, se as con- 
centrações iniciais forem [A] = a mols/L e [B] = b mols/L e 
escrevermos x = [C], entáo teremos 
dx 
am k(a = x)(b — x) 
(a) Supondo que a + b, encontre x como uma função de t. Use o 
fato de que a concentracáo inicial de C é 0. 
(b) Encontre x(f) assumindo que a — b. Como essa expressáo 
para x(t) é simplificada se soubermos que [C] = 1 a depois de 
20 segundos? 


= k[A][B] 


41. Em contraste com a situação do Exercício 40, as experiências 
mostram que a reação Н» + Br, — 2 HBr satisfaz a lei de troca 


d|HBr E 
АШ lay 
e, portanto, para essa reação a equação diferencial torna-se 
dx 
k ipea 
D = ka — 0) — 2) 
onde x = [НВг] e a e b são concentrações iniciais de hidrogênio 


e bromo. 

(a) Escreva x como uma função de t no caso em que a = b. Use 
o fato de que x (0) = 0. 

(b) Se a > b, encontre t como uma função de x. [Dica: Ao de- 
sempenhar a integração, faça a substituição и = үр — x ] 


42. Uma esfera com raio 1 m tem temperatura 15?C. Ela encontra- 
-se dentro de uma esfera concéntrica com raio 2 m e temperatura 
25°С. A temperatura T(r) em uma distância r do centro comum 
das esferas satisfaz a equação diferencial 


ат 2 ат 
2 + PH 
dr r dr 


0 


Se fizermos S = dT/dr, então S satisfaz uma equação diferencial 
de primeira ordem. Encontre uma expressão para a temperatura 
T(r) entre as duas esferas. 


43. 


M. 
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48. 
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50. 


Uma solução de glicose é administrada de maneira intravenosa na 
corrente sanguínea em uma taxa constante r. Á medida que a gli- 
cose é adicionada, ela é convertida em outras substáncias e remo- 
vida da corrente sanguínea a uma taxa que é proporcional á 
concentracáo naquele instante. Entáo, um modelo para a concen- 
tração C = C(t) da solução de glicose na corrente sanguínea é 


onde k é uma constante positiva. 


(a) Suponha que a concentração no instante t = O seja Co. 
Determine a concentração em um instante qualquer t, resol- 
vendo a equação diferencial. 


(b) Assumindo que Со < r/k, calcule lim, ,. C(t) e interprete sua 
resposta. 


Um pequeno país tem $ 10 bilhóes em papel-moeda em circu- 
lacáo e a cada dia $ 50 milhóes chegam aos bancos daquele 
lugar. O governo decide introduzir uma nova moeda, fazendo 
com que os bancos troquem notas velhas por novas sempre que 
a moeda antiga entrar nos bancos. Denote por x = x(t) a quanti- 
dade de moeda nova em circulação no instante т, com x(0) = 0. 


(a) Formule um modelo matemático na forma de um problema de 
valor inicial que represente o “fluxo” da nova moeda em cir- 
culação. 


(b) Resolva o problema de valor inicial encontrado no item (a). 


(c) Quanto tempo levará para a nova moeda representar 90% da 
moeda em circulação? 


Um tanque contém 1 000 L de água salgada com 15 kg de sal dis- 
solvido. Água pura entra no tanque a uma taxa de 10 L/min. A so- 
lução é mantida bem misturada e escoa do tanque na mesma taxa. 
Quanto sal há no tanque (a) após t minutos e (b) após 20 minutos? 


O ar em uma sala com volume 180 m? contém 0,15% de dió- 
xido de carbono inicialmente. Ar mais fresco com apenas 0,05% 
de dióxido de carbono entra na sala a uma taxa de 2 т?/тіп e o 
ar misturado sai na mesma taxa. Encontre a porcentagem de dió- 
xido de carbono na sala como uma funcáo do tempo. O que 
acontece a longo prazo? 


Um barril com 2 000 L de cerveja contém 4% de álcool (por vo- 
lume). Cerveja com 6% de álcool é bombeada para dentro do 
barril a uma taxa de 20 L/min e a mistura é bombeada para fora 
do barril à mesma taxa. Qual é a porcentagem de álcool depois 
de uma hora? 


Um tanque contém 1.000 L de água pura.* Água salgada com 
0,04 kg de sal por litro de água entra no tanque a uma taxa de 10 
L/min. A solucáo é mantida completamente misturada e sai do 
tanque a uma taxa de 15 L/min. Quanto sal há no tanque (a) de- 
pois de t minutos e (b) depois de uma hora? 


Quando uma gota de chuva cai, ela aumenta de tamanho; assim, 
sua massa em um instante г é uma função de t, m(t). A taxa de 
crescimento da massa é km(t) para alguma constante positiva k. 
Quando aplicamos a Lei do Movimento de Newton à gota 
de chuva, obtemos (m2)' = gm, onde v é a velocidade da gota de 
chuva (dirigida para baixo) e g é a aceleração da gravidade. A ve- 
locidade terminal da gota de chuva é lim, , „ Xt). Encontre uma 
expressão para a velocidade terminal em termos de g e k. 


Um objeto de massa m está se movendo horizontalmente por um 
meio que resiste ao movimento com uma força que é uma fun- 
ção da velocidade; isto é, 


51. 


52. 


53. 
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d?s dv flo) 
=m>— = flv 
dt? dt 


m 


onde y = v(t) е s = s(t) representam a velocidade e a posição do 
objeto no instante f, respectivamente. Por exemplo, pense em 
um barco se movendo pela água. 


(a) Suponha que a forca de resisténcia seja proporcional à veloci- 
dade, isto é, f (v) = —kv, К uma constante positiva. (Esse mo- 
delo é apropriado para pequenos valores de v.) Sejam v(0) = vo 
e 5(0) = soos valores iniciais de v e s. Determine v e s em qual- 
quer instante г. Qual é a distância total que o objeto viaja a par- 
tir do instante t — 0? 


(b) Para volumes maiores de zum melhor modelo é obtido ao su- 
por que a força de resistência seja proporcional ao quadrado 
da velocidade, isto é, f (v) = —kv?, k > 0. (Esse modelo foi 
sugerido primeiro por Newton.) Sejam vo e so os valores ini- 
ciais de v e s. Determine Ye s em qualquer instante т. Qual é 
a distância total que o objeto viaja nesse caso? 

Crescimento alométrico em biologia refere-se às relações entre 
os tamanhos das partes de um organismo (comprimento do crá- 
nio e comprimento do corpo, por exemplo). Se L;(t) e L(t) são 
os tamanhos de dois órgãos em um organismo de idade f, então 
Іл e L, satisfazem uma lei alométrica se suas taxas de cresci- 
mento específicas são proporcionais: 


1 dEl =% 1 dL, 
L dt 1, dt 


onde k é uma constante. 


(a) Use a lei alométrica para escrever uma equação diferencial fa- 
zendo a relação de L; e L e solucione-a para expressar L; 
como uma função de /„. 


(b) Em um estudo de diversas espécies de algas unicelulares, a 
constante de proporcionalidade na lei alométrica relacionando 
B (biomassa celular) e V (volume celular) foi considerada 
k = 0,0794. Escreva B como uma função de V. 


Homeostase refere-se a um estado em que o teor de nutrientes de 
um consumidor é independente do teor de nutrientes de seu ali- 
mento. Na ausência de homeostase, um modelo sugerido por 
Sterner e Elser é dado por 

dy ly 

dx өх 
onde x e y representam o teor de nutrientes do alimento e do con- 
sumidor, respectivamente, e 0 é uma constante com Ө = 1. 


(a) Resolva a equação diferencial. 


(b) O que acontece quando Ө = 1? O que acontece quando 
9— ©? 


Seja A(t) a área de uma cultura de tecido em um instante f e seja 
M a área final do tecido quando o crescimento está completo. A 
maioria das divisóes celulares ocorre na periferia do tecido, e o 
número de células na periferia é proporcional a /A(£). Assim, 
um modelo razoável para o crescimento de tecido é obtido as- 
sumindo-se que a taxa de crescimento da área seja conjunta- 
mente proporcional a J/A(r) e M — A(t). 
(a) Formule uma equação diferencial e use-a para mostrar que o 
tecido cresce mais rápido quando A(t) = 1M. 


(b) Resolva a equação diferencial para encontrar uma expressão 
para A(t). Use um sistema de computação algébrica para fa- 
zer a integração. 


* Água salgada com 0,05 kg de cal. por litro de água entra no tanque a uma taxa de 5 L/min. 
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De acordo com a Lei da Gravitacáo Universal de Newton, a 
forca gravitacional em um objeto de massa m que tenha sido lan- 
cado verticalmente para cima da superfície da Terra é 


mgR? 
Pe Dm 
(x + А) 


onde х = x(t) é a distância do objeto acima da superfície no 
instante t; А, o raio da Terra; e 9, a aceleração da gravidade. 
Também, pela Segunda Lei de Newton, F = ma = m(dv/dt), e 
dessa forma 


PROJETO APLICADO 


(a) Suponha que um foguete seja lançado verticalmente para cima 
com uma velocidade inicial zy. Seja h a altura máxima acima 
da superfície alcançada pelo objeto. Mostre que 


2gRh 
vo = 
R+h 


[Dica: Pela Regra da Cadeia, m(dv/dt) = mv (dv/dx).] 
(b) Calcule v, = lim, _ „Vo. Esse limite é chamado velocidade de 
escape da Terra. 
(c) Use R = 6.370 km e g = 9,8 m/s? para calcular v, em quiló- 
metros por segundo. 


QUÃO RAPIDAMENTE UM TANQUE ESVAZIA? 


1 


[2] 


Se água (ou ошто líquido) está vazando de um tanque, esperamos que o escoamento 
seja maior no começo (quando o tanque estiver mais cheio) e que vá gradualmente 
diminuindo à medida que o nível de água do tanque diminui. Mas queremos uma des- 
cricáo matemática mais precisa de como o escoamento decresce a fim de responder 
às perguntas que os engenheiros fazem: quanto tempo demora para que o tanque seja 
esvaziado completamente? Quão cheio o tanque deve estar para garantir uma pressão 
mínima a um sistema de irrigação? 

Sejam h(t) e V(t) o volume de água no tanque e a altura da água no tanque num 
dado momento f. Se a água escorre por um furo de área a no fundo do tanque, entáo 
a Lei de Torricelli diz que 


onde g é a aceleração devido à gravidade. Logo, a taxa na qual a água escoa do tan- 

que é proporcional à raiz quadrada da altura da água. 

1. (a) Suponha que o tanque seja cilíndrico com altura igual a 2 m e raio igual a 1 m 
e que o buraco seja um círculo com raio igual a 2 cm. Se tomarmos g = 10 m/s?, 
mostre que h satisfaz a equação diferencial 


h 
£ = —0,0004 , 20h 


(b) Resolva esta equação para encontrar a altura da água no instante t, supondo que 
o tanque esteja cheio em f = 0. 
(c) Quanto tempo iria demorar para o tanque ficar completamente vazio” 
2. O modelo teórico dado pela Equação 1 não é muito preciso, se levarmos em conta 
a rotação e viscosidade do líquido. Em vez disso, o modelo 


dh _ 
dt 


kh 


é em geral usado e a constante k (que depende das propriedades físicas do líquido) é 
determinada a partir dos dados relacionados com o vazamento do tanque. 
(a) Suponha que o buraco esteja posicionado na lateral de uma garrafa e que a al- 
tura h da água (acima do buraco) decresça de 10 cm para 3 cm em 68 segundos. 
Use a Equação 2 para encontrar uma expressão para h(t). Avalie h(t) para t = 10, 
20, 30, 40, 50, 60. 
(b) Perfure um buraco de 4 mm perto do fundo de uma garrafa plástica de um re- 
frigerante de 2 litros. Faça marcas de O a 10, com “0” correspondendo ao topo 
do buraco. Com um dedo tampando o buraco, encha a garrafa com água até a 


O Problema 2(b) é resolvido melhor com uma 
demonstracáo em sala de aula ou em um pro- 
jeto em grupo com trés alunos em cada grupo: 
um para marcar o tempo em segundos, outro 
para estimar a altura a cada 10 segundos e um 
terceiro para registrar esses valores 


Richard Le Borne, Depto. Matemática, 
Tenesse Technological University 
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marca de 10 cm. Tire seu dedo do buraco e registre os valores de A(t) para 
t = 10,20, 30, 40, 50, 60 segundos. (Provavelmente, você vai descobrir que de- 
morará cerca de 68 segundos para o nível chegar a h = 3 cm.) Compare seus 
dados com os valores de h(t) da parte (a). Quão bem o modelo previu os valo- 
res reais? 
Em muitas partes do mundo, a água para os sistemas de combate a incêndios em gran- 
des hotéis e hospitais é fornecida pela ação da gravidade em tanques cilíndricos co- 
locados nos telhados desses prédios. Suponha que cada tanque tenha um raio de 3 
m e o diâmetro da saída seja de 6 cm. Um engenheiro tem de garantir que a pressão 
da água seja, no mínimo, de 104 kPa por um período de 10 minutos. (Quando um 
incêndio acontece, o sistema elétrico pode falhar e pode levar cerca de 10 minutos 
para que o gerador de emergência e bombas anti-incêndio sejam ativados.) Qual al- 
tura o engenheiro deve especificar para o tanque a fim de garantir essa exigência”? 
(Use o fato de que a pressão da água a uma profundidade de d metros é P = 10d 
quilopascals. Veja a Seção 8.3.) 
Nem todos os tanques têm a forma de cilindros. Suponha que um tanque tenha uma 
área transversal A(h) na altura Л. Então, o volume de água até a altura h é 
V= [о A(u)du e, portanto, o Teorema Fundamental do Cálculo nos dá 
dV/dh — A(h). Segue que 


dV | dV dh 
dt dh dt 


dh 
A(h) 77 


e assim а Lei de Torricelli se torna 


dh 
A(h) rus —av'2gh 


(a) Suponha que o tanque tenha o formato de uma esfera de raio igual a 2 m e que 
esteja cheia, inicialmente, até a metade de sua capacidade de água. Se o raio do 
buraco circular é 1 cm e assumimos que у = 10 m/s?, mostre que h satisfaz a 
equação diferencial 


dh ЕТА 
(4h — n?) T —0,0001,/20h 


(b) Em quanto tempo o tanque ficará completamente vazio? 


[SEE 
O QUE É MAIS RÁPIDO: SUBIR OU DESCER? 


PROJETO APLICADO 
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Suponha que você jogue uma bola para o ar. Você acha que ela leva mais tempo para 
alcançar sua altura máxima ou para cair de volta à Terra a partir de sua altura máxi- 
ma? Resolveremos esse problema neste projeto, mas, antes de começar, pense sobre 
a situação e dê um palpite com base em sua intuição prática. 


Uma bola de massa m é lançada verticalmente para cima a partir da superfície da 
Terra com uma velocidade inicial positiva vo. Assumimos que as forças agindo na 
bola sejam a força da gravidade e a força de resistência do ar com sentido oposto 
ao sentido do movimento e com módulo p| v(t) |, onde p é uma constante positiva e 
v(t) é a velocidade da bola no instante t. Tanto na subida quanto na descida, a força 
total agindo na bola é —pv — mg. (Durante a subida, v(t) é positiva e a resistência age 
para baixo; durante a descida, v(r) é negativa e a resistência age para cima.) Então, 
de acordo com a Segunda Lei Newton, a equação de movimento é 


mv' = —pv — mg 
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Ao modelar a força em virtude da 
resistência do ar, várias funções têm sido 
usadas, dependendo das características 
físicas e velocidade da bola. Aqui, usamos 
um modelo linear, —pv, mas um modelo 
quadrático (— pv? na subida e pv? na 
descida) é outra possibilidade para 
velocidades altas (veja o Exercício 50 na 
Seção 9.3). Para uma bola de golfe, 
experiências mostraram que um bom 
modelo é — pv!? na subida e plvl!3 na 
descida. Mas, não importando a função 
força —f (v) usada [onde f (v) > O para 
о> 0ef(v)-«0 para v < 0], a 
resposta à questão permanece a mesma. 
Veja Е Brauer, "What Goes Up Must 
Come Down, Eventually.” Amer. Mat. 
Mensal 108 (2001), pp. 437-440. 


Resolva essa equação diferencial para mostrar que a velocidade é 


v(t) (s: "и енн иш 
р р 


2. Mostre que a altura da bola, até ela atingir о cháo, é 


MO) (s e É (1 — ет") 
р/р 


3. Seja л, o tempo que a bola leva para alcançar sua altura máxima. Mostre que 


m E ar pm) 
t =— In 
P Wr) 


Calcule esse tempo para uma bola com massa 1 kg e velocidade inicial 20 m/s. Su- 

ponha que a força de resistência do ar seja 5 da velocidade. 

Seja t; o instante no qual a bola volta para a Terra. Para a bola do Problema 3, cal- 

cule f; usando um gráfico da função altura y(t). Qual é mais rápida, a subida ou a 

descida? 

5. Em geral, não é fácil encontrar t» porque é impossível resolver a equação y(t) = 0. 
Podemos, entretanto, usar um método indireto para determinar se a subida ou a des- 
cida é mais rápida; determinamos se é positivo ou negativo. Mostre que 


2 1 
yQt) = = (s ==- T9 
p x 


mgt 
р 


ondex = e”*/”, Então mostre que x > 1 e a função 
1 
йш) ese == Dilo gs 
X 


estão aumentando para x > 1. Use esse resultado para decidir se y(2t1) é positivo 
ou negativo. O que vocé pode concluir? A subida ou a descida é mais rápida? 


ff Е necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


E Modelos para o Crescimento Populacional 


Nesta seção investigaremos equações diferenciais que são usadas para modelar o cresci- 
mento populacional: a lei do crescimento natural, a equação logística e muitas outras. 


ШЕШ A Lei de Crescimento Natural 


Um dos modelos para o crescimento populacional que consideramos na Seção 9.1 baseava- 
-se na suposição de que a população cresce a uma taxa proporcional ao tamanho da população: 


dP 

dt 
Essa é uma hipótese razoável? Suponha que tenhamos uma população (de bactérias, por exem- 
plo) com tamanho P = 1 000 e que, em certo instante, esteja crescendo a uma taxa de 
P' = 300 bactérias por hora. Agora, tomemos outras 1 000 bactérias do mesmo tipo, colocando- 
as com a primeira população. Cada metade da nova população cresce a uma taxa de 300 bac- 
térias por hora. Seria razoável esperar que a população total de 2 000 aumentasse a uma taxa 
de 600 bactérias por hora inicialmente (desde que houvesse espaço e nutrientes suficientes). 
Assim, se dobrarmos o tamanho, dobraremos a taxa de crescimento. Parece possível que a taxa 
de crescimento seja proporcional ao tamanho. 


= kp 


Em geral, se P(t) for o valor de uma quantidade y no tempo f, e se a taxa de variação de P 
com relação a t for proporcional a seu tamanho P(t) em qualquer tempo, então 


dP 
—— = КР 
dt 


onde К é uma constante. A Equação 1 é algumas vezes chamada lei do crescimento natural. 
Se k for positivo, então a população aumenta; se k for negativo, ela diminui. 
Como a Equação 1 é uma equação diferencial separável, podemos resolvê-la pelo méto- 


do da Seção 9.3: 
E 


In|P|=kt+C 
|P] = авес VE 
Р = Ae" 


onde А (= +e“ ou 0) é uma constante arbitrária. Para percebermos o significado da cons- 
tante A, observamos que 
P(0) = Ae"? = A 


Portanto, A é o valor inicial da função. 


2 | A solução do problema de valor inicial 


Pr — P()-P 
dt " 


P() = Poet! 


Фу 


Outra maneira de escrever a Equação 1 é 


que diz que a taxa de crescimento relativa (a taxa de crescimento dividida pelo tamanho da 
população) é constante. Então, [2] diz que a população com uma taxa de crescimento relati- 
va constante deve crescer exponencialmente. 

Podemos levar em conta a emigração (ou a remoção) de uma população modificando a 
Equação 1: se a taxa de emigração for uma constante m, então a taxa de mudança da popu- 
lação é modelada pela equação diferencial 


[3] a go 


Veja o Exercício 15 para a solução e consequências da Equação 3. 


ШЕШ 0 Modelo Logístico 


Como discutimos na Seção 9.1, uma população com frequência cresce exponencialmente em 
seus estágios iniciais, mas em dado momento se estabiliza e se aproxima de sua capacidade 
de suporte por causa dos recursos limitados. Se P(t) for o tamanho da população no instan- 
te f, assumimos que 


dP 
ur = kP se P for pequeno 


Isso diz que a taxa de crescimento inicialmente está próxima de ser proporcional ao tama- 
nho. Em outras palavras, a taxa de crescimento relativo é praticamente constante quando a 
população é pequena. Mas também queremos refletir o fato de que a taxa de crescimento 
relativo diminui quando a população P aumenta e torna-se negativa quando P ultrapassa sua 
capacidade de suporte M, a população máxima que um ambiente é capaz de sustentar a 
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Exemplos e exercícios sobre a utilização de 


[2] são dados na Seção 3.8. 
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FIGURA 1 
Campo de direções para a equação 
logística no Exemplo 1 


longo prazo. A expressão mais simples para a taxa de crescimento relativo que incorpora 


essas hipóteses é 
1 dP P 
—k|1 
P dt K 


Multiplicando por P, obtemos o modelo para o crescimento populacional conhecido como a 
equacáo diferencial logística: 

dP | z) 
4 —kP| 1 

dt K 
Observe na Equação 4 que, se P for pequeno comparado com M, então P/M está próximo de 
O e, dessa forma, dP/dt = kP. Contudo, se P — M (a população se aproxima de sua capaci- 
dade de suporte), então P/M — 1, assim, dP/dt — 0. Podemos deduzir informações sobre 
quando as soluções aumentam ou diminuem diretamente da Equação 4. Se a população P 
estiver entre O e M, então o lado direito da equação é positivo, desse modo dP/dt > 0 e a 
população aumenta. Mas se a população exceder a capacidade de suporte (P > M), então 
1 — P/M é negativo, portanto dP/dt < 0 e a população diminui. 


Vamos começar nossa análise mais detalhada da equação diferencial logística olhando 
para um campo de direções. 


ЗЛА Desenhe um campo de direções para a equação logística com k = 0,08 e capa- 
cidade de suporte M = 1 000. O que você pode deduzir sobre as soluções? 


SOLUÇÃO Nesse caso a equação diferencial logística é 


S quis 
d^ 1 000 


Um campo de direções para essa equação é mostrado na Figura 1. Mostramos apenas o pri- 
meiro quadrante porque as populações negativas não têm significado e estamos interessados 
apenas no que acontece depois de t = 0. 


Аууу ие 
VIGA [е 
NAAA A | ZZ 
уа | Ze 
LARREA [и 


inss lA 
BYE NAL] 4% 


БАКУА [л 


A equação logística é autónoma (dP/dt depende apenas de Р, não de f); assim, as incli- 
nações são as mesmas ao longo de qualquer reta horizontal. Como esperado, as inclinações 
são positivas para 0 « P < 1 000 e negativas para P > 1 000. 

As inclinações são pequenas quando P está próximo de O ou 1 000 (a capacidade de 
suporte). Observe que as soluções se distanciam da solução de equilíbrio P = 0 e se aproxi- 
mam da solução de equilíbrio P = 1 000. 

Na Figura 2 usamos o campo de direções para esboçar as curvas solução com populações 
iniciais P(0) = 100, P(0) = 400 e P(0) = 1 300. Observe que as curvas solução abaixo de 
Р = 1 000 estão aumentando, e aquelas que começam acima de P = 1 000 estão diminuin- 
do. As inclinações são maiores quando P = 500, portanto as curvas solução que começam 
abaixo de P = 1 000 têm pontos de inflexão quando P = 500. De fato, podemos demonstrar 
que todas as curvas solução que começam abaixo de P = 500 têm um ponto de inflexão 
quando P é exatamente 500. (Veja o Exercício 11.) 
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A equação logística |4 | é separável e podemos resolvê-la explicitamente usando o método da 
Secáo 9.3. Uma vez que 


temos 


dP 
з жа Т о. 


Рага calcularmos a integral no lado esquerdo, escrevemos 


1 | м 
P(1— P/M) Р(М-Р) 


Usando frações parciais (veja a Seção 7.4, no Volume I) temos 


M 1 1 
= — + 
P(M-P) P М-Р 


Isso nos permite reescrever a Equação 5: 


parar 


In|P| - In|M-P|—-kt * C 


M-P 
In = и C 
P 
М-Р _ st = зас 
P 
M-P 
6 Ае“ 
Р 
onde А = te”C. Isolando P na Equação 6, obtemos 
M — 2 P _ 1 
P Ё M l-4eV 


então 
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FIGURA 2 
Curvas solução para a equação 
logística no Exemplo 1 
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Compare a curva solução na Figura 3 com a 
curva solução mais baixa que desenhamos no 
campo de direções na Figura 2. 


1000 


1000 
= I4 96 0.087 


P= 


0 


FIGURA 3 


Encontramos o valor de A colocando t = 0 na Equação 6. Se т = 0, então P = Po (a popu- 
lação inicial); portanto, 


Então, a solução para a equação logística é 


M М — Р, 
7 P(t) = RS onde A = ——— — 
1 + Ae" P, 


Usando a expressão para P(t) na Equação 7, vemos que 
lim P(t) = K 
que é o esperado. 


AAA Escreva a solução para o problema de valor inicial 


аР op ma P(0) = 100 
dt | 1000 


e use-a para encontrar a população quando P(40) e P(80). Quando a população alcançará 900? 


SOLUÇÃO A equação diferencial é uma equação logística com k = 0,08, capacidade de supor- 
te M = 1.000 e população inicial Р, = 100. Portanto a Equação 7 dá a população no instan- 
te f como 


1 000 1000 — 100 
P(t) = —— r de A = = 
Sg pap onde 100 ý 
1 000 
Logo, P(t) = T + 9e 008 
Assim, os tamanhos da população quando t = 40 e 80 são 
P(40) = O NEN 731,6 Р(80) = M ж 985,3 
1 +9 ?? И 1 + 9e 9* , 
A população alcançará 900 quando 
1000 _ 900 
] + ai 
Resolvendo essa equação para t, temos 
1 + 9e-008 = 10 
g 908 — i 
—0,081 = Ing; = —In 81 
In 81 
= = 54,9 e: 
0,08 


Logo, a população chega a 900 quando t for aproximadamente 55. Como uma verificação de 
nosso trabalho, traçamos a curva da população na Figura 3 e observamos onde ela intercep- 
ta a reta Р = 900. O cursor indica que t = 55. 


ШЕШ Comparação do Crescimento Natural com os Modelos Logísticos 


Na década de 1930, o biólogo G. F. Gause realizou uma experiéncia com o protozoário para- 
mécio e usou uma equação logística para modelar seus dados. A tabela fornece suas conta- 
gens diárias da população de protozoários. Ele estimou a taxa relativa de crescimento inicial 
como 0,7944 e a capacidade de suporte como 64. 
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t (dias) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 | 16 
P (observados) | 2 3 22 16 | 39 52 | 54 | 47 | 50 | 76 | 69 | 51 57 | 70 | 53 | 59 | 57 


BEEJ Encontre os modelos exponencial e logístico para os dados de Gause. Com- 
pare os valores previstos com os valores observados e comente o ajuste. 


SOLUÇÃO Dadas a taxa de crescimento relativo k = 0,7944 e a população inicial Py = 2, o 
modelo exponencial é 


PÀ = Poe"! = 28079 


Gause usou o mesmo valor de k para seu modelo logístico. [Isso é razoável porque P, = 2 
é pequeno comparado com a capacidade de suporte (M = 64). A equação 


2 
—k|1 = k 
1=0 | 2) 


mostra que o valor de k para o modelo logístico está muito próximo do valor para o modelo 
exponencial.) 
A seguir, a solução da equação logística na Equação 7 fornece 


1 ар 
Po dt 


Р) = K _ 64 
1 + Ae" 1 + Age 
К — Po 64 — 2 
onde А = = = 31 
Po 2 
64 
Entáo P(t) = 


1 + 31е 97944: 


Usamos essas equações рага calcular os valores previstos (arredondados para о inteiro mais 
próximo) e os comparamos na tabela a seguir. 


t (dias) 0 1 21314 5 6 | 7 8 | 9| 10| I1 | 12| 13| 14| 15| 16 
P (observados) 2 3 | 22| 16| 39 52 | 54| 47 | 50| 76| 69| 51| 57| 70| 53| 59| 57 
P (modelo logístico) 21419 [17| 28 |40 | 51| 57 | 61 | 62| 63| 64 | 64| 64| 64| 64| 64 
P (modelo exponencial)| 2 4 | 10| 22 | 48 | 106 


Observamos na tabela e no gráfico da Figura 4 que, para os primeiros trés ou quatro dias, 
o modelo exponencial fornece resultados comparáveis àqueles do método logístico mais 
sofisticado. Para t = 5, contudo, o modelo exponencial é muito impreciso, mas o modelo 
logístico se ajusta bem às observações. 


64 


p= 14 310 07944 


~Y 


FIGURA 4 
EEE Os modelos exponencial e logístico 
para a população de paramécios 
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t B(t) t B(t) 
1980 | 9.847 | 1992 | 10.036 
1982 | 9.856 || 1994 | 10.109 
1984 | 9.855 | 1996 | 10.152 
1986 | 9.862 | 1998 | 10.175 
1988 | 9.884 | 2000 | 10.186 
1990 | 9.962 

FIGURA 5 


Modelo logístico para a 
população da Bélgica 


E Exercícios 


1. Suponha que uma populacáo se desenvolva de acordo com a PA 


Muitos países que anteriormente passavam por um crescimento exponencial estáo des- 
cobrindo agora que suas taxas de crescimento populacional estão diminuindo e que o mode- 
lo logístico fornece um modelo mais adequado. A tabela na margem mostra os valores em 
meados do апо de B(t), a população da Bélgica, em milhares, no instante t, de 1980 a 2000. 
A Figura 5 mostra esses dados junto com uma função logística transladada obtida por meio 
de uma calculadora com recursos para ajustar funções logísticas a estes pontos por regres- 
são. Vemos que o modelo logístico fornece um ajuste muito bom. 


PA 
10.100 + 
10.000 + 
9.900 + < 

T = 350 
9.800 F P=9.840 + 1+ 2.05e 04807 1990) 
А | А А А А > 
0 1980 1984 1988 1992 1996 2000 t 


ШЕШ Outros Modelos para o Crescimento Populacional 


A Lei do Crescimento Natural e a equação diferencial logística não são as únicas equações 
propostas para modelar o crescimento populacional. No Exercício 20 veremos a função de 
crescimento de Gompertz e nos Exercícios 21 e 22 investigaremos os modelos de cresci- 
mento sazonal. 

Dois dos outros modelos são modificações do modelo logístico. A equação diferencial 


dP P 
= kP| 1 c 
dt M 
tem sido usada para modelar as populações que estão sujeitas à remoção de uma maneira ou 
de outra. (Pense em uma população de peixes que é capturada a uma taxa constante.) Essa 
Equação é explorada nos Exercícios 17 e 18. 
Para algumas espécies existe um nível mínimo populacional m abaixo do qual as espé- 


cies tendem a se extinguir. (Os adultos podem não conseguir encontrar parceiros adequados.) 
Essas populações são modeladas pela equação diferencial 


dP P m 
=kP|1 1 


onde o fator extra, 1 — m/P, leva em conta as consequências de uma população esparsa (veja 
o Exercício 19). 


equação logística 
150% No 2 BN SN A No 2 ы 
Р р ы A ы: e Ны “к A Чы. И 
d SA xx M 
тр = 005P — 0,0005P* A ARD Un dal UA начны M ЖЫ 
t DM CM M Мыз. 
100 
onde t é medido em semanas. [к= e ue e qe qoe ge 
Е К Й ра NNUS 
(a) Qual é a capacidade de suporte? Qual é o valor de k? CC Fr МЕК Le CEF 
"uu Ro "e SO + M E E x EE PE RE É 
(b) Um campo de direções para essa equação é mostrado à direita. dh е a E LSD a eo 
СРЕ E Еб 2 e шй Re O Order gp e 
Onde as inclinações estão próximas de 0? Onde elas são BMC M e жег EM IM MUS 
maiores? Quais soluções são crescentes? Quais soluções são 5 [ESSES E ME c do o. cy 
t 
decrescentes? 20 40 60 
[| E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA| É necessário usar um sistema de computacáo algébrica 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


(c) Use o campo de direções para esboçar as soluções para as po- 
pulagóes iniciais de 20, 40, 60, 80, 120 e 140. O que essas so- 
luções têm em comum? Como diferem”? Quais soluções têm 
pontos de inflexão? Em qual nível populacional elas ocorrem”? 

(d) Quais são as soluções de equilíbrio? Como as outras soluções 
estão relacionadas a essas soluções? 


Suponha que uma população cresça de acordo com o modelo lo- 

gístico com capacidade de suporte 6.000 e k = 0,0015 por ano. 

(a) Escreva uma equação diferencial logística para esses dados. 

(b) Desenhe um campo de direções (à mão ou com um sistema de 
computação algébrica). O que ele lhe diz sobre as curvas so- 
lução? 

(c) Use o campo de direções para esboçar as curvas solução para 
as populações iniciais de 1.000, 2.000, 4.000 e 8.000. O que 
você pode dizer sobre a concavidade dessas curvas? Qual o 
significado dos pontos de inflexão? 

(d) Programe uma calculadora ou um computador para usar o mé- 
todo de Euler com passo h = 1 para estimar a população de- 
pois de 50 anos se a população inicial for 1.000. 

(e) Se a população inicial for 1.000, escreva uma fórmula para a 
população depois de г anos. Use-a para calcular a população 
depois de 50 anos e compare com sua estimativa no item (d). 

(f) Trace a solução da parte (e) e compare com a curva solução 
que você esboçou no item (c). 


O cardume de atum do Pacífico foi modelado pela equação dife- 


rencial 
d 
Уш ky| 1 — Es 
dt M 


onde y(t) é a biomassa (massa total dos membros da população) 
em quilogramas no instante / (medido em anos), a capacidade de 
suporte é estimada como М = 8 X 107 kg e k = 0,71 por ano. 
(а) Se y(0) = 2 X 107 kg, calcule a biomassa um ano depois. 
(b) Quanto tempo levará para a biomassa alcançar 4 X 107 kg? 


Suponha que uma população P(t) satisfaça 


dP 2 

ШЕТ 0,4P — 0,001 P Р(0)= 50 
onde t é medido em anos. 
(a) Qual é a capacidade de suporte? 
(b) O que é P'(0)? 
(c) Quando a população atingirá 50% da capacidade de suporte? 
Suponha que uma população cresça de acordo com o modelo lo- 
gístico com população inicial de 1 000 e capacidade de suporte 
1000. Se a população crescer para 2 500 após um ano, como será 
a população após outros três anos? 
A tabela fornece o número de células de levedura em uma cultura 
nova de laboratório. 


Tempo | Células de || Tempo | Células de 
(horas) levedura (horas) | levedura 
0 18 10 509 
2 39 12 597 
4 80 14 640 
6 171 16 664 
8 336 18 672 


(a) Marque os dados e use o gráfico para estimar a capacidade de 
suporte para a população de levedura. 
(b) Use os dados para estimar a taxa de crescimento inicial relativa. 


10. 


11. 
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(c) Encontre um modelo exponencial e um modelo logístico para 
esses dados. 

(d) Compare os valores previstos com os valores observados, na 
tabela e nos gráficos. Compare como seus modelos se ajustam 
aos dados. 

(e) Utilize seu modelo logístico para estimar o número de célu- 
las de levedura depois de sete horas. 


A população mundial era de aproximadamente 5,3 bilhões em 

1990. A taxa de natalidade na década de 1990 variou entre 35 e 

40 milhões por ano, e a taxa de mortalidade variou entre 15 e 20 

milhões por ano. Vamos supor que a capacidade de suporte para 

a população mundial seja de 100 bilhões. 

(a) Escreva uma equação diferencial logística para esses dados. 
(Como a população inicial é pequena em comparação com a 
capacidade de suporte, você pode tomar k como uma estima- 
tiva da taxa de crescimento relativo inicial.) 

(b) Utilize o modelo logístico para prever a população mundial em 
2000 e compare a população real de 6,1 bilhões. 

(c) Use o modelo logístico para prever a população mundial nos 
anos 2100 e 2500. 

(d) Quais seriam as suas previsões se a capacidade de suporte 
fosse de 50 bilhões? 

(a) Faça uma conjectura para a capacidade de suporte da popu- 
lação dos Estados Unidos. Use-a, e também o fato de que a 
população era de 250 milhões em 1990, para formular um 
modelo logístico para a população norte-americana. 

(b) Determine o valor de k em seu modelo usando o fato de que 
a população norte-americana em 2000 era de 275 milhões. 

(c) Use seu modelo para prever a população dos Estados Unidos 
nos anos 2100 e 2200. 

(d) Utilize seu modelo para prever o ano no qual a população ul- 
trapassará 350 milhões. 


Um modelo para a propagação de um boato é que a taxa de pro- 
pagação é proporcional ao produto da fração y da população que 
ouviu o boato pela fração que não ouviu o boato. 

(a) Escreva uma equação diferencial que seja satisfeita por y. 

(b) Resolva a equação diferencial. 

(c) Uma cidade pequena tem 1.000 habitantes. Às 8 horas, 80 pes- 
soas tinham ouvido o boato. Ao meio-dia, metade da cidade 
tinha ouvido o boato. A que horas 90% da população terá ou- 
vido o boato? 


Os biólogos colocaram em um lago 400 peixes e estimaram a ca- 
pacidade de suporte (a população máxima de peixes daquela es- 
pécie no lago) como 10.000. O número de peixes triplicou no pri- 
meiro ano. 

(a) Presumindo que o tamanho da população de peixes satisfaça 
a equação logística, encontre uma expressão para o tamanho 
da população depois de f anos. 

(b) Quanto tempo levará para a população aumentar para 5 000? 


(a) Mostre que se P satisfizer a equação logística |4 |, então 


cet) 


(b) Deduza que a população cresce mais rapidamente quando ela 
atinge a metade de sua capacidade de suporte. 


d?P 
dt? 


Para um valor fixo de M (digamos M — 10), a família de fungóes 
logísticas dada pela Equação 7 depende do valor inicial Ро e da 
constante de proporcionalidade k. Faça o gráfico de vários mem- 
bros dessa família. Como muda o gráfico quando Py varia? Como 
muda o gráfico quando k varia? 
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A tabela dá a população do Japão em meados do ano, em milha- 
res, de 1960 a 2005. 


Ano População Ano População 
1960 94.092 1985 120.754 
1965 98.883 1990 123.537 
1970 104.345 1995 125.341 
1975 111.573 2000 126.700 
1980 116.807 2005 127.417 


Use uma calculadora gráfica para ajustar tanto uma função ex- 
ponencial quanto uma função logística a estes dados. Marque os 
pontos, trace ambas as funções e comente a precisão dos mode- 
los. [Dica: Subtraia 94.000 de cada uma das figuras da população. 
Então, depois de obter um modelo de sua calculadora, some 
94.000 para obter seu modelo final. Pode ser útil escolher como 
1960 ou 1980.] 


. A tabela fornece a população da Espanha em meados do ano, em 


milhares, de 1955 a 2000. 


Ano População Ano População 
1955 29.319 1980 37.488 
1960 30.641 1985 38.535 
1965 32.085 1990 39.351 
1970 33.876 1995 39.750 
1975 35.564 2000 40.016 


Use uma calculadora gráfica para ajustar tanto uma função ex- 
ponencial quanto uma função logística a estes dados. Marque os 
pontos, trace ambas as funções e comente a precisão dos mode- 
los. [Dica: Subtraia 29.000 de cada uma das figuras da população. 
Então, depois de obter um modelo de sua calculadora, some 
29.000 para obter seu modelo final. Pode ser útil escolher t = 0 
como 1955 ou 1975.] 


Considere a população P = P(t) com taxas de natalidade e mor- 
talidade relativas constantes a e B, respectivamente, e uma taxa 
de emigração constante m, onde а, B e m são constantes positi- 
vas. Suponha que a > В. Então, a taxa de variação da população 
no instante f é modelada pela equação diferencial 


dP 
— = ЕР —m 
dt 

(a) Encontre a solução desta equação que satisfaça a condição ini- 
cial P(0) = Po. 

(b) Que condições sobre m levarão a uma expansão exponencial 
da população? 

(c) Que condições sobre m resultarão em uma população cons- 
tante? E em um declínio da população”? 

(d) Em 1847, a população da Irlanda era de cerca de 8 milhões e 
a diferença entre as taxas de natalidade e mortalidade relati- 
vas era 1,6 % da população. Por causa da fome da batata nas 
décadas de 1840 e 1850, cerca de 210 000 habitantes por ano 
emigraram da Irlanda. A população estava crescendo ou de- 
crescendo naquela época? 


onde k = а — B 


Seja c um número positivo. Uma equação diferencial da forma 


D 


= k 1+с 
d >? 


onde k é uma constante positiva, é chamada equação do dia do 
juízo final porque o expoente na expressão Ку! *© é maior que o 
expoente 1 do crescimento natural. 


SCA 


SCA 
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18. 


19. 


20. 


(a) Determine a solução que satisfaz a condição inicial y(0) = yo. 

(b) Mostre que existe um instante finito t = T (dia do juízo final) 
tal que іт, y(t) = o. 

(c) Uma raça especialmente fértil de coelhos tem o termo de 
crescimento ky!º!, Se 2 destes coelhos se cruzarem inicial- 
mente e a ninhada for de 16 coelhos depois de três meses, 
quando será o dia do juízo final? 


Vamos modificar a equação logística do Exemplo 1 como a seguir: 


dP P 
— = 008P| 1 — ———] - 15 
dt | rax) 


(a) Suponha que P(t) represente uma população de peixes no 
instante г, onde t é medido em semanas. Explique o significado 
do termo final na equação (— 15). 

(b) Desenhe um campo de direções para essa equação diferencial. 

(c) Quais são as soluções de equilíbrio? 

(d) Use o campo de direções para esboçar várias curvas solução. 
Descreva o que acontece à população de peixes para várias po- 
pulações iniciais. 

(e) Resolva essa equação diferencial explicitamente, usando fra- 
ções parciais ou com um sistema de computacão algébrica. 
Use as populações iniciais 200 e 300. Trace as soluções e com- 
pare com seus esboços no item (d). 


Considere a equação diferencial 


CA Fest ed 
up S 1000) S 


como um modelo para uma população de peixes, onde t é medido 

em semanas e c é uma constante. 

(a) Use um SCA para desenhar campos de direcóes para diversos 
valores de c. 

(b) A partir dos campos de direções no item (a), determine os va- 
lores de c para os quais há pelo menos uma solução de equi- 
líbrio. Para quais valores de c a população de peixes sempre 
desaparece? 

(c) Use a equacáo diferencial para demonstrar o que vocé desco- 
briu graficamente no item (b). 

(d) Qual sua recomendação para o limite de pesca semanal para 
essa população de peixes? 

Existe evidência considerável para apoiar a teoria de que, para al- 

gumas espécies, existe uma população mínima m de forma que as 

espécies se tornarão extintas se o tamanho da população cair 
abaixo de m. Essa condição pode ser incorporada na equação lo- 
gística ao introduzir o fator (1 — m/P). Então o modelo logístico 
modificado é dado pela equação diferencial 

dP 


E (1-2) 


(a) Use a equação diferencial para mostrar que qualquer solução 
é crescente sem < Р < M e decrescente se 0 < Р < m. 

(b) Para o caso onde k — 0,08, M — 1 000 e m — 200, desenhe 
um campo de direções e use-o para esboçar várias curvas so- 
lução. Descreva o que acontece à população para várias po- 
pulações iniciais. Quais são as soluções de equilíbrio? 

(c) Resolva a equação diferencial explicitamente, usando frações 
parciais ou um sistema de computação algébrica. Use a po- 
pulação inicial Po. 

(d) Use a solução no item (c) para mostrar que se Ро < т, então 
a espécie será extinta. [Dica: Mostre que o numerador em sua 
expressão para P(t) é O para algum valor de t.] 


Outro modelo para a função crescimento para uma população li- 
mitada é dado pela função de Gompertz, que é uma solução da 
equação diferencial 


21. 


dP M 
— = c In| — JP 
dt (2) 


onde c é uma constante e M é a capacidade de suporte. 

(a) Resolva essa equação diferencial. 

(b) Calcule lim, „ P(t). 

(c) Trace a função de crescimento de Gompertz para M = 1 000, 
P= 100 е с = 0,05, e compare-a com a função logística no 
Exemplo 2. Quais são as similaridades? Quais são as dife- 
renças? 

(d) Sabemos do Exercício 11 que a função logística cresce mais 
rapidamente quando P = M/2. Use a equação diferencial de 
Gompertz para mostrar que a função de Gompertz cresce 
mais rápido quando P = М/е. 


Em um modelo de crescimento sazonal, uma função periódica 
do tempo é introduzida para considerar variações sazonais na 
taxa de crescimento. Essas variações podem, por exemplo, ser 
causadas por mudanças sazonais na oferta de alimentos. 

(a) Encontre a solução do modelo de crescimento sazonal 


dP 
P. КР cos(rt — ф) 


onde К, г e ф são constantes positivas. 


P(0) = Р, 


ES Equações Lineares 


Uma equação diferencial linear de primeira ordem é aquela que pode ser escrita na forma 


22. 


23. 
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(b) Traçando a solução para vários valores de k, r e &, explique 
como os valores de К, ге ф afetam a solução. O que você pode 
dizer sobre lim __ _ P(t)? 


1=>0 
Suponha que alteremos a equacáo diferencial no Exercício 21 
como a seguir: 


dP 
— = KP cos (гї — 
di cos“(r Ф) 


(a) Resolva essa equação diferencial com а ajuda de uma tabela 
de integrais ou um SCA. 

(b) Trace a solução para vários valores de К, r e ф. Como os va- 
lores de К, г e ф afetam a solução? O que você pode dizer so- 
bre lim ,.. P(f) nesse caso? 


1— о 


P(0) = Р, 


Os gráficos das funções logísticas (Figuras 2 e 3) são extrema- 
mente similares ao gráfico da função tangente hiperbólica (Figura 
3 na Secáo 3.11). Explique a similaridade, mostrando que a fun- 
ção logística dada pela Equação 7 pode ser escrita como 


Р) =3K[1 + ten(3k( — o))] 


onde c = (In A)/k. Portanto, a função logística é apenas uma 
tangente hiperbólica transladada. 


a + Py = О(х) 
X 


onde P e Q são funções contínuas em um dado intervalo. Esse tipo de equação ocorre fre- 
quentemente em vários ramos da ciência, como veremos. 
Um exemplo de uma equação linear é ху’ + y = 2x porque, para x # 0, esta pode ser 
escrita na forma 


1 
2 y +=y=2 
x 


Observe que essa equação diferencial não é separável, porque é impossível fatorar a expres- 
são para y' como uma função de x vezes uma função de y. Mas ainda podemos resolver a 
equação observando que, pela Regra do Produto, 


ху + y = (xyy 


e assim podemos escrever a equação como 


(ху)! = 2x 


Se integrarmos ambos os lados dessa equação, obteremos 


xy =x+C ou 


C 
y=x+— 


Se nos tivesse sido dada a equação diferencial na forma da Equação 2, teríamos de fazer uma 
etapa preliminar multiplicando cada lado da equação por x. 
Ocorre que toda equação diferencial linear de primeira ordem pode ser resolvida de uma 
maneira similar pela multiplicação de ambos os lados da Equação 1 por uma função ade- 
quada /(x), chamada fator integrante. Tentamos encontrar / de modo que o lado esquerdo da 
Equação 1, quando multiplicado por /(х), torna-se a derivada do produto /(x)y: 
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A Figura 1 mostra os gráficos de vários 
membros da família de soluções no 
Exemplo 1. Observe que todos eles se 
aproximam de 2 quando x — =. 


FIGURA 1 


3 IO" + POo9y) = 069») 


Se pudermos encontrar tal função /, a Equação 1 ficará 


My) = До) Q(x) 


Integrando ambos os lados, teremos 
Ky = [100060 dx + С 
de modo que a solução será 


[4] у(х) = 75 | [169 969 ax + | 


Para encontrarmos esse 1, expandimos a Equação 3 e cancelamos termos: 
I(x)y' + Ix) Р(х)у = (1(х)у)' = a)y + 169y' 
I(x) Р(х) = I'(x) 


Esta é uma equação separável para Г, que resolvemos como a seguir: 


dl 
a = [Ро ах 
ln |Z| = [Ро ax 
I= Ae! PO dx 


onde A = +e“. Estamos procurando um fator de integração particular, não o mais geral; 
assim, tomamos А = 1 e usamos 


[5] K x) Z e! P(x) dx 


Então, a fórmula para a solução geral da Equação 1 é fornecida pela Equação 4, onde 7. é 
dado pela Equação 5. Em vez de memorizar essa fórmula, contudo, apenas lembramos a 
forma do fator integrante. 


Para resolver a equação diferencial linear y' + P(x)y = Q(x), multiplique ambos os 
lados pelo fator integrante /(x) = e“ e integre ambos os lados. 


d 
342/2415] Resolva a equação diferencial 2y + 3x?y = 6x2. 
| EXEMPLO 1 | quac d y 
X 


SOLUÇÃO A equação dada é linear porque ela tem a forma da Equação 1 com Р(х) = 3x? e 
Q(x) = 6x?. Um fator integrante é 


I(x) = PEN == e? 


Multiplicando ambos os lados da equação diferencial por e”, obtemos 


3 d » 3 
e? Y ape y = 6x?e* 
dx 


d 3 3 
ou — (e* y) = 6x?e* 
dx 


Integrando ambos os lados teremos 


phy f 6xle" dx = 2e" + С 


у=2+ Се” ишш 
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EIA Encontre a solução para o problema de valor inicial 
xy +xy=1 x>0 y(1) =2 


SOLUCAO Devemos primeiro dividir ambos os lados pelo coeficiente de y” para colocar a 
equação diferencial na forma padrão: 


‚1 1 
6 y t—y---—; x0 
х 


x? 


O fator integrante é 
I(x) = eJ 0/9 dx = ein =y 


A multiplicação de ambos os lados da Equação 6 por x fornece 
1 1 
ху +y=— ou (xy) = — 

х х 


r1 
Então, xy =| —dx=Inx+C 
Xx 
A solução do problema de valor inicial no 


Exemplo 2 é mostrada na Figura 2. 


e, assim, y= 


Uma vez que y(1) = 2, temos 


n1+C us 
2 = pue e C 
1 
Logo, a solução para o problema de valor inicial é 


| lnx+2 
O Е 


FIGURA 2 


БЕЛЛЕ Resolva у’ + 2xy = 1. 


SOLUÇÃO A equação dada está na forma padrão de uma equação linear. Multiplicando pelo 
fator integrante 


e! 2xdx — e* 
Embora as soluções da equação diferencial no 
obtemos ou ey + 2xe'y = е“ Exemplo 3 sejam expressas em termos de uma 
integral, elas ainda podem ser traçadas por um 
ou (ey) = e? sistema de computação algébrica (Figura 3). 
2 a 
Portanto, ey = | e* dx + C 


Lembre-se, da Seção 7.5, que f e” dx não pode ser expressa em termos de funções elemen- 
tares. Apesar disso, é uma funcáo perfeitamente boa e podemos deixar a resposta como 


y- e | e* dx + Се“ 


Outra maneira de escrever a solução é 


yes [eai + Ce? FIGURA 3 


(Qualquer número pode ser escolhido para o extremo inferior de integração.) E 


ШЕШ Aplicação a Circuitos Elétricos 


Na Seção 9.2 consideramos o circuito elétrico simples, mostrado na Figura 4: uma força ele- 
tromotriz (geralmente uma pilha ou gerador) produz uma voltagem de E(t) volts (V) e uma 
corrente de /(7) amperes (А) em um instante т. O circuito também possui um resistor com 
resistência de R ohms (О) e um indutor com indutância de L henrys (Н). 
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interruptor 


FIGURA 4 


A equação diferencial no Exemplo 4 é linear e 
separável; assim, um método alternativo é 
resolvê-la como uma equação separável 
(Exemplo 4 na Seção 9.3). Se trocarmos a pilha 
por um gerador, contudo, obteremos uma 
equação que é linear, mas não é separável 
(Exemplo 5). 


A Figura 5 mostra como a corrente no Exemplo 
4 se aproxima de seu valor-limite. 


0 2,5 


FIGURA 5 


A Lei de Ohm calcula a queda na tensão devida ao resistor como КЇ. А queda da tensão 
por causa do indutor é L(dl/dt). Uma das leis de Kirchhoff diz que a soma da queda de ten- 
são é igual à voltagem fornecida E(t). Então temos 


7 LŽ +в = кү) 
dt 


Suponha que no circuito simples da Figura 4 a resistência seja 12 Q e a indu- 
táncia seja 4 H. Se uma pilha fornecer uma voltagem constante de 60 V e o interruptor for 
fechado quando t = 0, então a corrente começa com /(0) = 0. Encontre (a) I(t), (b) a cor- 
rente depois de 1 s e (c) o valor-limite da corrente. 


SOLUCÁO 


(a) Se colocarmos L = 4, R = 12 e E(t) = 60 na Equação 7, obteremos o problema de valor 
inicial 


ae ҚО) = 0 
dt 
d зр 15 1(0) = 0 
ou — = = 
dt 


Multiplicando pelo fator integrante el?“ = e*, obtemos 


dI 
e?! + 3e?'T = 15e? 
dt 
d 3 
alim Hy = 15 3t 
E, (eT) e 


е = f 15e?dt = 5e? + С 


I(t) = 5 + Ce 
Como /(0) = 0, temos 5 + C = 0, assim, C = —5 e 

I(t) = 5(1— e?) 
(b) Depois de um segundo a corrente é 


Қ1) = 5(1 — e°) = 4,75 А 
(с) О valor-limite da corrente é dado por 
lim Г(т) = lim 5(1 —e?)—5-—5lime?—5—-0-25 Em 


1-2% 1>0 


З Suponha que a resistência e a indutáncia permaneçam as mesmas que no Exem- 
plo 4, mas, em vez de uma pilha, usaremos um gerador que produz uma voltagem variável de 
E(t) = 60 sen 30t volts. Encontre I(t). 


SOLUÇÃO Desta vez a equação diferencial torna-se 


dI 


dI 
4 — + 121 = 60 sen 30t ou — + 3I = 15 sen 30t 
dt dt 


O mesmo fator integrante e* fornece 


d dI 
E. (e?I) = e? E + 3e?T = 15e?' sen 301 
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Usando a Fórmula 98 da Tabela de Integrais, obtemos А Figura 6 mostra o gráfico da corrente quando 
a pilha é trocada por um gerador. 
3t 
e 
е1 = f 15e™ sen 301 dr = 15 (3 sen 301 — 30 cos 301) + C 2 
I = зур (sen 301 — 10 cos 301) + Ce” 
0 2,9 
Como /(0) = 0, temos 
50 
— 101 + C=0 
=2, 
então I(t sen 301 — 10 cos 301) + E 
(t) = imt ) ime FIGURA 6 
EJ Exercícios 
1-4 Determine se a equacáo diferencial é linear. VH 23 Uma equação diferencial de Bernoulli (em homenagem a 
3 = James Bernoulli) é uma equação da forma 
1 x-y = ху 2 y +g = ух 
‚11 - dy n 
3 у=—+— 4 ysenx=xy' = х — + P(x)y = Q(x)y 
X у dx 
5-14 Resolva a equação diferencial. Observe que, se n = 0 ou 1, a equação de Bernoulli é linear. Рага 
itici = yn = 
5. y -y= 6. 4 =x+ 5y outros valores de n, mostre que a substituição u = y'" trans 
forma a equação de Bernoulli na equação linear 
71. y'=x—y 8. 4y + x!y' = ѕеп?х 
СА + (1 — п)Р(х)и = (1 — n) QG) 
9. ху +у = yx 10. y' + y = ѕеп(е") dx 
ii seiz dy street 17 ¿Y ——— 24-25 Use o método do Exercício 23 para resolver a equação dife- 
dx 7 dx rencial. 
| , TN ERA 
du 24. xy +у = –ху 25. у + у = 
13. (1+ 0 Би= 1+ t>0 * * 
dt 
26. Resolva a equação de segunda ordem xy" + 2y' = 12x? por meio 
14. tnt— + г = іе А, 
da substituição и = y”. 
27. Nocircuito apresentado na Figura 4, uma pilha fornece ита vol- 
15-20 Resolva o problema de valor inicial. tagem constante de 40 V, a indutáncia é 2 H, a resisténcia é 10 
Ое/0) = 0. 
15. xXy' + 2ху = ах, у) = 2 
d (a) Encontre I(t). 
30) 2 А 
16. 1 di + 3ty = cost, y(m) = 0 (b) Calcule a corrente depois de 0,1 s. 
du 28. Nocircuito mostrado na Figura 4, um gerador fornece uma vol- 
17. t— = Р + Зи, t0, u2)—-4 | HEN MA 
dt tagem de E(t) = 40 sen 601 volts, a indutáncia é 1 Н, a resistén- 
18. 2ху' +7=6% x0, y(4) = 20 cia é 20 Ое Д0) = ТА. 
(a) Encontre I(t). 
19. ху = у + х2 ѕеп х, у(т)=0 
(b) Calcule a corrente depois de 0,1 s. 
2. (2+) dy -39-0D-0, 9-2 rax] (c) Use uma ferramenta gráfica para desenhar o gráfico da função 
dx corrente. 


. . 29. A figura mostra um circuito contendo uma forca eletromotriz, 
21-22 Resolva a equação diferencial e use uma calculadora gráfica 5 : 


ou um computador para traçar vários membros da família de solu- 
ções. Como a curva solução muda quando C varia? uma resistência de R de ohms (Q). A queda de voltagem no ca- 


um capacitor com capacitância de C farads (F) e um resistor com 


pacitor é Q/C, onde Q é a carga (em coulombs); nesse caso, a Lei 


Р = sk NE 
21. xy +2у=е 22. xy =x + 2y de Kirchhoff fornece 


КЧ É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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кї + £ = go) 


Mas I — dQldt (veja o Exemplo 3, na Secáo 3.7), assim, temos 


dQ 1 
R——t—09-E(t 
a mE (1) 
Suponha que a resisténcia seja 5 €) e a capacitáncia, 0,05 F; que 
a pilha fornega uma voltagem constante de 60 V e que a carga ini- 
cial seja Q(0) = 0 C. Encontre a carga e a corrente no instante f. 


c 


30. No circuito do Exercício 29, R = 20, C = 0,01 E, Q(0) = 0e 
E(t) = 10 sen 607. Calcule a carga e a corrente no instante f. 


31. Seja P(t) o nível de desempenho de alguém aprendendo uma ha- 
bilidade como uma função do tempo de treinamento f. O gráfico 
de P é chamado curva de aprendizagem. No Exercício 15 na 
Seção 9.1 propusemos a equação diferencial 

dP 

— = k[M — P(t 

d [ (0)] 
como um modelo razoável para а aprendizagem, onde k é uma 
constante positiva. Resolva essa equação diferencial linear e use 
sua solução para traçar a curva de aprendizagem. 


32. Dois novos trabalhadores foram contratados para uma linha de 
montagem. João processou 25 unidades durante a primeira hora 
e 45 unidades durante a segunda. Marcos processou 35 unidades 
durante a primeira hora e 50 unidades na segunda. Usando o mo- 
delo do Exercício 31 e assumindo que P(0) = 0, estime o nú- 
mero máximo de unidades por hora que cada trabalhador é capaz 
de processar. 


33. Na Seção 9.3 analisamos os problemas de misturas nos quais o 
volume de fluido permanecia constante e vimos que estes for- 
necem equações separáveis (veja o Exemplo 6 naquela seção). 
Se as taxas de entrada e de saída do sistema forem diferentes, 
então o volume não é constante e a equação diferencial resul- 
tante é linear, mas não separável. 

Um tanque contém 100 L de água. Uma solução com uma 
concentração salina de 0,4 kg/L é adicionada à taxa de 5 L/min. 
A solução é mantida misturada e é retirada do tanque na taxa de 
3 L/min. Se y(t) é a quantidade de sal (quilogramas) após t mi- 
nutos, mostre que y satisfaz a equação diferencial 


dy 2 3y 
dt 100 + 2t 


Resolva essa equação e calcule a concentração depois de 20 mi- 
nutos. 


34. Um tanque com capacidade de 400 L está cheio com uma 
mistura de água e cloro com concentração de 0,05 g de cloro 
por litro. Para poder reduzir a concentração de cloro, água doce 
é bombeada para o tanque na taxa de 4 L/s. A mistura é 
agitada e bombeada para fora em uma taxa de 10 L/s. Encontre 
a quantidade de cloro no tanque como uma função de tempo. 


35. Um objeto de massa m é solto a partir do repouso e presumimos 
que a resistência do ar seja proporcional à velocidade do objeto. 
Se s(t) for a distância percorrida depois de t segundos, então a 
velocidade é v = s'(t) e a aceleração é a = 0' (0). Se g for a ace- 
leração da gravidade, então a força para baixo no objeto é 
mg — cv, onde c é uma constante positiva, e a Segunda Lei de 
Newton fornece 


(a) Resolva essa equação linear para mostrar que 


v= mg a _ eum) 
с 


(b) Qual é a velocidade-limite? 
(c) Calcule a distáncia que o objeto caiu depois de t segundos. 


36. Se ignorarmos a resistência do ar, poderemos concluir que os 
objetos mais pesados náo caem mais rápido que objetos mais 
leves. Mas, se considerarmos a resisténcia do ar, nossa conclu- 
sáo muda. Use a expressáo para a velocidade de queda de um ob- 
jeto no Exercício 35(a) para calcular dv/dm e mostrar que os 
objetos mais pesados caem mais rápido que os mais leves. 


37. (a) Mostre que a substituição z = 1/P transforma a equação di- 
ferencial logística P' = kP(1 — P/M) na equação diferencial 
linear 

г + kz = E 
M 
(b) Resolva a equação diferencial no item (a) para encontrar uma 
expressão para P(t). Compare com a Equação 9.4.7. 


38. Para considerarmos a variação sazonal na equação diferencial 
podemos permitir que k e M sejam as funções de t: 


dP | A 
É -kpP|i1-—— 
dt MO 


(a) Verifique se a substituição z = 1/P transforma essa equação 
na equação linear 


dz k(t) 

q: + k(tz = MO 

(b) Escreva uma expressáo para a solugáo da equacáo linear no 
item (a) e use-a para mostrar que se a capacidade de suporte 
M for constante, entáo 


M 
PO = TE сме os 
Deduza que se jo (0 dt = œ, então lim,» P(t) = M. [Isso 
será comprovado se k(t) = ko + a cos bt com k > 0, que des- 
creve uma taxa de crescimento intrínseco positiva com uma va- 
riação sazonal periódica.] 


(c) Se k é constante, mas M varia, mostre que 


ks 


Ls ds + Се“ 
°М(5) 


z(t) = e| 


e utilize a Regra de l' Hóspital para decidir que se M(t) tem um 
limite quando t — ©, então P(t) tem o mesmo limite. 


EJ Sistemas Predador-Presa 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 563 


Consideramos diversos modelos para o crescimento de uma única espécie que vive sozinha 
em um ambiente. Nesta seção estudaremos os modelos mais realistas, que levam em consi- 
deração a interação de duas espécies no mesmo ambiente. Veremos que esses modelos 
tomam a forma de um par de equações diferenciais acopladas. 

Primeiro levaremos em conta a situação na qual uma espécie, chamada presa, tem um 
amplo suprimento alimentar e a segunda espécie, denominada predador, se alimenta da 
presa. Exemplos de presa e predador incluem coelhos e lobos em uma floresta isolada, pei- 
xes e tubarões, pulgões e joaninhas e bactérias e amebas. Nosso modelo terá duas variáveis 
dependentes e ambas serão funções do tempo. Seja C(t) o número de presas (usando C de 
coelhos) e L(t) o número de predadores (com L de lobos) no instante t. 

Na ausência de predadores, o amplo suprimento de alimentos suportaria o crescimento 
exponencial de presas, isto é, 


dC 
p^ = КС onde k é uma constante positiva 

Na ausência de presas, assumimos que a população de predadores declinaria a uma taxa pro- 
porcional a ela mesma, isto é, 


Z = —rL onde r é uma constante positiva 

Com ambas as espécies presentes, contudo, supomos que a causa principal de morte entre as 
presas seja serem comidas por predadores, e as taxas de natalidade e sobrevivência dos pre- 
dadores dependam da disponibilidade de comida, ou seja, as presas. Também supomos que 
as duas espécies se encontrem a uma taxa que é proporcional a ambas as populações e é, por- 
tanto, proporcional ao produto CL. (Quanto mais houver de cada população, mais encontros 
serão possíveis.) Um sistema de duas equações diferenciais que incorpora essas hipóteses é 
como a seguir: 

dC 


S Z kC — ас, КЫЫ. 
: dt " dt i 


onde k, r, a e b são constantes positivas. Observe que o termo —aCL diminui a taxa natural 
de crescimento das presas e o termo bCL aumenta a taxa de crescimento natural dos preda- 
dores. 

As equações ет |1| são conhecidas como equações predador-presa, ou equações de 
Lotka-Volterra. Uma solução desse sistema de equações é um par de funções C(t) e L(t), 
que descreve as populações de presas e predadores como funções do tempo. Como o siste- 
ma é acoplado (C e L ocorrem em ambas as equações), não podemos resolver uma equação 
e depois a outra: temos de resolvê-las de maneira simultânea. Infelizmente, porém, em geral 
é impossível encontrar fórmulas explícitas para C e L como funções de t. Podemos, contudo, 
usar métodos gráficos para analisar as equações. 


БИШЕЙ Suponha que as populações de coelhos e lobos sejam descritas pelas equações de 
Lotka-Volterra | 1 | com k = 0,08, a = 0,001, = 0,02 e b = 0,00002. O tempo г é medido em 
meses. 

(a) Encontre as soluções constantes (chamadas soluções de equilíbrio) e interprete a res- 
posta. 

(b) Use o sistema de equações diferenciais para encontrar uma expressão para dL/dC. 

(c) Desenhe um campo de direções para a equação diferencial resultante no plano CL. Então, 
use o campo de direções para esboçar algumas curvas solução. 

(d) Suponha que, em algum instante no tempo, existam 1 000 coelhos e 40 lobos. Desenhe 
a curva solução correspondente e use-a para descrever as mudanças em ambos os níveis de 
população. 

(e) Use a parte (d) para fazer esboços de C e L como funções de t. 


L representa o predador. 


C representa a presa. 


As equações de Lotka-Volterra foram 
propostas como um modelo para explicar 
as variações de tubarões e peixes no mar 
Adriático pelo matemático italiano Vito 
Volterra (1860-1940). 
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SOLUÇÃO 
(a) Com os valores dados de k, a, r e b, as equações de Lotka-Volterra se tornam 
dC 
— = 0,08R — 0.001CL 
dt 
dL 
3 —0,02L + 0,00002CL 
Tanto C e L serão constantes se ambas as derivadas forem 0, isto é, 
C' = C(0,08 — 0,001L) = 0 
L' = L(—0,02 + 0,00002C) = 0 
Uma solução é dada por C = 0 e L = 0. (Isso faz sentido: se não existirem coelhos ou lobos, 
as populações não vão aumentar.) A outra solução constante é 
0,08 0,02 
L= = 80 С = ——— = 1000 
0,001 0,00002 
Assim, as populações de equilíbrio consistem em 80 lobos e 1.000 coelhos. Isso significa que 
1.000 coelhos são o suficiente para suportar uma população constante de 80 lobos. Não exis- 
tem muitos lobos (o que resultaria em menos coelhos) nem poucos lobos (o que resultaria 
em mais coelhos). 
(b) Usamos a Regra da Cadeia para eliminar t: 
dL dL ас 
dt dC dt 
aL 
_ dL dt —0,02L + 0,00002CL 
Entáo = = 
dR ас 0,08C — 0,001CL 
dt 
(c) Se pensarmos em L como uma função de C, teremos a equação diferencial 
dL _ —0,02L + 0,00002CL 
dC 0,08C — 0,001CL 
Desenhamos o campo de direções para essa equação diferencial na Figura 1 e o usamos para 
esboçar várias curvas solução na Figura 2. Se nos movermos ao longo de uma curva solução, 
veremos como a relacáo entre C e L muda com o passar do tempo. Observe que as curvas 
parecem ser fechadas no sentido de que, se viajamos ao longo de uma curva, sempre retor- 
namos ao mesmo ponto. Observe também que o ponto (1 000, 80) está dentro de todas as 
curvas solução. Esse ponto é denominado ponto de equilíbrio, porque corresponde à solução 
de equilíbrio C — 1 000, L — 80. 
LA LA 
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FIGURA 1 Campo de direções para o sistema predador-presa 


FIGURA 2 Retrato de fase do sistema 


Quando representamos as soluções de um sistema de equações diferenciais como na 

Figura 2, referimo-nos ao plano CL como o plano de fase e chamamos as curvas solução de 
trajetórias de fase. Assim, uma trajetória de fase é um caminho traçado pelas soluções (C, 
L) com o passar do tempo. Um retrato de fase consiste em pontos de equilíbrio e trajetórias 
de fase típicas, como mostrado na Figura 2. 
(d) Começar com 1 000 coelhos e 40 lobos corresponde a desenhar a curva solução no ponto 
Po(1 000, 40). A Figura 3 mostra essa trajetória de fase com o campo de direções removido. 
Começando no instante Ро no tempo f = 0 e deixando £ aumentar, movemo-nos no sentido 
horário ou no anti-horário ao redor da trajetória de fase? Se colocarmos C = 1 000 e L = 40 
na primeira equação diferencial, teremos 


dC 
pu 0,08(1 000) — 0,001(1 000)(40) = 80 — 40 = 40 


Como dC/dt > 0, concluímos que C está aumentando em Ро e assim nos movemos no sen- 
tido anti-horário ao longo da trajetória de fase. 


LA 

Р, 
140 7 
1207 


1007 


D, (1.000, 40) 


| | 1 | | | > 


0 500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000 C 


Vemos que em P, não existem lobos suficientes para manter um equilíbrio entre as popu- 

lações; dessa forma, a população de coelhos aumenta. Isso resulta em mais lobos e even- 
tualmente existem tantos lobos que os coelhos têm dificuldade para evitá-los. Assim, o 
número de coelhos começa a declinar (em Pi, onde estimamos que C atinja a população 
máxima ao redor de 2.800). Isso significa que algum tempo depois a população de lobos 
começa a cair (em P2, onde С = 1 000 e L = 140). Mas isso beneficia os coelhos; portanto, 
sua população depois começa a aumentar (em P3, onde L = 80 e C = 210). Como conse- 
quência, a população de lobos eventualmente começa a aumentar também. Isso acontece 
quando as populações retornam a seus valores iniciais de C = 1000 e L = 40 e o ciclo intei- 
ro começa novamente. 
(e) Da descrição no item (d) de como as populações de coelhos e lobos aumentam e dimi- 
nuem, podemos esboçar os gráficos de C(t) е L(t). Suponha que os pontos Pı, P2 e Рз na 
Figura 3 sejam alcançados nos instantes f;, t; e їз. Então podemos esboçar os gráficos de C e 
L como na Figura 4. 
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FIGURA 3 
Trajetória da fase em (1.000, 40) 


15 h 


FIGURA 4 Gráficos das populações de coelhos e lobos como função do tempo 


566 CÁLCULO 


No Module 9.6 vocé pode alterar 
os coeficientes nas equações de Lotka- 
-Volterra e observar as mudanças 
resultantes na trajetória de fase e nos 
gráficos das populações de coelhos 

e lobos. 


FIGURA 5 
Comparações das 
populações de 
coelhos e lobos 


FIGURA 6 

A abundância relativa de 
coelhos e lobos dos registros 
da Hudson's Bay Company 


Para tornarmos os gráficos mais fáceis de comparar, os desenhamos nos mesmos eixos, mas 
com escalas diferentes para C e L, como na Figura 5. Observe que os coelhos atingem sua 
população máxima cerca de um quarto de ciclo antes dos lobos. 


CA 
3.000 + AL 
1120 
Número 2.000 7 Número 
de de 
coelhos - 80 lobos 
1.000 4 
40 
—3À н > 
0 fot t t 
E 


Uma parte importante do processo de modelagem, como discutimos na Segáo 1.2, é in- 
terpretar nossas conclusões matemáticas como previsões do mundo real e testar as previsões 
com dados reais. A Hudson's Bay Company, que começou a comercializar peles de animais 
no Canadá em 1670, mantém registros que datam de 1840. A Figura 6 mostra os gráficos do 
nümero de peles de coelho e seu predador, o lobo canadense, comercializadas pela empresa 
há 90 anos. Você pode ver que as oscilações acopladas na população de lebres e linces, pre- 
vista pelo modelo de Lotka-Volterra, realmente ocorrem e o período desses ciclos é de apro- 
ximadamente dez anos. 


160 
coelhos 
120 19 
Milhares 804 le Milhares 


de 
coelhos 


de 
lobos 


40 4 


0 1850 


Embora o modelo relativamente simples de Lotka-Volterra tivesse algum sucesso em 
explicar e prever as populações acopladas, modelos mais sofisticados também têm sido pro- 
postos. Uma maneira de modificar as equações de Lotka-Volterra é supor que, na ausência 
de predadores, a presa cresça de acordo com um modelo logístico com capacidade de supor- 
te M. Então as equações de Lotka-Volterra | 1 | são substituídas pelo sistema de equações dife- 
renciais 


d 
„и kC| 1 Е асг са = —rL + bCL 
dt dt 


Esse modelo é investigado nos Exercícios 11 e 12. 

Também tém sido propostos modelos para descrever e prever níveis de populacáo de duas 
espécies que competem pelos mesmos recursos ou cooperam por benefícios mútuos. Esses 
modelos serão explorados nos Exercícios 2-4. 


ЕЗ Exercícios 
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Para cada sistema predador-presa, determine qual das variáveis, 
x ou y, representa a população de presas e qual representa a po- 
pulação de predadores. O crescimento das presas é restrito ape- 
nas pelos predadores ou por outros fatores também? Os 
predadores alimentam-se apenas das presas ou eles têm outras 
fontes de alimentação? Explique. 


moscas crescerá exponencialmente e a população de crocodilos 
diminuirá exponencialmente. Na ausência de crocodilos e mos- 
cas, a população de sapos diminuirá exponencialmente. Se P(t), 
Q(t) e R(t) representam as populações dessas três espécies no 
instante f, escreva um sistema de equações diferenciais como um 
modelo para sua evolução. Se as constantes em sua equação são 


dx _ positivas, explique por que vocé usou sinais de mais ou de 
(a) d = —0,05x + 0,0001xy menos: 

бу. 0,1у — 0,005xy 5-6 Uma trajetória de fase é mostrada para as populações de coe- 

dt Ihos (C) e raposas (R). 


d (a) Descreva como cada população muda com o passar do tempo. 
(b) = 0,2x — 0,0002x? — 0,006xy a | j 
(b) Use sua descrição para fazer um esboço grosseiro dos gráfi- 


e e 
dt 
dy cos de C e R como funções do tempo. 
Pen —0,015y + 0,00008xy 


5 RA 
300 4 
Cada sistema de equações diferenciais é um modelo para duas 
espécies que competem pelas mesmas fontes ou cooperam por 
mútuo benefício (plantas em floração e insetos polinizadores, 
por exemplo). Decida se cada sistema descreve competição ou 200 + 
cooperação e explique por que este é um modelo razoável. (Per- 
gunte-se qual é o efeito que o aumento de uma das espécies tem 
na taxa de crescimento da outra.) 100.4 
dx 2 
(а) e 0,12x — 0,0006x^ + 0,00001xy 
ЧУ 0,08x + 0,00004 > 
= 0,08x j x 
dt z 0 400 80 1200 1.600 2.000 С 
dx 2 
(b) P m 0,15x — 0,0002x* — 0,0006xy 
dy 3 6 
ru 0,2y — 0,00008y* — 0,0002xy . RA 
160 T t=0 
O sistema de equações diferenciais 
dx 120 + 
= 0,5x — 0,0004»? — 0,001xy 
= 0,4y — 0,001»? — 0,002xy 80+ 
А » T 40+ 
é um modelo para as populações de duas espécies. 
(a) O modelo descreve cooperação, ou competição, ou uma rela- 
ão predador-presa? | | | | x 
ld E o . "m 0 400 800 1200 1.600 C 
(b) Encontre as soluções de equilíbrio e explique seu signifi- 


do. 
n 1-8 Os gráficos de populações de duas espécies são ilustrados. 


Moscas, sapos e crocodilos coexistem em um ambiente. Para so- Use-os para esboçar a trajetória de fase correspondente 


breviver, os sapos precisam comer as moscas e os crocodilos 
precisam comer os sapos. Na ausência de sapos, a população de 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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Espécie 2 


Espécie 1 


Espécie 2 


10 15 1 


9. No Exemplo 1(b) mostramos que as populações de coelhos e 
lobos satisfazem a equação diferencial 
dL —0,02L + 0,00002CL 
ас 0,08C — 0,001CL 


Resolvendo essa equação diferencial separável, mostre que 


CPI 0,08 


0,00002C , 0,001L 
€ € 


=C 


onde C é uma constante. 


É impossível resolver essa equação para L como uma função 
explícita de C (ou vice-versa). Se você tiver um sistema de com- 
putação algébrica que trace curvas definidas implicitamente, use 
essa equação e seu SCA para desenhar a curva solução que 
passa pelo ponto (1 000, 40) e compare com a Figura 3. 


10. As populações de pulgões e joaninhas são modeladas pelas 


equações 
dP 
—— = 2P — 0,01PJ 
dt 
dJ 
po = —0,5J + 0,0001PJ 


(a) Calcule as solucóes de equilíbrio e explique seu significado. 
(b) Encontre uma expressáo para dJ/dP. 


(c) O campo de direções para a equação diferencial no item (b) é 
mostrado. Use-o para esboçar um retrato de fase. O que as tra- 
jetórias de fase tém em comum? 
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(d) Suponha que no instante г = 0 existam 1 000 pulgões e 200 
joaninhas. Desenhe a trajetória de fase correspondente e use- 
-a para descrever como ambas as populações variam. 


(e) Use o item (d) para fazer esboços das populações de pulgões 
e joaninhas como funções de t. De que modo esses gráficos es- 
tão relacionados? 


11 No Exemplo 1 usamos as equações de Lotka-Volterra para mo- 
delar as populações de coelhos e lobos. Vamos modificar aque- 
las equações como a seguir: 


dC 

um 0,08C(1 — 0,0002C) — 0,001CL 
dL 

d —0,02L + 0,00002CL 


(a) De acordo com essas equações, o que acontece à população 
de coelhos na ausência dos lobos? 


(b) Calcule as soluções de equilíbrio e explique seus significados. 


(c) A figura mostra a trajetória de fase que começa no ponto 
(1 000, 40). Descreva o que acabará ocorrendo com as popu- 
lações de coelhos e lobos. 


LA 


70 + 


60+ 


40+ 


> 


800 1.000 1.200 1.400 1.600 C 


(d) Esboce os gráficos das populações de coelhos e lobos como 
funções do tempo. 


12. No Exercício 10, modelamos populações de pulgões e joaninhas 
com um sistema Lotka-Volterra. Suponha que modifiquemos 
aquelas equações como a seguir: 


dP 
u S 2P(1 — 0,0001P) — 0,01PJ 


= —0,5J + 0,0001PJ 


(a) Na auséncia de joaninhas, o que o modelo prevé sobre os pulgóes? 
(b) Encontre as soluções de equilíbrio. 
(c) Encontre uma expressão para dJ/dP. 


(d) Use um sistema de computação algébrica para desenhar um 
campo de direções para a equação diferencial no item (c). En- 
tão, use o campo de direções para esboçar um retrato de fase. 
O que as trajetórias de fase têm em comum? 


EM Revisão 
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(e) Suponha que no instante т = O existam 1.000 pulgões e 200 
joaninhas. Desenhe a trajetória de fase correspondente e use- 
-a para descrever como ambas as populações variam. 


(f) Use o item (e) para fazer esboços das populações de pulgões 


e joaninhas como funções de t. De que modo esses gráficos es- 
tão relacionados? 


Verificação de Conceitos 


1. (а) O que é uma equação diferencial? 7. (a) Escreva a equação diferencial que expresse a lei de cresci- 
(b) O que é a ordem de uma equação diferencial? mento natural. O que ela diz em termos da taxa de crescimento 
(c) O que é uma condição inicial? relativo? 
2. O que você pode dizer sobre as soluções da equação (b) Sob quais circunstâncias este é um modelo apropriado para 
у! = xà + y? apenas olhando para a equação diferencial? o crescimento populacional? 
is sã б ão? 
3. O que é um campo de direções para a equação diferencial (о) Quais sao ds оон еа 
y' = Е(х, у)? 8. (а) Escreva a equacáo logística. 
4. Explique como о método de Euler funciona. (b) Sob quais circunstâncias este é um modelo apropriado para 
o crescimento populacional? 
< ão di i ável? é E 
e diferencial separavel? Сошо-уоёр:а те 9. (a) Escreva equações de Lotka-Volterra para modelar popula- 
solve? É : E 
"n m E ções de peixes (P) e tubarões (Т). 
6. O que é uma equação diferencial linear de primeira ordem? (b) O que essas equações dizem sobre cada população na au- 
Como você a resolve? sência da outra? 
Teste — Verdadeiro ou Falso 
Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 4 A equação y' = Зу — 2x + бху — 1 é separável. 
E A Caso contrário, explique por que ou dê um exemplo que mostre que 5. А equação ey” = y é linear. 
é falsa. 
: | 6. A equação y’ + xy = e é linear. 
1. Todas as soluções da equação diferencial y' = —1 — y* são fun- А X 
» 7. Se y fora solução do problema de valor inicial 
ções decrescentes. 
2. A função f(x) = (In x)/x é uma solução da equação diferencial d 
ху + ху = 1 S 25 (E y(0 = 1 
) ) s dt 5 
3. Aequaçãoy' = x + y é separável. 
então lim». y = 5. 
Exercícios 
1. (a) Um campo de direções para a equação diferencial 2. (a) Esboce um campo de direções para a equação diferencial 
y' = y — DO — 4) é mostrado. Esboce os gráficos das so- y' = x/y. Então, use-o para esboçar as quatro soluções que sa- 
luções que satisfazem as condições iniciais dadas. tisfazem as condições iniciais y(0) = 1, y(0) = —1, 
Q y0) = – 0,3 GD y0)=1 »x2)-1ey(-2)-1 
Gii y(0) — 3 (iv) y(0) = 4,3 (b) Verifique seu trabalho no item (a) resolvendo a equacáo 
(b) Se a condição inicial for y(0) = c, para quais valores de c o diferencial explicitamente. Que tipo de curva é cada curva 
lim, ,, yG) é finito? Quais são as soluções de equilíbrio? solução? 
3. (а) Um campo de direções para a equação diferencial 
YA NEUE: 2d 5 
EL db, Ao S UR d. du ud y' = x? — у? é mostrado. Esboce a solução do problema de 
j dE e Wu жаш Wu oW valor inicial 
III y-e-y» NOA 
RD ccs oup RR Use seu gráfico para estimar o valor de y(0,3). 
Rs da ЖЕКЕ 
Dc udo dcs ch 
CIL г 
“о E CE SES, жоо V NP GNO UP d 
E ÃO dE E P E DE RÃ a 
—> 
323155013155. 
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(b) Use o método de Euler com passo 0,1 para estimar y(0,3), 
onde y(x) é a solugáo do problema de valor inicial no item (a). 
Compare com sua estimativa da parte (a). 

(c) Em que retas estáo localizados os centros dos segmentos de 
reta horizontais do campo de direções da parte (a)? O que 
acontece quando uma curva solução intercepta essas retas? 

4. (a) Use o método de Euler com o passo 0,2 para estimar y(0,4), 
onde y(x) é a solução do problema de valor inicial 
у = 2ху? у(0) = 1 

(b) Repita a parte (a) com passo 0,1. 

(c) Encontre a solução exata da equação diferencial e compare 
com o valor em 0,4 com as aproximações nas partes (a) e (b). 


5-8 Resolva a equação diferencial. 


D Cena: dx 
5. y! = xe MX — y cosx 6. M ee estate 
dt 
7. 2ye"y —2x + 3yx 8. xy – у = 2х3 ет“ 


9-11 Resolva o problema de valor inicial. 
& “+2 (0) = 5 
ES r=r r(0) = 
dt 
10. (1 +cosx)y' = (1 + e»)snx  y(0)=0 
М. xy'—-y-xlnx, у(1) = 2 


[| 12. Resolva o problema de valor inicial y” = 3x%e”, у(0) = 1 e 
trace а solução. 


13-14 Encontre as trajetórias ortogonais da família de curvas. 


13. y= ke* 14. у= еб 


15. (a) Escreva a solução do problema de valor inicial 


dt 2 000 
e use-a para encontrar a população quando t = 20. 


dP P 
== vini = 70) P(0) = 100 


(b) Quando a população atinge 1 200? 
16. (a) A populacáo mundial era de 5,28 bilhóes em 1990 e 6,07 bi- 
Ihóes em 2000. Encontre um modelo exponencial para esses 
dados e use-o para prever a populacáo mundial no ano 2020. 


(b) De acordo com o modelo no item (a), quando a população 
mundial excederá 10 bilhões? 


(c) Use os dados no item (a) para encontrar um modelo logístico 
para a população. Considere uma capacidade de suporte de 
100 bilhões. Então use o modelo logístico para prever a po- 
pulação em 2020. 


Compare com sua previsão do modelo exponencial. 


17. 


21. 


22 


(d) De acordo com o modelo logístico, quando a população mun- 
dial excederá 10 bilhões? Compare com suas previsões no 
item (b). 

O modelo de crescimento de Von Bertalanffy é usado para pre- 
ver o comprimento L(t) de um peixe em um período de tempo. 
Se L.. for o maior comprimento para uma espécie, então a hipó- 
tese é que a taxa de crescimento do comprimento seja propor- 
cional a Le — L, o comprimento que o peixe ainda pode crescer. 


(a) Formule e resolva uma equação diferencial para encontrar uma 
expressão para L(t). 

(b) Para o hadoque do Mar do Norte foi determinado que 
І. = 53 cm, L(0) = 10 cm e a constante de proporcionalidade 
é 0,2. Em que a expressão para L(f) torna-se com esses dados? 


Um tanque contém 100 L de água pura. Água salgada contendo 
0.1 kg de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 10 L/min. 
A solução é agitada e retirada do tanque na mesma taxa. Quanto 
sal permanece no tanque depois de seis minutos? 


Um modelo para a propagacáo de uma epidemia é que a taxa de 
propagação é proporcional ao número de pessoas infectadas e 
ao número de pessoas não infectadas. Em uma cidade isolada 
de 5 000 habitantes, 160 pessoas têm uma doença no começo da 
semana e 1.200, no fim da semana. Quanto tempo levará para 
80% da população se contaminar? 


A Lei de Brentano-Stevens em psicologia modela a maneira 
como um objeto de estudo reage a um estímulo. Ela estabelece 
que, se R representar a reação à quantidade S de estímulo, então 
as taxas relativas de aumento são proporcionais: 


Lar kds 
R dt S dt 

onde k é uma constante positiva. Encontre R como uma função 

de S. 


O transporte de uma substáncia através de uma parede capilar na 
fisiologia pulmonar tem sido modelado pela equação diferencial 


dh R h 

dt VAKk+h 
onde Л é a concentração de hormônio na corrente sanguínea, t é 
o tempo, R é a taxa máxima de transporte, V é o volume do ca- 
pilar e k é a constante positiva que mede a afinidade entre os hor- 


mónios e as enzimas que auxiliam o processo. Resolva essa 
equação diferencial para encontrar uma relação entre Л e t. 


As populações de pássaros e insetos são modeladas pelas equa- 
ções 


dx 

— = 0,4x — 0,002xy 

dt 

dy 

dr = —0,2y + 0,000008xy 


(a) Quais das variáveis, x ou y, representa a população de pássa- 
ros e qual representa a população de insetos? Explique. 

(b) Encontre as soluções de equilíbrio e explique seu significado. 

(c) Encontre uma expressão para dy/dx. 

(d) O campo de direções para a equação diferencial no item (c) é 
mostrado. Use-o para esboçar a trajetória de fase correspon- 
dente às populações iniciais de 100 pássaros e 40.000 insetos. 


A seguir, use a trajetória de fase para descrever como ambas 
as populações variam. 


YA 

E SCRI 
E JE IP <= A E A E s 
* M A == E SS ш 
D qo A — 9 a SS NNW 
300-T- Ж Ad э SONS а N 
GARA o Emm 
U d duo 9X м UN NE CN 
к у= ъъ ovo X X hb o» y 
200T 4 Ж Xx? лт d 
c mm. 
YX «dom 
100T > ^ = ———— — E SEE a „ә ad 
NO a a m ж sé A m — 
Cor E A 
E we ч а ав 

+ + _— 

0 20.000 40.000 60.000% 


(e) Use a parte (d) para fazer esboços das populações de pássa- 
IOS e insetos como fungóes do tempo. De que modo esses grá- 
ficos estáo relacionados? 


23. Suponha que o modelo do Exercício 22 seja trocado pelas equa- 


ções 
dx 
x 0,4x(1 — 0,000005x) — 0,002xy 
dy 
E —0,2y + 0,000008xy 


(a) De acordo com essas equações, o que acontece à população 
de insetos na ausência dos pássaros”? 


(b) Encontre as soluções de equilíbrio e explique seu significado. 


(c) A figura mostra a trajetória de fase que começa com 100 pás- 
saros e 40.000 insetos. Descreva o que ocorre eventualmente 
com as populações de pássaros e insetos. 


260 T 
240 T 
220 T 
200 + 
180 + 
160 + 
140 T 
120 + 
100 T 


15.000 25.000 


i > 


.000 45.000 * 


Lo 
un 
Р т 


24. 


25. 
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(d) Esboce os gráficos das populações de pássaros e insetos como 
funções do tempo. 


Bárbara tem 60 kg e está em uma dieta de 1.600 calorias por dia, 
das quais 850 são usadas diretamente pelo metabolismo basal. 
Ela gasta cerca de 15 cal/kg/dia vezes seu peso fazendo exercí- 
cios. Se 1 kg de gordura tiver 10.000 cal e assumirmos que a re- 
serva de calorias na forma de gordura seja 100% eficiente, 
formule uma equação diferencial e resolva-a para encontrar a 
massa dela em função do tempo. A massa de Bárbara eventual- 
mente se aproxima de uma massa de equilíbrio? 


Quando um cabo flexível de densidade uniforme é suspenso 
entre dois pontos fixos e fica pendurado à mercê de seu próprio 
peso, a forma y = f(x) do cabo satisfaz uma equação diferencial 


do tipo 
d?y dy 2. 
kall 4 
dx? (2 


onde k é uma constante positiva. Considere о cabo mostrado na 


figura. 


(a) Seja z = dy/dx na equação diferencial. Resolva a equação di- 
ferencial de primeira ordem (em z) e depois integre para en- 
contrar y. 


(b) Determine o comprimento do cabo. 


YA 
(b, h) (b, h) 
(0, a) 
= 0 » 3 
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es Problemas Quentes A 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 9 


10. 


Encontre todas as funções f tais que f’ é contínua e 


[РО]? = 100 + |, LOP + LEOP} at para todo x. 


Um estudante esqueceu a Regra do Produto para a derivada e cometeu o erro de pensar que 
da” = Í, 'g'. Contudo, ele teve sorte e obteve a resposta certa. A função f que ele usou era 
f(x) = е" eo domínio de seu problema era o intervalo (5, х). Qual era a função g? 


Seja f uma função com a propriedade de que f (0) = 1, f '(0) = Lef(a + b) = f (af (b) para todos 
os números reais a e b. Mostre que f'(x) = f (x) para todo x e deduza que f (x) = e”. 


Encontre todas as funções f que satisfazem a equação 


[roe] sa) 


Encontre a curva у = f (x) tal que f (x) = 0, f (0) = 0, f (1) = 1 e tal que a área sob o gráfico f de O 
a x seja proporcional à (n + 1)-ésima potência de f (x). 


Uma subtangente é uma parte do eixo x que fica diretamente abaixo do segmento de uma reta tan- 
gente do ponto de contato ao eixo x. Encontre curvas que passem pelo ponto (c, 1) e cujas subtan- 
gentes tenham todas comprimento c. 


Uma torta de pera foi tirada do forno às 17h00. Naquela hora, a torta estava pegando fogo, com uma 
temperatura de 100ºC. Às 17h10, sua temperatura era de 80°С; às 17h20 era de 65°С. Qual é a tem- 
peratura do ambiente? 


Começa a cair neve durante a manhã do dia 2 de fevereiro e continua constantemente durante a tarde. 
Ao meio-dia, um veículo removedor de neve começa a retirá-la de uma estrada a uma taxa constante. 
O veículo percorreu 6 km do meio-dia até às 13 horas, mas apenas 3 km das 13 às 14 horas. Quando 
a neve começou a cair? [Dicas: Para começar, seja t o instante medido em horas depois do meio-dia; 
seja x(t) a distância percorrida pelo veículo removedor de neve em um instante t; então a velocidade 
do veículo é dx/dt. Seja b o número de horas antes do meio-dia quando começou a nevar. Encontre 
uma expressão para a altura da neve no instante t. Então use as determinadas informações de que a 
taxa de remoção R (em m?/h) é constante.] 


Um cachorro vê um coelho correndo em linha reta por um campo aberto e começa a caçá-lo. Em um 
sistema de coordenadas cartesianas (como mostrado na figura), suponha que: 


(1) O coelho está na origem e o cachorro, no ponto (L, 0), no instante em que o cachorro 
primeiro vê o coelho. 
(1) O coelho corre no eixo y e o cachorro corre sempre direto para o coelho. 
(11) O cachorro corre na mesma velocidade do coelho. 
(a) Mostre que o caminho do cachorro é o gráfico da função y = f (x), onde y satisfaz a equação 


а?у | | dy 2 
“ar? “ax 


(b) Determine a solução da equação no item (a) que satisfaça as condições iniciais y = у’ = 0 
quando x = L. [Dica: Seja z = dy/dx na equação diferencial e resolva a equação de primeira 
ordem resultante para encontrar z; então integre z para encontrar y.] 

(c) O cachorro alcanga o coelho? 


diferencial 


(a) Suponha que o cachorro no Problema 9 corra duas vezes mais rápido que o coelho. Encontre uma 
equação diferencial para a trajetória do cachorro. Então resolva-a para encontrar o ponto onde 
o cachorro pega o coelho. 


(b) Suponha que o cachorro corra com a metade da velocidade do coelho. Quão próximo o cachorro 
chega do coelho? Quais são suas posições quando eles estão o mais próximo possível? 
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. Um engenheiro deve apresentar algumas estimativas à sua companhia sobre uma nova planta de alume, 


considerando a capacidade de um silo desenhado para conter minério de bauxita até este ser proces- 
sado em alume. O minério parece pó de talco cor-de-rosa e é despejado a partir de uma esteira trans- 
portadora no topo do silo. O silo é um cilindro de 30 m de altura com um raio de 60 m. O silo é um 
cilindro de 1.5007 m?/h e o minério mantém um formato cônico cujo raio é 1,5 vez a sua altura. 


(a) Se, em um instante t determinado, a pilha tiver 20 m de altura, quanto tempo levará para ela al- 
cançar o topo do silo? 

(b) A administração quer saber quanto espaço restará no chão do silo quando a pilha tiver 20 m de 
altura. Quão rápido está crescendo a área preenchida no chão quando a pilha estiver a essa al- 
tura? 

(c) Suponha que um carregador comece a remover o minério a uma taxa de 5007 m?/h quando a al- 
tura da pilha alcança 27 m. Suponha também que a pilha continue a manter seu formato. Quanto 
tempo levará para a pilha atingir o topo do silo nessas condições? 


. Ache a curva que passa pelo ponto (3, 2) e que tem a propriedade de que, se a reta tangente for de- 


senhada em qualquer ponto P na curva, a parte da reta tangente que está no primeiro quadrante será 
dividida ao meio por P. 


. Lembre-se de que a reta normal a uma curva em um ponto P na curva é a reta que passa por P e é 


perpendicular à reta tangente em P. Encontre a curva que passa pelo ponto (3, 2) e que tem a pro- 
priedade de que, se a linha normal for desenhada em qualquer ponto na curva, a intersecção y da linha 
normal sempre será 6. 


. Encontre todas as curvas com a propriedade de que, se a reta normal for desenhada em qualquer ponto 


P na curva, a parte da reta normal entre P e o eixo x será dividida em duas partes iguais pelo eixo y. 


. Encontre todas as curvas com a propriedade de que se a linha for desenhada a partir da origem em 


qualquer ponto (x, y) na curva, e entáo uma tangente for desenhada para a curva naquele ponto e es- 
tender-se para encontrar o eixo x, o resultado é um triángulo isósceles com lados iguais que se en- 
contram se em (x, y). 


Equações Paramétricas e 
Coordenadas Polares 


Dean Ketelsen 


Até agora descrevemos as curvas planas dando y como uma função de x [y = f (x)] ou x 
como uma função de y [x = g(y)] ou fornecendo uma relação entre x e y que define y impli- 
citamente como uma função de x [ f (x, y) = 0]. Neste capítulo discutiremos dois novos 
métodos para descrever as curvas. 

Algumas curvas, como a cicloide, são mais bem manipuladas quando x e y forem dados 
em termos de uma terceira variável t, chamada parâmetro [x = f (f), y = g(t)]. Outras cur- 
vas, como a cardioide, têm sua descrição mais conveniente se usarmos um novo sistema de 
coordenadas, denominado sistema de coordenadas polares. 
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L9 Curvas Definidas por Equacóes Paramétricas 


FIGURA 1 


Esta equação em x e y nos descreve onde a 
partícula esteve, mas náo nos diz quando 
ela estava em um ponto específico. As 
equações paramétricas têm uma vantagem: 
elas nos dizem quando a partícula estava 
em determinado ponto. Elas também 
indicam a direção do movimento. 


YA 


(0, 1) 


=y 


FIGURA 3 


Imagine que uma partícula se mova ao longo de uma curva C, como mostrado na Figura 1. 
É impossível descrever C com uma equação do tipo y = f (x) porque C não passa no Teste 
da Reta Vertical. Mas as coordenadas x e y da partícula são funções do tempo e, assim, pode- 
mos escrever x = f (t) e y = g(t). Esse par de equações é, muitas vezes, uma maneira conve- 
niente de descrever uma curva e faz surgir a definição a seguir. 

Suponha que x e y sejam ambas dadas como funções de uma terceira variável t (denomi- 
nada parâmetro) pelas equações 


x —f() у= 90) 


(chamadas equacóes paramétricas). Cada valor de г determina um ponto (x, у), que pode- 
mos marcar em um plano coordenado. Quando t varia, o ponto (x, y) = (f (t), g(t)) varia e 
traça a curva C, que chamamos curva parametrizada. O parámetro t não representa o tempo 
necessariamente e, de fato, poderíamos usar outra letra em vez de t para o parámetro. Porém, 
em muitas aplicações das curvas parametrizadas, t denota tempo e, portanto, podemos inter- 
pretar (x, y) = (f (0), g(t)) como a posição de uma partícula no instante t. 


ЗАА Esboce e identifique a curva definida pelas equações paramétricas 


х= Ё- 21 у= 1+1 


SOLUÇÃO Cada valor de f fornece um ponto na curva, como mostrado na tabela. Рог exem- 
plo, se t = 0, então x = 0, y = 1 e assim o ponto correspondente é (0, 1). Na Figura 2 mar- 
camos os pontos (x, y) determinados por diversos valores do parámetro e os unimos para 
produzir uma curva. 


і х у 
=2 8 |-1 
-1 3 0 
0 0 1 
1 |-1 2 
2 0 3 
3 3 4 
4 8 > 
FIGURA 2 


Uma partícula cuja posição é dada por equações paramétricas se move ao longo da curva 
na direção das setas quando t aumenta. Observe que os pontos consecutivos marcados na 
curva aparecem em intervalos de tempo iguais, mas não a distâncias iguais. Isso ocorre por- 
que a partícula desacelera e então acelera à medida que t aumenta. 

Parece, a partir da Figura 2, que a curva traçada pela partícula poderia ser uma parábola. 
Isso pode ser confirmado pela eliminação do parámetro t, como a seguir. Obtemos т = y — 1 
a partir da segunda equação e substituímos na primeira equação. Isso fornece 


1=f-2=(y- 1-2 – 1) = у – 4у +3 


e assim a curva representada pelas equações paramétricas dadas é a parábola 
x= у – 4у + 3. [E] 


Nenhuma restrição foi colocada no parâmetro t no Exemplo 1, de modo que assumimos 
que г poderia ser qualquer número real. No entanto, algumas vezes restringimos f a um inter- 
valo finito. Por exemplo, a curva parametrizada 


x -—P-—2t y=1t+1 0xtx4 


mostrada na Figura 3 é a parte da parábola do Exemplo 1 que começa no ponto (0, 1) e ter- 
mina no ponto (8, 5). A seta indica a direção na qual a curva é traçada quando aumenta de O 
até 4. 
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De forma geral, a curva com equações paramétricas 
x-f( у=90 агь 
tem ponto inicial (f (a), g(a)) e ponto final (f (Р), g(b)). 


БЕЛЛИ Que curva é representada pelas seguintes equações paramétricas? 
x = cost y= sent О=7= 27 


SOLUÇÃO Se marcarmos os pontos, parece que a curva é um círculo. Podemos confirmar 
esta impressão pela eliminação de t. Observe que 


X+ у? = соѕ2 + set = 1 


Então, o ponto (x, y) se move no círculo unitário x? + y? = 1. Observe que, neste exemplo, 
o parâmetro t pode ser interpretado como o ângulo (em radianos) mostrado na Figura 4. 
Quando t aumenta de 0 até 27, o ponto (x, y) = (cos t, sen f) se move uma vez em torno do 
círculo, no sentido anti-horário, partindo do ponto (1, 0). Ei 


BEUTE Que curva é representada pelas seguintes equações paramétricas? 


x = sen 2t y = cos 2t О=т=2т 


SOLUÇÃO Temos 
xX + y? = sen?2t + cos?2t = 1 


de modo que as equações paramétricas representam o círculo unitário x? + y? = 1. Mas quan- 
do t aumenta de 0 até 27, o ponto (x, y) = (sen 2t, cos 2t) começa em (0, 1) e se move duas 
vezes em torno do círculo no sentido horário, como indicado na Figura 5. [==] 


Os Exemplos 2 e 3 mostram que diferentes conjuntos de equações paramétricas podem 
representar a mesma curva. Então distinguimos uma curva, que é um conjunto de pontos, e 
uma curva parametrizada, na qual os pontos são percorridos em um modo particular. 


AAA Encontre equações paramétricas para o círculo unitário com centro (h, k) e raio r. 


SOLUÇÃO Se tomarmos as equações do círculo unitário no Exemplo 2 e multiplicarmos as 
expressões para x e y por г, obtemos x = r cos f, y = r sen t. Você pode verificar que essas 
equações representam um círculo de raio r e centro na origem, percorrido no sentido anti- 
“horário. Agora, trocamos h unidades na direção x e k unidades na direção y e obtemos equa- 
ções paramétricas do círculo (Figura 6) com centro (Л, k) e raio r: 


x=h+rcost y=k+rsent О=т=2т 
YA 
FIGURA 6 > 
x=h+rcost,y=k+rsent 0 25 E 


ИШЛЕЙ Esboce a curva com equações paramétricas x = sen t, у = sent. 


SOLUÇÃO Observe que у = (sen 1)? = х2 e, dessa forma, o ponto (x, y) se move na parábola 
y = 22. Mas observe também que, como —1 < sent < 1, temos —1 = x < 1, assim as equa- 
ções paramétricas representam apenas a parte da parábola onde —1 = x = 1. Como sen t é 
periódica, o ponto (x, у) = (sen f, sen?f) se move para a frente e para trás infinitamente ao 
longo da parábola de (— 1, 1) até (1, 1). (Veja a Figura 7.) E 


p= 7 УА 
2 
N 
(cos t, sen t) 
t=0 
t=T Pá 
0) 
t=27 
_3n/ 
= 5 
FIGURA 4 
YA 
t=0, 7,27 
(0, 1) 
0 
FIGURA 5 


FIGURA 7 
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O Module 10.1A apresenta uma 
animação com a relação entre movimento ao 
longo de uma curva parametrizadas 

x = f (D, y = g(t) e o movimento ao longo 
de gráficos de f e g como funções de t. 
Clicando em TRIG você tem a família de 
curvas parametrizadas 


M 


jJ SOR) =x 


x=acosbt y=csendt 


/ 


Se você escolhera=b=c=d=1e 
clicar em animação, você verá como os 
gráficos de x = cos te y = sen t estão 
relacionados com o círculo no Exemplo 2. 
Se você escolhera = b = c = l,d = 2, 
você vera os gráficos como na Figura 8. 
Clicando em animação ou movendo г para a 
direita, vocé pode ver o código de cores 
como o movimento ao longo dos gráficos de 
X = coste y = sen 2 t correspondem ao 
movimento da curva parametrizadas, que é 
chamado de figura de Lissajous. 


>= y 


yA YA 


ay 
~y 


FIGURA 8 x=cost y=sen2t y=sen2t 


ШЕШ Ferramentas Gráficas 


A maioria das calculadoras gráficas e dos programas gráficos computacionais pode ser usada 
para traçar curvas definidas por equações paramétricas. De fato, é instrutivo olhar uma curva 
parametrizada sendo desenhada por uma calculadora gráfica, porque os pontos são marcados 
em ordem, à medida que os valores correspondentes do parâmetro aumentam. 


3 ЭЛА Use uma ferramenta gráfica para traçar a curva x = y* — 3y?, 
SOLUÇÃO Se fizermos o parâmetro ser t = y, então teremos as equações 


3 3 х= 1 3r у=! 


Usando essas equações paramétricas para traçar a curva, obtemos a Figura 9. Seria possível 
resolver a equação dada (x = y* — 3y?) para y como quatro funções de x e traçá-las indivi- 
—3 dualmente, mas as equações paramétricas oferecem um método muito mais fácil. EM 


FIGURA 9 Em geral, se precisarmos traçar uma equação do tipo x = g(y), poderemos usar as equa- 


ções paramétricas 


x = g(t) y= 


Observe também que curvas com equações y = f (x) (aquelas com as quais estamos mais 
familiarizados — os gráficos de funções) também podem ser consideradas curvas com equa- 
ções paramétricas 


x=t y-f( 


Ferramentas gráficas são particularmente úteis quando esboçamos curvas complicadas. 
Por exemplo, seria virtualmente impossível produzir manualmente as curvas mostradas nas 
Figuras 10, 11 e 12. 
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15 
1,5 15 
—1,5 
FIGURA 10 FIGURA 11 FIGURA 12 
x=sent Lcos 5t 1 sen 131 x= sen ft — sen 2,31 x=sent 1 sen 5f 1 cos 2,31 
y=cost 1 sen 5t 1 cos 13t y=cost y=cost Lcos 5t isen 2,3t 


Um dos usos mais importantes das curvas parametrizadas é no Computer-Aided Design 
(CAD). No Projeto de Laboratório depois da Seção 10.2, investigaremos curvas parametri- 
zadas especiais, chamadas curvas de Bézier, que são usadas amplamente em fabricação, 
especialmente na indústria automobilística. Essas curvas também são empregadas na especi- 
ficação de formatos de letras e outros símbolos em impressoras a laser. 


HA A Cicloide 


ЭОД A curva traçada pelo ponto P na borda de um círculo quando ele rola ao longo de 
uma reta é chamada cicloide (veja a Figura 13). Se o círculo tiver raio r e rolar ao longo do eixo 
x e se uma posição de P for a origem, encontre as equações paramétricas para a cicloide. 


Uma animação no Module 10.1B 
mostra como a cicloide é formada conforme 
o círculo se move. 


P 
< WOOD NT NT. 
> 


FIGURA 13 P 


SOLUÇÃO Escolhemos como parâmetro o ângulo de rotação 6 do círculo (6 = O quando P está 
na origem). Suponha que o círculo tenha girado 0 radianos. Como o círculo está em contato 
com a reta, vemos na Figura 14 que a distância que ele girou a partir da origem é 


|ОТ| = arc РТ = 10 


Dessa forma, o centro do círculo será C(r6, r). Sejam (х, y) as coordenadas de P. Da Figu- 
ra 14, vemos que 


x = |OT| — |PQ| = ró — r sen 0 = r(0 —sen 0) 
y = |ТС| - lQC| = г — r cos 0 = r(1 — cos 0) 
Portanto, as equações paramétricas da cicloide são 
[1] x=r(0 —sen 6) y-r(l—cos0 ӨєК 


Um arco da cicloide surge de uma rotação do círculo e, assim, é descrito por 0 « 0 < 27. 
Embora as Equagóes 1 tenham sido deduzidas a partir da Figura 14, que ilustra o caso em 
que 0 « 0 < 7/2, podemos ver que essas equações ainda são válidas para outros valores de 
0 (veja o Exercício 39). 

Ainda que seja possível eliminar o parâmetro 0 das Equações 1, a equação cartesiana 
resultante em x e y é muito complicada e não tão conveniente para trabalhar quanto as equa- 
ções paramétricas. == 


Uma das primeiras pessoas a estudar a cicloide foi Galileu, que propôs que pontes pode- 
riam ser construídas no formato de cicloides e que tentou encontrar a área sob um arco de uma 
cicloide. Mais tarde essa curva apareceu na conexão com o problema da braquistócrona: 


YA 


k— РӨ —>| 


FIGURA 14 
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cicloide 


FIGURA 15 


FIGURA 16 


FIGURA 17 Membros da família 
x=a+cost,y=atgt+ sent, 


todos traçados na janela retangular 
[-4, 4] por [-4, 4] 


Encontre a curva ao longo da qual uma partícula irá deslizar no menor tempo (sob influência 
da gravidade) do ponto A para um ponto mais baixo B não diretamente abaixo de A. O mate- 
mático suíço John Bernoulli, que apresentou esse problema em 1696, mostrou que entre todas 
as curvas possíveis que ligam A e B, como na Figura 15, a partícula levará o menor tempo des- 
lizando de A até B se a curva for um arco invertido de uma cicloide. 

O físico holandês Huygens já tinha mostrado que a cicloide é também a solução para o 
problema da tautócrona; isto é, onde quer que a partícula P seja colocada em uma cicloi- 
de invertida, ela leva o mesmo tempo para deslizar até o fundo (veja a Figura 16). Huygens 
propôs que o pêndulo de relógio (que ele inventou) deveria oscilar em um arco cicloidal, por- 
que então ele levaria o mesmo tempo para fazer uma oscilação completa por um arco maior 
ou menor. 


ШЕШ Famílias de Curvas Parametrizadas 


ЗЛА Investigue a família de curvas com equações paramétricas 
х = а + cost y=atgt+ sent 


О que essas curvas tém em comum? Como muda o formato quando a aumenta? 


SOLUÇÃO Usamos um aparelho gráfico para produzir gráficos para os casos a = —2, —1, 
—0,5, —0,2, 0, 0,5, 1 e 2 mostrados na Figura 17. Observe que todas essas curvas (exceto no 
caso a = 0) têm dois ramos e ambos se aproximam da assíntota vertical x = a quando x se 
aproxima de a partir da esquerda ou da direita. 


a=0,5 a-i a=2 


Quando a < —1, ambos os ramos são lisos; mas quando a se aproxima de — 1, o ramo 
direito adquire um formato pontudo, chamado cúspide. Para a entre — 1 e O a cúspide se torna 
um laço, que se torna maior quando a se aproxima de 0. Quando a = 0, ambos os ramos se 
juntam e formam um círculo (veja o Exemplo 2). Para a entre O e 1, o ramo esquerdo tem 
um laço, que se encolhe para se tornar uma cúspide quando a = 1. Para a > 1, os ramos se 
tornam lisos novamente e, quando a aumenta mais ainda, eles se tornam menos curvados. 
Observe que as curvas com a positivo são reflexões em torno do eixo y das curvas corres- 
pondentes com a negativo. 

Essas curvas são denominadas conchoides de Nicomedes, em homenagem ao antigo 
estudioso grego Nicomedes. Ele as chamou de conchoides porque o formato de seus ramos 
lembra uma concha. [== 
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1-4 Esboce a curva usando as equagóes paramétricas para marcar os 
pontos. Indique com uma seta a direção na qual a curva é traçada 
quando t aumenta. 


1. x=1+vV, y=2-4, 0<1<5 


2. x=2cost, y=t— cost Oxtx2m 
3. x=cost, у= 1 – ѕепі, Oxrx/2 
4 


2=1=2 


х=е'+і у= е – і, 


5-10 
(a) Esboce a curva usando as equações paramétricas para marcar 
os pontos. Indique com uma seta a direção na qual a curva é 
traçada quando t aumenta. 


(b) Elimine o parâmetro para encontrar uma equação cartesiana 
da curva. 


х=3-4, y22-—3t 


11-18 


(a) Elimine o parâmetro para encontrar uma equação cartesiana 
da curva. 


(b) Esboce a curva e indique com uma seta a direção na qual a 


curva é traçada quando o parâmetro aumenta. 
1 1 
—sen50, y-—cos50, —T<0<T 
1 
—5cos0, у= 25е00, Ox0zm 


—senf, y=cossect, 0 <1 < п/2 


X 
x 

x 

M. x=e-1, у= ех 
x=e", y=t+1 
„у= 1+1, y = 0-1 
x=senht, y=cosht 


18. х = 1020, y= sec 0, —T/2 < 0 < т/2 


19-22 Descreva o movimento de uma partícula com posição (x, y) 
quando ft varia no intervalo dado. 

19. x=3+2cost, y-1-c2senf, т/2=т=3т/2 

20. x=2sent, y=4+cost, Oxrtx3m 
21. х= 5sent, y —2cost, —т=т=5т 


22. x ^ sent, у —cosf, —2m«tx2m 


23. Suponha que uma curva seja dada pela equacáo paramétrica 
х= f (t), y = g(t) onde a imagem de fé [1, 4] e a imagem de g é 
[2, 3]. O que você pode dizer sobre a curva? 


24. Associe os gráficos das equações paramétricas x = f(t) e 
y = g(t) em (a) — (d) com as curvas paramétricas rotuladas de I-IV. 
Dé razóes para suas escolhas. 


H É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


=Y 


(d) IV 


25-27 Use os gráficos de x = f (t) e у = g(t) para esboçar a curva 
parametrizada x = f (t) e y = g(t). Indique com setas a direção na 
qual a curva é traçada quanto t aumenta. 


25. 


26. 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


Fe E 
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XA y 
1+ 1 
| 1 
t lt 


28. Associe as equações paramétricas aos gráficos de I- VI. Dé razões 


para suas escolhas. (Náo use uma ferramenta gráfica.) 
()x=f-t+1, у=? 
()х= 2-2, y=vV1 


(с) х = sen 2t, у = sen(t + sen 21) 


(d) х = cos 5t, у = sen 2t 
(е) х = г + ѕеп 47, y — P + соѕ 31 
_ ѕеп 27 .. cos 2t 
(х= 22, у= == 
4+0 4+0 
І II Ш 
YA 
x 
IV V VI 
y y YA 
X 
> > 
Xx | x 
29. Trace a curva x = y — 2 sen Ty. 


30. 


32. 


33. 


34. 


. Trace as curvas y = x? — 4x e x = y? — 4y e encontre seus pontos 
de intersecção, com precisão de uma casa decimal. 


(a) Mostre que as equações paramétricas 
y — y + Qn — у) 


onde 0 = f = 1 descrevem o segmento de reta que une os 
pontos Pi(xi, yi) e P», уз). 


x = xi + (0 — xit 


(b) Encontre as equagóes paramétricas para representar o seg- 
mento de reta de (—2, 7) para (3, —1) 


Usando uma ferramenta gráfica e o resultado do Exercício 31(a), 
desenhe o triángulo com vértices A (1, 1), B(4, 2) e C (1, 5). 


Encontre equações paramétricas para a trajetória de uma partícula 
que se move ao longo do círculo x? + (y — 1)? = 4 da seguinte 
maneira: 


(a) Uma vez no sentido horário, a partir de (2, 1). 

(b) Três vezes no sentido anti-horário, a partir de (2, 1). 

(c) Meia-volta no sentido anti-horário, a partir de (0, 3). 

(a) Encontre as equações paramétricas para a elipse 


la? + у? = 1. [Dica: Modifique as equações do círculo no 
Exemplo 2.] 


(b) Use as equações paramétricas para traçar a elipse quando 
a=3eb=1,2,4e8. 
(c) Como muda o formato da elipse quando b varia? 


FA. 35-36 Use uma calculadora gráfica ou um computador para repro- 


duzir a figura. 


35 y 36. y 


N EB 


37-38 Compare as curvas representadas pelas equações paramétri- 
cas. Em que elas diferem? 


37. (ax ^D, у= Р 


—3t 


(bDx-1$ у= 


2t 


()x=e*“ y=e 
38. (a)x=t, yt? (b)x = cost, y = sec? 
(с)х=е, у= ет 


39. Deduza as Equações 1 рага о caso 7/2 < 0 < т. 


40. Seja P um ponto a uma distáncia d do centro de um círculo de raio 
r. A curva traçada em P como um círculo desliza ao longo de uma 
linha reta chamada trocoide. (Pense no movimento de um ponto 
sobre um raio de uma roda de bicicleta.) A cicloide é o caso es- 
pecial de uma trocoide com d — r. Usando o mesmo parámetro 
0 que para a cicloide e supondo que a reta seja o eixo x e 0 = 0 
quando P está em um de seus pontos mais baixos, mostre que as 
equações paramétricas para a trocoide são 

x =r —dsen0 y=r-— dcos 


Esboce a trocoide para os casos d <r ed >r. 


41. Se a eb forem números fixos, encontre as equações paramétricas 
para a curva que consiste em todas as posições possíveis do 
ponto P na figura, usando o ángulo 0 como parâmetro. Então eli- 
mine o parámetro e identifique a curva. 


y 


IS A 
CN. 


42. Se a e b forem números fixos, encontre as equações paramétricas 
para a curva que consiste em todas as posições possíveis do 
ponto P na figura, usando o ângulo 0 como parâmetro. O seg- 
mento de reta AB é tangente ao círculo maior. 


УА 


43. Uma curva, denominada bruxa de Maria Agnesi, consiste em to- 
das as possíveis posições do ponto P na figura. Mostre que equa- 
ções paramétricas para essa curva podem ser escritas como 

x — 2a cotg 0 y = 2a sen? 

Esboce a curva. 


y=2a C 


/5 


> 
Xx 


О 


44. (a) Encontre as equações paramétricas para o conjunto de todos 
os pontos P, como mostrado na figura, tais que ОР! = |AB|. 
(Essa curva é chamada cissoide de Diocles, em homenagem 
ao estudioso grego Diocles, que introduziu a cissoide como 
um método gráfico para a construção da aresta de um cubo 


cujo volume é o dobro daquele de um cubo dado.) 


(b) Use a descricáo geométrica da curva para desenhar um es- 
boço das curvas à mão. Verifique seu trabalho usando as 
equações paramétricas para traçar a curva. 


УА 


х=2а 


Y 


М 45. Suponha que a posição de uma partícula no instante / seja dada por 


x,=3sent y=2cost Oxrtz2m 


e que a posição de uma segunda partícula seja dada por 


хә = —3 + cost уз = 1 + sent О<=т=2т 


(a) Trace as trajetórias de ambas as partículas. Quantos pontos 
de intersecção existem? 

(b) Alguns desses pontos de intersecção são pontos de colisão? 
Em outras palavras, essas partículas alguma vez estão no 


PROJETO DE LABORATÓRIO 


М 


М 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52 
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mesmo lugar ao mesmo tempo? Se isso ocorrer, encontre os 
pontos de colisáo. 


(c) Descreva o que acontecerá se a trajetória da segunda partí- 
cula for dada por 


»w=3+cost y=l+sent Oxtzx2m 


Se um projétil é lançado com uma velocidade inicial de vo metros 
por segundo num ângulo a acima da horizontal e assumindo que 
a resistência do ar é desprezível, então a posição depois de г se- 
gundos é dada pelas equações paramétricas 


1 
х = (vocosa)f у = (vo sen о) — 5 JË 


onde g é a aceleração da gravidade (9,8 m/s? ). 


(a) Se uma arma for disparada com ао = 30° e vo = 500 m/s, 
quando a bala atingirá o solo? A que distância da arma a bala 
atingirá o solo? Qual a altura máxima alcançada pela bala? 


(b) Use uma ferramenta gráfica para verificar suas respostas na 
parte (a). Então trace a trajetória do projétil para vários ou- 
tros valores do ângulo « para ver onde a bala atinge o solo. 
Resuma o que você encontrou. 


(c) Mostre que a trajetória é parabólica, eliminando o parâmetro. 


Investigue a família de curvas definidas pelas equações paramé- 
tricas x = P, y = P — ct. Como muda o formato quando c au- 
menta? Ilustre, traçando vários membros da família. 


As curvas de catástrofe em forma de cauda de andorinha são 
definidas pelas equações paramétricas x = 2ct — 4f, 
y = —ct? + 3t*. Trace várias dessas curvas. Quais as caracterís- 
ticas que essas curvas têm em comum? Como variam quando c 
aumenta? 


Faça um gráfico de diversos membros de uma família de curvas 
com equações paramétricas x = t + a cos t, y = t + а sen t, onde 
a > 0. Como muda o formato quando a aumenta? Para quais va- 
lores de a a curva tem pontos de mínimo? 


Faça um gráfico com vários membros das família de curvas 
x = sent + sen nt, y = cos t + cos nt, onde n é um número in- 
teiro positivo. Quais as características que essas curvas têm em co- 
mum? O que acontece quando n cresce? 


As curvas com equações x = a sen nt, y = b cos t são chamadas 
figuras de Lissajous. Investigue como essas curvas mudam 
quando a, b e n variam. (Tome n como um inteiro positivo.) 


Investigue a família de curvas definidas pelas equagóes paramé- 
tricas x = cos f, y = sen t — sen ct, onde c > 0. Comece tomando 
c como um inteiro positivo e veja o que acontece com a forma à 
medida que c cresce. A seguir, explore algumas das possibilida- 
des que ocorrem quando c é uma fração. 


РЭ ROLANDO CÍRCULOS AO REDOR DE CÍRCULOS 


УА 


ЕСЕ 


Neste projeto investigaremos as famílias de curvas, chamadas hipocicloides е ерісі- 

cloides, que sáo geradas pelo movimento de um ponto em um círculo que rola dentro 

ou fora de outro círculo. 

1. Uma hipocicloide é uma curva traçada por um ponto fixo P num círculo C de raio 
b conforme C desliza no interior do círculo com centro O e raio a. Mostre que se 
a posição inicial P é (a, 0) e o parámetro 0 é escolhido como na figura, então as equa- 
ções paramétricas da hipocicloide são 


zh) y= (a= bsn ра) 


y | É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 
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Olhe no Module 10.1B para ver 
como as hipocicloides sáo formadas 
pelo movimento de círculos 
deslizantes. 


Use uma ferramenta gráfica para desenhar os gráficos de hipocicloides com a sendo 
um inteiro positivo e b — 1. Como o valor de a afeta o gráfico? Mostre que, se to- 
marmos а = 4, então as equações paramétricas da hipocicloide se reduziráo a 


x = 4 cos? 0 у = 4 ѕеп? Ө 


Essa curva é denominada hipocicloide de quatro cüspides, ou astroide. 


Agora tente b = 1 ea = n/d, uma fração onde n e d não têm fator comum. Primeiro 
faça n = 1 e tente determinar graficamente o efeito do denominador d no formato 
do gráfico. Então faça n variar mantendo d constante. O que acontece quando 
п= 4+1? 

О que acontece se b = 1 еа for irracional? Experimente com um nümero irracio- 
nal do tipo y2 ou — 2. Tome valores cada vez maiores para Ө e especule sobre o 


que deveria acontecer se tracássemos a hipocicloide para todos os valores reais de 
9. 


Se o círculo C rolar do /ado de fora de um círculo fixo, a curva tragada por P será 
chamada epicicloide. Encontre equagóes paramétricas para a epicicloide. 


Investigue os possíveis formatos para a epicicloide. Use métodos similares aos Pro- 
blemas 2-4. 


EM Cálculo com Curvas Parametrizadas 


Se pensarmos em uma curva parametrizada 
sendo traçada pelo movimento de uma 
partícula, então dy/dt e dx/dt são as 
velocidades vertical e horizontal da 
partícula e a Fórmula 1 diz que a inclinação 
da tangente é a razão dessas velocidades. 


а?у 


Dy , d£? 
[2] Observe que Еа Ls d 


dt? 


Tendo visto como representar as curvas por equações paramétricas, vamos agora aplicar os mé- 
todos de cálculo a essas curvas parametrizadas. Em particular, resolveremos problemas en- 
volvendo tangentes, área, comprimento de arco e área de superfície. 


ШЕШ Tangentes 


Suponha que f'e g sejam funcóes diferenciáveis e queremos encontrar a reta tangente a um ponto 
da curva x = f(t) e y = g(t) onde y também é uma função diferenciável de x. A Regra da Ca- 
deia nos diz que 


Ay HY y 
dt ах dt 
Se dx/dt 4 0, podemos isolar dy/dx: 
Ду 
dy dt dx 20 
= se — 
dx dx dt 
dt 


A Equação 1 nos permite encontrar a inclinação dy / dx da tangente para uma curva para- 
métrica sem ter que eliminar o parâmetro т. Podemos ver de | 1 | que a curva tem uma tangente 
horizontal quando dy/dt = 0 (desde que dy/dt 5 0) e tem uma tangente vertical quando 
dx/dt = 0 (desde que dy/dt 4 0). Essa informação é útil para esboçar as curvas parametrizadas. 

Como sabemos do Capítulo 4, no Volume I, é também útil considerar d?y/dx?. Isso pode 
ser encontrado mudando y por dy/dx na Equação 1: 


16 

ду d (2-4 dx 

dx? dx \ dx dx 
dt 
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ELA Uma curva С é definida pelas equações paramétricas х = t? e y = t? — 3t. 

(a) Mostre que C tem duas tangentes no ponto (3, 0) e encontre suas equações. 

(b) Encontre os pontos em C onde a tangente é horizontal ou vertical. 

(c) Determine onde a curva sobe e desce e onde sua concavidade é para cima ou para baixo. 
(d) Esboce a curva. 


SOLUÇÃO 
(a) Observe que y = £? — 3t = t(£? — 3) = 0 quando t = 0 out = +\/3. Portanto, o ponto 
(3, 0) em C surge de dois valores do parámetro, t — JA et = —4/3.Isso indica que С inter- 


cepta a si própria em (3, 0). Uma vez que 


dy dy 35-3 3(. 1| 
dx ах/а 2t 2 t 


a inclinação da tangente quando t = +43 é dy/dx = +6/(2 V3) = +43 ; assim, as equa- 
ções das tangentes em (3, 0) são 


y-43(x-3 е y=-43(x-3) 


(b) C tem uma tangente horizontal quando dy/dx = 0, isto é, quando дуй = 0 е 
dxldt # 0. Uma vez que dy/dt = 3f? — 3, isso ocorre quando 2 = 1, isto é, £ = +1. Os pontos cor- 
respondentes em C são (1, —2) e (1, 2). C tem uma tangente vertical quando 
dx/dt = 2t = 0, isto é, = 0. (Observe que dy/dt = 0 ali). O ponto correspondente em C é (0, 0). 
(c) Para determinar a concavidade, calculamos a segunda derivada: 


d (dy 3 1 
2 1+—у 2 
d'y  dtXdx) _2 po S1) 


dx? dx 2t 4t? 


Então a concavidade da curva é para cima quando f > 0 e para baixo quando t < 0. 
(d) Usando as informações das partes (b) e (c), esboçamos C na Figura 1. 


| EXEMPLO 2 | 

(a) Encontre a tangente à cicloide x = r(0 — sen 0), y = r(1 — cos 0) no ponto onde 0 = 7/3. 
(Veja o Exemplo 7, na Seção 10.1.) 

(b) Em que pontos a tangente é horizontal? Quando é vertical? 

SOLUÇÃO 

(a) A inclinação da reta tangente é 


dy  dy/dg | rsenü0 _ senô 
dx | dx/d0 r(1-cos0) 1 — cos 6 
Quando 0 — 7/3, temos 


T T т y3 т r 
xr — sen =r = y=r|l-cos— | =— 
3 3 3 2 3 2 


dy __ sen(m/3 _ 3/2 _ 
dx 1-cos(m/3) 1-4 v3 


Portanto, a inclinação da tangente é 3 e sua equação é 


a 


r тт к/з 
->= -— + 
A e gu 


A tangente está esboçada na Figura 2. 


FIGURA 2 


УА 


у= уз (1 3) 


FIGURA 1 
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Os limites de integração para t são encontrados 
da maneira usual com a Regra da Substituição. 

Quando x = a, t é æ ou B. Quando x = b,téo 
valor remanescente. 


FIGURA 3 


O resultado do Exemplo 3 diz que a área sob um 
arco da cicloide é três vezes a área do círculo que 
rola e gera a cicloide (veja o Exemplo 7 na Seção 
10.1). Galileu conjecturou esse resultado, mas 
este foi demonstrado inicialmente pelos 
matemáticos francés Roberval, e italiano 
Torricelli. 


(b) A tangente é horizontal quando dy/dx = 0, o que ocorre quando sen 0 = 0 e 
] — cos 0 3 0, isto é, Ө = (2n — 1)т, n um inteiro. O ponto correspondente na cicloide é 
(Qn — Dr, 2r). 

Quando Ө = 2n7, tanto dx/d0 quanto dy/d0 são О. A partir do gráfico parece que existem 
tangentes verticais naqueles pontos. Podemos verificar isso usando a Regra de L' Hóspital, 
como a seguir: 


sen Ө cos 0 


im —— = im = im = 
62nv^ dx 6—2nr* 1 — cos 0 0—2nmr * sen 0 


Um cálculo similar mostra que dy/dx — —o quando 0 — 2n; assim, realmente existem 
tangentes verticais quando 0 = 2n7, isto é, quando x = 2nmr. E 


ШЕШ Areas 


Sabemos que a área sob uma curva у = F(x) de a até b é A = M: (x) dx, em que F(x) = 0. Se 
a curva for dada por equações paramétricas x = f (t), y = g(t), а < t < В, então podemos 
deduzir uma fórmula de área pelo uso da Regra da Substituigáo para Integrais Definidas 
como a seguir: 


A= [Гах = (И gr) fr) dt |» |; MOLKO «| 


ЭХ 40H Encontre a área sob um arco da cicloide 


x — r(0 — sen 0) y = r(1 — cos 6) 


(Veja a Figura 3.) 


SOLUÇÃO Um arco da cicloide é dado por O < 6 < 27. Usando a Regra da Substituição 
com y = r(1 — cos 0) e dx = r(1 — cos 0)40, temos 


(Zar 2т 
А= |" ydr= | r(1 — cos 6)r(1 — cos 0) 40 
= ү? ("a — cos 0)? do = г? ("a — 2 cos 0 + cos?0) d0 
0 0 


= y? ME — 2 cos + 1(1 + cos 26)] 40 


\ 


ro — 2sen6 + ¿sen 20)” 


ll 


rs . 2) = Зтр? 


ШШШ Comprimento de Arco 


Já sabemos como encontrar o comprimento L de uma curva C dada na forma y — F(x), 
а S x < b. A Fórmula 8.1.3 diz que, se F’ for contínua, então 


Suponha que C também possa ser descrita pelas equações paramétricas x = f(t) e 
y = g(t), а <= t < В, em que dx/dt = f '(t) > 0. Isso significa que C é percorrida uma vez, 
da esquerda para a direita, quando t aumenta de a até B e f (a) = a,f (B) = b. Colocando a 
Fórmula 1 na Fórmula 2 e usando a Regra da Substituição, obtemos 


dy Y? в dy/dt\? d 
i dx = | ү EA da 
dx à dx/dt ] dt 
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Uma vez que dx/dt > 0, temos 


NET: 


Mesmo que C não possa ser expressa na forma y = F(x), a Fórmula 3 ainda é válida, mas a 
obtemos por aproximações poligonais. Dividimos o intervalo do parámetro [a, В] em n sub- 
intervalos de comprimentos iguais At. Se fo, ti, 5, ..., tn são as extremidades desses subin- 
tervalos, então x; = f (tj) e y; = g(t;) são as coordenadas dos pontos Р(х уг) que estão em C 
e o polígono com vértices Po, P1, .. . , Р, aproxima C. (Veja a Figura 4.) 

Como na Seção 8.1, no Volume I, definimos o comprimento L de C como o limite dos FIGURA 4 
comprimentos dessas poligonais aproximadoras quando n — oo: 


L= lim Y |P- Р, | 


O Teorema do Valor Médio, quando aplicado a f no intervalo [t;-1, ti], fornece um número г 
em (ti-1, ti) tal que 
F) — f(ti-i) = fa) — tio) 


Agora Ax; = x; — Xi-1 € Ay; = yi — уг, e essa equação fica 


Ax; = f'(t*) At 
Analogamente, quando aplicado а g, o Teorema do Valor Médio fornece um número 1** em 
(t;- 1, ti), de forma que 

Ay, = g'(t**) At 


Portanto 
[PP] = (Ao? + (Ay)? = AF GP) NEP. + Lg) Ar]? 
= AGP + FSP At 
e também 
à L= tim $ ГР ТУР М 


A soma em |4] se parece com a soma de Riemann da função y[ f'(2]? + [g'(t) ^, contudo, 
não é exatamente uma soma de Riemann, porque em geral t*  1**. Mesmo assim, se f ' e 
g' forem contínuas, pode ser mostrado que o limite em |4| é 
o mesmo que se t* e t** fossem iguais; ou seja, 


L= (“TOP + TOP а 


Então, usando a notação de Leibniz, temos o seguinte resultado, que possui a mesma forma 
de 3. 


5 | Teorema Se uma curva С é descrita por equações paramétricas x = f (t), 


y = g(t), a S t < B, onde f’ e g' são contínuas em [a, В] e C é percorrida exata- 
mente uma vez quando f aumenta de a até B, então o comprimento de C é 


B dx V dy V 
L= ==. күр | dt 
à dt dt 
Observe que a fórmula no Teorema 5 é consistente com as fórmulas gerais L — [ds e 
(ds)? = (dx)? + (dy)? da Seção 8.1, no Volume I. 


588 CÁLCULO 


O resultado do Exemplo 5 diz que o comprimento 
de um arco de uma cicloide é oito vezes o raio 
do círculo gerador (veja a Figura 5). Isso foi 
demonstrado pela primeira vez em 1658 por sir 


Christopher Wren, que depois se tornou o 
arquiteto da Catedral de São Paulo, em Londres. 
УА L=8r 
> 
0 2mr x 
FIGURA 5 


ЗЛА Se usarmos a representação do círculo unitário dada no Exemplo 2, na Seção 
10.1, 


x = cost у = sent О=т=2т 


então dx/dt = —sen t e dy/dt = cos t, logo o Teorema 5 nos dá 


а dt 


27 d. 2 d 2 "21 T 
L -Í | =) + (2) dt — |, /sen?t + cos?t dt = [ dt = 23 


como esperado. Se, por outro lado, utilizarmos a representacáo dada no Exemplo 3 na Secáo 
10.1, 


X — sen 2t y = cos 2t 0O<t<27 


então dx/dt = 2 cos 2t, dy/dt = —2 sen 2t e a integral do Teorema 5 fornece 


m dv [dy V ; " 
| a 3 " (2) а = | „Д cos? 2t + 4 sen? 2r а = | 2 dt = 47 


0 dt dt 


[Z] Observe que a integral fornece o dobro do comprimento do arco do círculo, porque quando 
t aumenta de 0 até 277, o ponto (sen 2f, cos 27) percorre o círculo duas vezes. Em geral, ao 
encontrarmos o comprimento da curva C a partir de uma representação paramétrica, temos 
de tomar cuidado para ter a certeza de que C é percorrida apenas uma vez quando f aumenta 
de a até 6. E 


ЗЛ Encontre o comprimento de um arco da cicloide x = r(0 — sen Ө), 
y = r(l — cos 0). 


SOLUÇÃO Do Exemplo 3 vemos que um arco é descrito pelo intervalo paramétrico 
0 < 9 x 27. Uma vez que 


dx 


d 
ug M — cos 0) e р = т 5010 


“ET: 


= E VrX(1 — cos 0)? + r?sen?0 do 


temos 


\ 


Е Мг?(1 — 2 соѕ0 + соѕ20 + ѕеп20) de 


= r [7/21 — cos 0) de 
0 


Para calcular essa integral, usamos a identidade sen?x = 3 (1 — cos 2x) com 0 = 2x, que 
fornece 1 — cos 0 = 2 sen*(0/2). Como 0 < 0 < 27, obtemos 0 < 0/2 x т, logo, 
sen(0/2) = 0. Portanto 


20 — cos Ө) = 4 ѕеп2(0/2) = 2|sen(6/2)| = 2 sen(9/2) 


e também 
1, = 2г E sen(0/2) do = 2r[—2 cos(0/2)]" 
= 2r[2 + 2] = 8r [| 


ШШШ Área de Superfície 


Da mesma maneira como para o comprimento do arco, podemos adaptar a Fórmula 8.2.5, no 
Volume I, para obter uma fórmula para a área da superfície. Se a curva dada pelas equações 
paramétricas x = f (t), у = д(®), а S t < f, girar em torno do eixo x, onde f ', g'são contínuas 


e g(t) = 0, então a área da superfície resultante é dada por 


dx 
dt 


о 


coo 


ER 
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As fórmulas simbólicas gerais $ = [оту ds e S = (2тх ds (Fórmulas 8.2.7 e 8.2.8, no Volu- 
me 1), ainda são válidas, mas para as curvas parametrizadas usamos 


O) 


ELA Mostre que a área da superfície de uma esfera de raio r é 47rr?. 


SOLUÇÃO A esfera é obtida pela rotação do semicírculo 
x =r cost y=rsent 


sobre o eixo x. Portanto, da Fórmula 6, temos 


$ = Г 2лтг sen t J/(—r sen t + (r cos t)? dt 


= 2m I: r sen t J/rXsen?t + соз?) dt = 21 | rsen t + гаї 
0 0 


= 2тг? F sen t dt = 2лт”(—со$ 9]; = Aqr? 


EM Exercícios 


1-2 Encontre dy/dx. 


1. x=tsent, y -P-t 2 х= Ш, у= үте" 


3-6 Encontre uma equação da tangente à curva no ponto corres- 
pondente ao valor do parámetro dado. 


1, t=-1 


4. x=t-f) 


3. х= y-P-ct 


у=1+; t=1 


5. x=tcost, y —tsent; t=T 


6. х= соѕ 0 ѕеп 20, у = ѕеп 0 = соѕ 20; 0=0 


1-8 Encontre uma equação da tangente da curva num dado ponto 
por dois métodos: (a) sem eliminar o parámetro e (b) eliminando o 
parámetro primeiro. 


71 x-l-tlnf, y=ť +2; 
8. x-1- Nt, y=e"; 


(1,3) 
(2, e) 


9-10 Encontre uma equação da(s) tangente(s) à curva no ponto 
dado. A seguir, trace a curva e a(s) tangente(s). 


9. x=6sent у=? +t, (0,0) 


10. x=cost+cos2t, у = sent + sen 27; 


(EL I) 


11-16 Encontre dy/dx e d?y/dx?. Para quais valores de t a curva é 
cóncava para cima? 


П. x=2+1, y-2P-t 14 x-P-—125, y-P?-—1 
13. x=e, у= іе"! 14. х=Р +1, у= е 1 
15. x=2sent, у= 3 соѕ і, 0 <1< 2т 

16. х = соѕ 21, y = соѕ і, 0 << т 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


М 


17-20 Encontre os pontos na curva onde a tangente é horizontal ou 
vertical. Se você tiver uma ferramenta gráfica, trace a curva. 


17. х=? - 3, y=P-—3 

18. х= 31, у=? – ЗР 

19. х = cos, у = соѕ 30 

20. x= е5еп Ө у = ecos 0 

21. Use um gráfico para estimar as coordenadas do ponto mais à es- 
querda na curva x = f — t$, y = e'. Então, use o cálculo para 
calcular as coordenadas exatas. 

22. Useum gráfico para estimar as coordenadas do ponto mais baixo 


e do ponto mais à esquerda na curva x = t^ — 
A seguir, encontre as coordenadas exatas. 


2L, y=t+ f. 


23-24 Trace a curva em uma janela retangular que mostre todos os 
aspectos importantes da curva. 


23. 2p 


х= 20, у= B—t 


24. 


х= +40 - 82, y 2n —t 


25. Mostre que a curva x = cos f, у = sen t cos t tem duas tangen- 


tes em (0, 0) e encontre suas equações. Esboce a curva. 


26. Trace a curva x = cos t + 2 cos 2t, y = sent + 2 sen 2t para des- 
cobrir onde ela intercepta a si mesma. A seguir, encontre equa- 


ções para ambas as tangentes nesse ponto. 


27. (a) Encontre a inclinação da reta tangente à trocoide 
x = r0 — d sen Ө, y = r — d cos 0 em termos de 0. (Veja o 
Exercício 40, na Secáo 10.1.) 

SCA, É necessário usar um sistema de computação algébrica 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
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(b) Mostre que, se d < r, então a trocoide não tem uma tangente 
vertical. 


(a) Encontre a inclinação da reta tangente à trocoide x = a cos?0, 
у = a ѕеп?0 em termos de Ө. (As astroides foram exploradas 
no Projeto de Laboratório.) 

(b) Em que pontos a tangente é horizontal ou vertical? 

(c) Em que pontos a tangente tem inclinação 1 ou —1? 


4t — t? a reta tan- 


Em quais pontos na curva x = 22, y = 1 4 
gente tem inclinação 1? 


Encontre as equações das tangentes à curva x = 32 + 1, 
y = 2ť + 1 que passam pelo ponto (4, 3). 


Use as equações paramétricas de uma elipse, x = a cos 6, 
у = b sen 0,0 < 0 < 27, para calcular a área delimitada por 
essas curvas. 


Calcule a área delimitada pela curva х = г? – 2t, у = Jte 
pelo eixo y. 


Encontre a área delimitada pelo eixo x e pela curva x = 1 + e', 
= 2 
y=t=É, 


Calcule a área da região limitada pela astroide x = a cos?0, 
y = a sen%0. (As astroides foram exploradas no Projeto de La- 
boratório.) 


Encontre a área sob um arco da trocoide do Exercício 40, na 
Seção 10.1, para o caso d < r. 


Seja R a região dentro do laço da curva no Exemplo 1. 

(a) Calcule a área de R. 

(b) Se R girar em torno do eixo x, encontre o volume do sólido 
resultante. 

(c) Encontre o centroide de R. 


37-40 Escreva uma integral que represente o comprimento da 
curva. A seguir, use sua calculadora para encontrar o comprimento 
com precisáo de quatro casas decimais. 


37. x -tte', y-t—e', 0xtx2 

38. x=P-t у=, I<t<4 

39. x —-t —2sent, y=1-—2cost, Oxtx4mr 

40. x 2t - Jf, yot— Ji 0<t<l 

41-44 Calcule o comprimento da curva. 

4. x=1+32, y=4+2f, Oxtxl 

42. x -e' t e', y=5-2, 0<t<3 

43. х= tsent, y ^tcost, Oxtxl 

44. х = 3cost —cos3t, y= 3 sent —sen3t, О=т=т 


45. 


ИМ 45-46 Trace a curva e calcule seu comprimento. 


x=e'cost, у= e'sent, Oxt 


SCA 


SCA 


1 

46. x —cost + 10(105 0), y=sent, т/4<т=3т/4 

47. Trace a curva x = sen f + sen 1,5t, y = cos t e encontre seu 
comprimento correto com 4 casas decimais. 

48. Ache o comprimento do laço da curva x = 31 — t’, у = 32. 

49. Use a Regra de Simpson com n = 6 para estimar o comprimento 
dacurvax=t-—e',y=t+e',-6<t<6. 

50. No Exercício 43, na Seção 10.1, foi pedido que você deduzisse 


as equações paramétricas x = 2a cotg 0, y = 2a sen?0 para a 
curva chamada bruxa de Maria Agnesi. Use a Regra de Simpson 
com n = 4 para estimar o comprimento do arco dessa curva dada 
por 7/4 < 0 < 7/2. 


51-52 Encontre a distáncia percorrida por uma partícula com posi- 
ção (x, y) quando t varia em um dado intervalo de tempo. Compare 
com o comprimento da curva. 


51. x —sent, y = cost, 0tx3m 
52. x= cost, y = cost, Ortx4m 
53. Mostre que o comprimento total da elipse x = a sen 0, 
y=bc0s0,a>b>0,é 
L = 4a [^n = seno de 
0 
onde e é a excentricidade da elipse le — c/a, com 
с = ya? — b? ). 
54. Calcule o comprimento total da astroide x = a cos?0, у = sen?0 
com a > 0. 
55. (a) Trace a epitrocoide com equações 
x = 11 cos t — 4cos(117/2) 
у = 11 sent — 4sen(117/2) 
Qual intervalo do parámetro fornece a curva completa? 
(b) Use seu SCA para calcular o comprimento aproximado dessa 
curva. 
56. Uma curva chamada espiral de Cornu é definida pelas equa- 


ções paramétricas 
x = С@) = | cos(mu?/2) du 


y = $() = [o ѕеп(яти?/2) du 


onde Ce S são as funções de Fresnel que foram introduzidas no 
Capítulo 5. 


(a) Trace essa curva. O que acontece quando t — o» e t > — o0? 


(b) Calcule o comprimento da espiral de Cornu a partir da ori- 
gem até o ponto com o valor do parámetro t. 


57-60 Escreva uma integral para a área da superfície obtida pela 
rotação da curva em torno do eixo x. Use sua calculadora para 
encontrar a superfície com precisão de quatro casas decimais. 


57. 
58. 
59. 
60. 


x=tsent, y=tcost, О=г=т/2 
x= sent, у = ѕеп 21, 0<t= 7/2 
x=l+te, у= (2 + ђе, 0<t<l 
х= 2-б, y=t+t', 0xtxl 


61-63 Encontre a área exata da superfície obtida pela rotação da 
curva dada em torno do eixo x. 


61. 
62. 
63. 


х=, у=, 0<t<] 
x-3t- P, у= 30, О<т=1 
х = асоѕ?0, у = аѕеп?0, 0x0 x 7/2 


FE e. 


Trace a curva 


х = 2 соз 0 — cos 20 y —2sen 0 — sen 20 
Se essa curva girar em torno do eixo x, calcule a área da super- 
fície resultante. (Use o gráfico para ajudar a encontrar o intervalo 
correto do parámetro.) 


65-66 Calcule a área da superfície gerada pela rotação da curva 
dada em torno do eixo y. 


65. 
66. 


67. 


68. 


69. 


x=32, y -2P, 0<t<5 
x=e-—t, y=4e?, 0<t<l 

Se f' for contínua e f'(t) # O para a « t < b, mostre que a curva 
parametrizada x = f (f), y = g(t), a S t = b, pode ser colocada 
na forma y = F(x). [Dica: Mostre que f !.] 


Use a Fórmula 2 para deduzir a Fórmula 7 a partir da Fórmula 
8.2.5, no Volume I, para o caso no qual a curva pode ser repre- 
sentada na forma y = F(x), a S x Sb. 


A curvatura no ponto P da curva é definida como 


dé 
ds 


к= 


onde ф é o ángulo de inclinagáo da reta tangente em P, como 
mostrado na figura. Então, a curvatura é o valor absoluto da taxa 
de variação de ф em relação ao comprimento de arco. Essa pode 
ser considerada uma medida da taxa de variação de direção da 
curva em P e será estudada em mais detalhes no Capítulo 13. 
(a) Para a curva parametrizada x = x(t), y = y(t), deduza a 
fórmula 
|29 — 09| 
onde os pontos indicam as derivadas em relação а t, assim 
X = аха. [Dica: Use & = tg” (dy/dx) e a Fórmula 2 para en- 
contrar dp/dt. Então, use a Regra da Cadeia para achar de/ds.] 
(b) Considerando uma curva y — f (x) como a curva parametri- 
zada x = x, y = f (x), com o parámetro x, mostre que a fór- 
mula na parte (a) se torna 
[4?у/ах | 
[1  (dy/dx) р? 


YA 


=Y 


| 


PROJETO DE LABORATÓRIO 


10. 


n. 


72. 


13. 


74. 


ҮМ CURVAS DE BÉZIER 
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(a) Use a fórmula no Exercício 69(b) para encontrar a curvatura 
da parábola y = x? no ponto (1, 1). 


(b) Em que ponto essa parábola tem curvatura máxima? 


(a) Use a fórmula no Exercício 69(a) para encontrar a curvatura 
da cicloide x = 0 — sen 0, y = 1 — cos Ө no topo de um de 
seus arcos. 


(a) Mostre que a curvatura em cada ponto de uma reta ёк = 0. 


(b) Mostre que a curvatura em cada ponto do círculo de raio r é 
к = lr. 


Um barbante é enrolado ao redor de um círculo e então desen- 
rolado, sendo mantido esticado. A curva traçada pelo ponto P 
no final do barbante é chamada involuta do círculo. Se o cír- 
culo tiver raio r e centro O, se a posição inicial de P for (r, 0) e 
se o parâmetro 0 for escolhido como na figura, mostre que as 
equações paramétricas da involuta são 


x — r(cos 0 + 0 sen 0) y = r(sen 0 — 0 cos 0) 


Uma vaca é amarrada a um silo com raio r por uma corda com- 
prida o suficiente para alcançar apenas o outro lado do silo. Cal- 
cule a área disponível para a vaca pastar. 


paramétricas 


As curvas de Bézier são usadas em Computer-Aided Design (CAD) e têm esse nome 
em homenagem a Pierre Bézier (1910-1999), matemático francés que trabalhava na 
indústria automobilística. Uma curva cúbica de Bézier é determinada por quatro pon- 
tos de controle, Po(xo, уо), Pi(x1, yi), Poo, y2) e Pss, уз), e é definida pelas equações 


X 


xo(1 


ОТЕ E 3xst =) 


y 


yo(1 


0)?  3yut(1 — 2  3yt( — д 


FZ É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 
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onde 0 = т = 1. Observe que, quando т = 0, temos (x, y) = (xo, yo), e quando t = 1, 
obtemos (x, у) = (xs, уз); assim, a curva começa em Ро e termina em Р». 


1. Trace a curva de Bézier com pontos de controle Po(4, 1), Р.(28, 48), Р›(50, 42) e 
P3(40, 5). Então, na mesma tela, trace os segmentos PoP;, Р.Р e P2P3. (O Exercí- 
cio 31 na Seção 10.1 mostra como fazer isso.) Observe que os pontos de controle 
intermediários P, e P2 não estão na curva; a curva começa em Po, vai em direção a 
P; e P» sem tocá-los, e termina em P3. 


2. A partir do gráfico no Problema 1, parece que a tangente em Po passa por Pe a tan- 
gente em Рз passa por P». Demonstre isso. 


3. Tente produzir uma curva de Bézier com um laço mudando o segundo ponto de con- 
trole no Problema 1. 


4. Algumas impressoras a laser usam as curvas de Bézier para representar letras e ou- 
tros símbolos. Experimente com pontos de controle até vocé encontrar uma curva 
de Bézier que dé uma representação razoável da letra C. 


5. Formatos mais complexos podem ser representados juntando-se duas ou mais cur- 
vas de Bézier. Suponha que a primeira curva de Bézier tenha pontos de controle Ре, 
Pı, P», Ре a segunda tenha pontos de controle Рз, P4, Ps, Ps. Se quisermos que es- 
sas duas partes se juntem de modo liso, então as tangentes em Р» devem coincidir, 
e os pontos P», Рз e P4 devem estar nessa reta tangente comum. Usando esse prin- 
cípio, encontre os pontos de controle para um par de curvas de Bézier que repre- 
sente a letra S. 


103 | Coordenadas Polares 


P(r,0) 
r 
О ла > 
eixo polar x 
FIGURA 1 
(r, 0) 
Ө+ т 
0 
v О 
A 
A 
а 
A 
^ 
rA 
(Er, 0) 
FIGURA 2 


Um sistema de coordenadas representa um ponto no plano por um par ordenado de números 
chamados coordenadas. Até agora usamos as coordenadas cartesianas, que sáo distáncias orien- 
tadas a partir de dois eixos perpendiculares. Nesta seção descreveremos um sistema de coor- 
denadas introduzido por Newton, denominado sistema de coordenadas polares, que é mais 
conveniente para muitos propósitos. 

Escolhemos um ponto no plano chamado polo (ou origem) e está rotulado de O. Entáo de- 
senhamos uma meia linha comegando em O chamada eixo polar . Esse eixo é geralmente de- 
senhado horizontalmente para a direita e corresponde ao eixo x positivo nas coordenadas car- 
tesianas. 

Se P for qualquer outro ponto no plano, seja r a distáncia de O até P e seja 0 o ángulo (ge- 
ralmente medido em radianos) entre o eixo polar e a reta OP, como na Figura 1. Assim, o ponto 
P é representado pelo par ordenado (r, 0) e r, 0 sáo chamados coordenadas polares P. Usa- 
mos a convenção de que um ângulo é positivo se for medido no sentido anti-horário a partir 
do eixo polar e negativo se for medido no sentido horário. Se P = O, então r = 0, e conven- 
cionamos que (0, 0) representa o polo para qualquer valor de 0. 

Estendemos o significado de coordenadas polares (r, 0) para o caso no qual r é negativo 
convencionando que, como na Figura 2, os pontos (—r, 0) e (r, 0) estão na mesma reta pas- 
sando por O e estáo à mesma distáncia |r | a partir de O, mas em lados opostos de O. Se 
r > 0, o ponto (r, 0) está no mesmo quadrante que 0; ser < 0, ele está no quadrante do lado 
oposto ao polo. Observe que (—r, 0) representa o mesmo ponto que (r, 0 + 77). 


Marque os pontos cujas coordenadas polares sáo dadas. 
(а) (1, 57/4) (b) (2, 37) (c) (2, -27/3) (d) (—3, 37/4) 


SOLUÇÃO Os pontos estão marcados na Figura 3. Na parte (d) o ponto (—3, 31/4) está loca- 
lizado trés unidades a partir do polo no quarto quadrante, porque o ángulo 37/4 está no 
segundo quadrante e r — —3 é negativo. 
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37 
Sr 
27 "ED 0) 
4 e + e 
o (2,37) O s 3 


FIGURA 3 


No sistema de coordenadas cartesianas cada ponto tem apenas uma representação, mas no 
sistema de coordenadas polares cada ponto tem muitas representações. Por exemplo, o ponto 
(1, 57/4) no Exemplo 1(a) poderia ser escrito como (1, —37/4) ou (1, 137/4) ou 
(—1, 1/4). (Veja a Figura 4.) 


эт (0) 13 
4 4 A 
[0] dg [0] 
4 


FIGURA 4 


De fato, como uma rotação completa no sentido anti-horário é dada por um ángulo 27%, o 
ponto representado pelas coordenadas polares (r, 0) é também representado por 


(r, 0 + 2пт) e (—r, 0 + (2n + 1)т) 


onde n é qualquer inteiro. 

A relação entre as coordenadas polares e cartesianas pode ser vista a partir da Figura 5, na 
qual o polo corresponde à origem e o eixo polar coincide com o eixo x positivo. Se o ponto P 
tiver coordenadas cartesianas (x, y) e coordenadas polares (r, 0), então, a partir da figura, temos 


x y 
cos 0 = — sen Ө == 
r r 


e também 


1 x =rcos 0 у = теп 6 


Embora as Equações 1 tenham sido deduzidas a partir da Figura 5, que ilustra o caso onde 
г> 0 е 0 < Ө < 7/2, essas equações são válidas para todos os valores de г e Ө. (Veja a defi- 
nição geral de sen 0 e cos 0 no Apéndice D, no Volume I.) 

As Equagóes 1 nos permitem encontrar as coordenadas cartesianas de um ponto quando as 
coordenadas polares são conhecidas. Para encontrarmos r e 0 quando x e y são conhecidos, usa- 
mos as equações 


2 г? = х? + y? 


tgo =” 
х 


que podem ser deduzidas a partir das Equações 1 ou simplesmente lidas а partir da Figura 5. 


ҮШ Converta o ponto (2, 7/3) de coordenadas polares para cartesianas. 
SOLUÇÃO Como г = 2 e 0 = 7/3, as Equações 1 fornecem 


1 


Do 

2 

JB oL 
2 “3 


T 
x=rcos6 = 2 cos 3 =2 


T 
Jg Seng = 2 senz Es 


Portanto, o ponto é (1, /з. ) nas coordenadas cartesianas. Es 


М 
Оу 
ЕЗ 
x 
N 
NS 
x 
bt 
Cu 
T 
4 
Z O 
Cá 
E 7) 
YA 
P(r, 0) = Р(х, y) 
r 
y 
О X X 
FIGURA 5 


594 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
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FIGURA 8 
Tabela de valores e 
gráfico der = 2 cos 0 


ЭХО Represente o ponto com coordenadas cartesianas (1, — 1) em termos de coordena- 
das polares. 


SOLUÇÃO Se escolhermos r positivo, então a Equação 2 fornece 


г = /х? + у? = {12 + (-1)? = y2 


tgo=2=-1 
х 
Como o ponto (1, — 1) está по quarto quadrante, podemos escolher 0 = —т/4 ou 0 = 77/4. 
Então uma resposta possível é (2, — 7/4); e outra é (2, 7/4). [E] 


OBSERVAÇÃO As Equações 2 não determinam univocamente 6 quando x e y são dados, por- 
que, à medida que 0 aumenta no intervalo 0 = 0 < 27, cada valor de tg 0 ocorre duas vezes. 
Portanto, para converter coordenadas cartesianas em coordenadas polares, não é apenas sufi- 
ciente encontrar r e 0 que satisfaçam as Equações 2. Como no Exemplo 3, devemos escolher 
9 de modo que o ponto (r, 0) esteja no quadrante correto. 


ШШШ Curvas Polares 


O gráfico de uma equacáo polar r = f (0), ou mais genericamente, F(r, 0) = 0, consiste em 
todos os pontos P que têm pelo menos uma representação (r, 0) cujas coordenadas satisfaçam 
a equação. 


ЭХЕ Que curva é representada pela equação polar r = 2? 


SOLUÇÃO A curva consiste em todos os pontos (r, 0) com r = 2. Como r representa a distán- 
cia do ponto ao polo, a curva r = 2 representa o círculo com centro O e raio 2. Em geral, a 
equação r = a representa um círculo com centro O e raio |а|. (Veja a Figura 6.) E 


ЗЛ Esboce a curva polar 0 = 1. 


SOLUÇÃO Essa curva consiste em todos os pontos (r, 0) tal que o ângulo polar 0 é 1 radiano. É 
uma reta que passa por O e forma um ángulo de 1 radiano com o eixo polar (veja a Figura 7). 
Observe que os pontos (r, 1) na reta com r > 0 estão no primeiro quadrante, enquanto aqueles 
com г < 0 estão no terceiro quadrante. E 


EXEMPLO 6 


(a) Esboce a curva com equação polar r = 2 cos 0. 
(b) Encontre a equação cartesiana para essa curva. 


SOLUÇÃO 

(a) Na Figura 8 encontramos os valores de r para alguns valores convenientes de 0 e marcamos 
os pontos correspondentes (r, 0). Então juntamos esses pontos para esboçar a curva, que pare- 
ce ser um círculo. Usamos os valores de 0 apenas entre O e 7r, já que, se deixarmos 0 aumen- 
tar além de 7r, obtemos os mesmos pontos novamente. 


0 г —2cos 0 

0 2 

т/6 3 

m/4 2 

т/З 1 

ar/2 0 > 
2т/3 —1 
3т/4 —\2 
5т/6 —3 

T —2 
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(b) Para convertermos a equação dada em uma equação cartesiana, usamos as Equações 1 e 
2. A partir de x = r cos Ө, temos cos 0 = x/r; assim, a equação r = 2 cos 0 torna-se r = 2x/r, 
que fornece 


2х = ?= 0 + y ой 2+y—-2x=0 


Completando o quadrado, obtemos 
(х= 1)?+ y?= 1 

que é uma equação do círculo com centro (1, 0) e raio 1. E= 

YA 


A Figura 9 mostra em uma ilustração geométri- 
ca que o círculo no Exemplo 6 tem a equação 
r = 2 cos Ө. 0 ángulo ОРО é um ángulo 
reto (por quê?) e assim r/2 = cos Ө. 


FIGURA 9 


3a] Esboce a curva polar r = 1 + sen 6. d 


SOLUÇÃO Em vez de marcarmos os pontos como no Exemplo 6, primeiro esboçamos o gráfico А 

der = 1 + sen 0 em coordenadas cartesianas na Figura 10 pelo deslocamento da curva seno 1 

uma unidade para cima. Isso nos permite ler de uma vez os valores de r que correspondem aos е 
valores crescentes de 0. Por exemplo, vemos que, quando 0 aumenta de O até 77/2, г (a distán- 0 T T 3 27 0 
cia a partir de O) aumenta de 1 até 2, assim esboçamos a parte correspondente da curva polar 3 á 

na Figura 11(a). Quando 0 aumenta de 77/2 até т, a Figura 10 mostra que r diminui de 2 até 1, SIGUE d 


e dessa forma esbocamos a próxima parte da curva como na Figura 11(b). Quando 0 aumenta 
de 7 até 37/2, r diminui de 1 para O, como apresentado na parte (c). Finalmente, quando 0 
aumenta de 377/2 até 27, r aumenta de 0 para 1, como mostrado na parte (d). Se deixássemos 
Ө aumentar além de 27 ou diminuir além de 0, simplesmente retraçaríamos nossa trajetória. 
Juntando as partes da curva nas Figuras 11(a)-(d), esboçamos a curva completa na parte (е). 
Ela é chamada cardioide, porque tem o formato parecido com o de um coração. 


r=1+ sen 0 em coordenadas cartesianas, 
0=0=27 


k— n — NJ 


» 
Ol-1i- 6-20 =r o| б=т 0 


(a) (b) (c) (d) (e) 
FIGURA 11 Estágios do esboço da cardioide г = 1 + sen 0 


Эха Esboce a curva r = cos 20. 


SOLUÇÃO Como no Exemplo 7, fizemos o esboço de r = cos 20, 0 < 0 < 27, em coordena- 

das cartesianas na Figura 12. Quando 0 aumenta de 0 até 7/4, a Figura 12 mostra que r dimi- 

nui de 1 até 0, e assim desenhamos a parte correspondente da curva polar na Figura 13 O Module 10.3 ajuda você а ver 
(indicada por D. Conforme Ө aumenta de 7/4 até 7/2, r vai de O a —1. Isso significa quea comoas curvas polares são traçadas 
distância de O aumenta de 0 até 1, mas, em vez de ser no primeiro quadrante, essa parte da mostrando animações similares às Figuras 
curva polar (indicada por 2) está no lado oposto ao polo no terceiro quadrante. O restante 10-13. 

da curva é desenhado de uma maneira semelhante, com números e setas indicando a ordem 

na qual as partes são traçadas. A curva resultante tem quatro laços e é denominada rosácea 

de quatro pétalas. 
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FIGURA 12 FIGURA 13 
r — cos 20 em coordenadas cartesianas Rosácea de quatro pétalas r — cos 20 = 


ШЕШ Simetria 


Ao esboçar curvas polares, lembre-se de que é útil algumas vezes levar em conta a simetria. As 
três regras seguintes são explicadas pela Figura 14. 
(a) Se uma equação polar não mudar quando 6 for trocado por —0, a curva será simétrica 
em relação ao eixo polar. 
(b) Se a equação não mudar quando r for trocado por —r, ou quando 0 for trocado por 
0 + т, a curva será simétrica em relação ao polo. (Isso significa que a curva permane- 
cerá inalterada se a girarmos 180º em torno da origem.) 
(c) Se a equação não mudar quando Ө for trocado por т — Ө, a curva será simétrica em re- 
lação à reta vertical 0 = 77/2. 


(г, т — 0) (г, 0) 


Er, 0 ) 


(a) (b) (c) 


FIGURA 14 
As curvas nos Exemplos 6 e 8 são simétricas em relação ao eixo polar, pois 
cos(—0) = cos Ө. As curvas nos Exemplos 7 e 8 são simétricas em relação à 0 = 7/2 porque 
sen (т — 0) = sen 0 e cos 2(7 — 0) = cos 20. A rosácea de quatro pétalas é também simétri- 
ca em relação ao polo. Essas propriedades de simetria poderiam ser usadas para esboçar as cur- 
vas. Por exemplo, no Exemplo 6 só precisaríamos ter marcado pontos para O = 0 < 7/2 e então 
refleti-los em torno do eixo polar para obter o círculo completo. 


ШШШ Tangentes a Curvas Polares 


Para encontrarmos a reta tangente a uma curva polar r = f (0), vamos considerar 0 como um 
parâmetro e escrever suas equações paramétricas como 


х = r cos 0 = f (0) cos 0 у =r sen Ө = f (0) sen Ө 


Então, usando o método para encontrar inclinações de curvas parametrizadas (Equação 10.2.2) 
e a Regra do Produto, temos 


dy r 
—— — sen6 + г cos0 
dy _ 40 — 
[3] ах ах dr 


40 Jg 68D SERE 
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Localizamos as tangentes horizontais achando os pontos onde dy/d0 = O (desde que 
dx/d0 0). Do mesmo modo, localizamos as tangentes verticais nos pontos onde dx/d0 = 0 
(desde que dy/d0 = 0). 

Observe que, se estivermos olhando para as retas tangentes no polo, então r = 0 e a Equa- 
cáo 3 é simplificada para 


Y 130 “0 

pd S ge e 

de do 
Por exemplo, no Exemplo 8 achamos que r = cos 2 0 = 0 quando 0 = 7/4 ou 37/4. Isso sig- 
nifica que as retas 0 = 77/4 e 0 = 37/4 (ou y = x e y = —x) são retas tangentes ar = cos 2 0 


na origem. 


(a) Para a cardioide r = 1 + sen 0 do Exemplo 7, calcule a inclinação da reta tangente quan- 
do Ө = 7/3. 
(b) Encontre os pontos na cardioide onde a reta tangente é horizontal ou vertical. 


SOLUÇÃO Usando a Equação 3 com r = 1 + sen 6, obtemos 


dr 
—— sen6 + г cos6 


dy | d0 _ соѕ0 ѕепӨ + (1 + sen6) cos 
dx dr cos cos — (1 + sen0) sen0 
40 cos — r sen0 


_ cos0 (1 + 2sen0) _ 
1 — 2 sen% — senO 


cos0 (1 + 2 sen) 
(1 + sen0)(1 — 2 sen0) 


(a) A inclinação da tangente no ponto no qual O = 7/3 é 


dy _ с05(1/3)(1 + 2 sen(m/3)) 
(1  sen(7/3))(1 — 2 sen(m/3)) 


1+ 43 


_ i +43) 
(1 + 3/21 — 43) 


Dp*XJ43 _ 


ах Ө=т /3 


= = 1 
(2 +з)1—уз) —1—уз 
(b) Observe que 
dy EEEN А do 8 T 37 Тт llr 
—— = cos sen) = uando 0 = 
do * 20957 aa 
d 3 5 
= (1 + sen8)(1 — 2 sen6) = 0 quando 0 = t c 


Portanto, existem tangentes horizontais nos pontos (2, 7/2), (5, 71/6), (3, 117/6) e tangen- 
tes verticais em (5, 7/6) e (5, 57/6). Quando 0 = 37/2, dy/d0 e dx/d0 são О e, dessa 
forma, devemos ser cuidadosos. Usando a Regra de L' Hôspital, temos 


| dy . 1 + 2 ѕепө . cos 0 
lim — = lim ——— —— lim — — — 
6/2: dx 0>(37/27 1 — 2sen0 / 107/27 1 + senó 


1 0 1 
ji cos 


—sen 0 
im = = 00 
3 037/27 1 + ѕепӨ 


1m 
3 0>(37/27 соѕ Ө 


Por simetria, 
| dy 
lim — = —o 
620s/2* dx 


Então, existe uma reta tangente vertical no polo (veja a Figura 15). EET 


FIGURA 15 
Retas tangentes para г = 1 + sen 0 
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FIGURA 18 
r = sen(80/5) 


OBSERVACÁO Em vez de lembrarmos a Equacáo 3, poderíamos empregar o método usado 
para deduzi-la. Por exemplo, no Exemplo 9, poderíamos ter escrito 


x = r cos 0 = (1 + sen 0) cos Ө = cos Ө + 3 sen 20 
y =r sen Ө = (1 + sen 0) sen 0 = sen 0 + ѕеп20 


Portanto, temos 


dy _ dy/íd0  cos0 + 2sen6 cosg _ cos6 + sen20 
dx | dx/d0 —sen 0 + cos 20 —sen 0 + cos 20 


que é equivalente à nossa expressáo prévia. 


ШШШ Tracando Curvas Polares com Ferramentas Gráficas 


Embora seja útil saber esboçar as curvas polares simples manualmente, precisamos usar uma 
calculadora gráfica ou um computador quando nos deparamos com curvas complicadas, como 
as mostradas nas Figuras 16 e 17. 


FIGURA 16 FIGURA 17 
r = sen (2,40) + cos*(2,40) r = sen (1,20) + cos*(60) 


Algumas ferramentas gráficas tém comandos que nos permitem tragar curvas polares direta- 
mente. Com outras máquinas precisamos fazer a conversáo para curvas parametrizadas pri- 
meiro. Neste caso, tomamos a equação polar r = f (0) e escrevemos suas equações 
paramétricas como 


х = r cos 0 = f (0) cos Ө y = r sen 0 = f (0) sen 0 


Algumas máquinas requerem que o parámetro seja denominado f em vez de Ө. 


ЭХЭ) Trace a curvar = sen(80/5). 


SOLUÇÃO Vamos assumir que nossa ferramenta gráfica não tenha um comando para traçar as 
curvas polares. Neste caso, precisamos trabalhar com as equações paramétricas corresponden- 
tes, que são 


x = r cos 0 = sen(80/5) cos 0 у = r sen 0 = sen(80/5) sen Ө 


Em qualquer caso, precisamos determinar o domínio para 0. Então nos perguntamos: quantas 
rotações completas são necessárias até que a curva comece a se repetir? Se a resposta for n, 


8(0 + 2n7) 80 16пт 80 
= sr — sen 
5 5 5 5 
e assim precisamos que 1677/5 seja um múltiplo par de т. Isso ocorrerá primeiro quando 
n = 5. Portanto, tragamos a curva inteira se especificarmos que 0 < 6 = 107. Trocando de Ө 
para t, temos as equações 
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x = sen(8t/5) cos t y = sen(8t/5) sen t 0O=<t= 107 


e a Figura 18 nos mostra a curva resultante. Observe que essa rosácea tem 16 laços. EM 


BEMAN Investigue a família de curvas polares dada por r = 1 + c sen Ө. Como o formato 
muda conforme c varia? (Essas curvas são chamadas limaçons, que em francês significa cara- 
col, por causa do formato dessas curvas para certos valores de c.) 


SOLUÇÃO A Figura 19 mostra gráficos desenhados por computador para vários valores de c. 

Para c > 1, há uma volta que é decrescente em tamanho conforme c diminui. Quando c = 1, 

o laço desaparece e a curva torna-se a cardioide que esboçamos no Exemplo 7. Para c entre 1 

e $, a cúspide da cardioide é suavizada e torna-se uma “covinha”. Quando c diminui de 5 para No Exercício 53 pediremos que você demonstre 
0, a limaçon parece oval. Essa oval se torna mais circular quando c — 0 e quando c = 0, à analiticamente o que descobriu a partir dos 
curva é apenas o círculo r = 1. gráficos na Figura 19. 


c=1,7 c=1 c=0,7 c=0,5 c=0,2 


c=0 c=-0,2 с= —0),5 с= — 0,8 c=-1 


FIGURA 19 
Membros da família de 
limaçons г = 1 + c sen 0 


As partes restantes da Figura 19 mostram que, quando c se torna negativo, os formatos 
mudam na ordem inversa. De fato, essas curvas são reflexões ao redor do eixo horizontal das 
curvas correspondentes com c positivo. нажа 

Limaçons surgem do estudo de movimento planetário. Em particular, a trajetória de Marte, 
vista do planeta Terra, tem sido modelada como um limaçon com uma volta, como partes da 
Figura 19 com |c| > 1. 


103 | Exercícios 


1-2 Marque os pontos cujas coordenadas polares são dadas. A (ii) Encontre as coordenadas polares (r, 0) do ponto, onde r < 0 e 
seguir, encontre dois outros pares de coordenadas polares desse 0x 0 xxr. 
ponto, um com r > 0 eo outro com r « 0. 
5 ()(2,-2) (b)(-1, v3) 
1. (a)Q,7/3) (b) (1, —3z/4) (c) (—1, 7/2) 
6. (a)(3/3,3) (b) (1, — 2) 
> (a0, Tma) (b) СЗ, 7/6) © A, -1 7-12 Esboce a região no plano que consiste em pontos cujas coorde- 
3-4 Marque o ponto cujas coordenadas polares são dadas. A seguir, nadas polares satisfazem as condições dadas. 


encontre as coordenadas cartesianas do ponto. 
1 |xrx2 


3. (а) (1, т) (b) (2, —2«/3) (с) (—2, 37/4) 
& 0<r<2, 7<0<37/2 

4 (a)(-V2,57/4) (b) (1, 57/2) (с) (2, —7т/6) 

ES SS, 9. r>0, п/4 < 0 < Зт/4 


5-6 As coordenadas cartesianas de um ponto são dadas. 


: Ё srs << 
(1) Encontre as coordenadas polares (r, Ө) do ponto, onde r > 0 e ОТИУИ сз 


0<0<27%. 


МЧ E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 1. As Dicas de Lição de Casa estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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11. 2<r <3, 518 < 0 < 7т/З 


12. r=z1l, mSOST 


13. Encontre a distáncia entre os pontos com coordenadas polares 
(2, 7/3) e (4, 21/3). 


14. Encontre uma fórmula para a distáncia entre os pontos com coor- 
denadas polares (ri, 01) e (r2, 02). 


15-20 Encontre a equação cartesiana para a curva descrita pela 
equação polar dada. 


15. r=2 16. rcos0=1 
17. r=2c0s0 18. 0 — 7/3 
19. 7 cos20=1 20. г = їо Ө sec 0 


21-26 Encontre uma equação polar рага a curva representada pela 
equação cartesiana dada. 


21. y=2 22. y=x 
23. у= 1 + 3х 24. 4р = х 


25. xX + y? = 2сх 26. xy=4 


21-28 Para cada uma das curvas descritas, decida se a curva seria 
mais facilmente dada por uma equação polar ou por uma equação 
cartesiana. Então, escreva uma equação para a curva. 


27. (а) Uma reta que passa pela origem e forma um ángulo de 7/6 
com o eixo x positivo. 
(b) Uma reta vertical pelo ponto (3, 3). 


28. (a) Um círculo com raio 5 e centro (2, 3). 
(b) Um círculo com centro na origem e raio 4. 


29-46 Esboce uma curva com a equação polar dada primeiro esbo- 
cando o gráfico de r como função de 0 em coordenadas cartesianas. 


29. r — —2sen0 30. r= 1 — cos ө 
31. r = X(1 + cos 0) 32. г=1 + 2 соѕ ө 
33. г= 0,02 0 34. г = 18. 0,0 21 
35. г = 4 sen 30 36. г = соѕ 50 

37. г= 2 соѕ 40 38. г = 3 соѕ 60 
39. r= 1 – 2 ѕеп ө 40. г= 2 + ѕеп Ө 
41. r= 9 sen 20 42. 1º = cos 40 

43. r — 2 + sen 30 4. г0 = 1 

45. r= 1 + 2 соѕ 20 46. г= 3 + 4соѕ 


41-48 A figura mostra o gráfico de r como uma função de o em 
coordenadas cartesianas. Use-o para esboçar a curva polar corres- 


pondente. 
4. r 48. r4 
2 
1 
! - > 
0 T 27 0 


49. Mostre que a curva polar r = 4 + 2 sec 0 (chamada conchoide) 
tem a reta x — 2 como uma assíntota vertical mostrando que 
lim, +0 x = 2. Use esse fato para ajudar a esboçar a conchoide. 


50. Mostre que a curvar = 2 — cossec Ө (também uma conchoide) 


tem a reta y = —1 como uma assíntota horizontal mostrando que 
lim, > +» y = —1. Use esse fato para ajudar a esboçar a con- 
choide. 


51. Mostre que a curvar — sen 0 tg 0 (denominada cissoide de Dio- 
cles) tem a reta x — 1 como uma assíntota vertical. Mostre tam- 
bém que a curva está inteiramente dentro da faixa vertical 
0 x x < 1. Use esses fatos para ajudar a esboçar a cissoide. 


52. Esboce a curva (x? + y? = 4x? y". 


53. (a)No Exemplo 11 os gráficos sugerem que a limaçon 
r —l-csenÓ tem um laço interno quando |c| > 1. De- 
monstre que isso é verdadeiro e encontre os valores de 0 que 
correspondam ao lago interno. 

(b) A partir da Figura 19 parece que a limaçon perde sua covi- 
nha quando c — >. Demonstre isto. 


54. Associe as curvas polares com seus respectivos gráficos I- VI. 
Dé razóes para suas escolhas. (Náo use uma ferramenta gráfica.) 


(а)г= 6, 0<0<167 (бг=6@, 0<0<16т 
(c) г = cos(0/3) (D)r=1+2cos6 
(e) r = 2 + sen 30 (f r = 1 +2 sen 30 


TOP 
YOP 


55-60 Calcule a inclinação da reta tangente para a curva polar dada 
no ponto especificado pelo valor de 0. 


55. r — 2 ѕеп 0, Ө = 7/6 56. г = 2 — ѕеп 0, 0 = 7/3 
57. г= 1/0, = тп 58. r = со5(0/3), 0 = т 
59. r= cos 20, 0 = 7/4 60. г= 1 + 2 соѕ 0, 0 = п/3 


61-64 Encontre os pontos па curva dada onde а reta tangente é hori- 
zontal ou vertical. 


61. r=3c0s0 62. r= 1 – sen 0 


63. г = 1 + cos 0 64. г = е? 


65. Mostre que a equação polar r = а sen 0 + b cos 0, para a qual 
ар = 0, representa um círculo e calcule seu centro e o raio. 


66. Mostre que as curvas r = a sen дег = a cos 0 se interceptam 
com ángulos retos. 


[М 67-72 Use uma ferramenta gráfica para traçar a curva polar. Esco- 


Iha o intervalo do parámetro para ter certeza de que vocé fez a curva 


inteira. 

67. r= 1 + 2sen(0/2) (nefroide de Freeth) 
68. г = /1— 0,8 send (hipopédia) 

69. г = e*^? — 2 cos(40) (curva em borboleta) 
70. г = [tg Oleo (curva valentina) 

11. к= 1 + cos??9 (curva de РасМап) 

72. т = sen'(40) + cos(40) 


Vj n. 


К 74. 


Como os gráficos г = 1 + sen(0 — п/б) er = 1 + sen(0 — 7/3) 
estão relacionados ao gráfico r = 1 + sen 0? Em geral, como o 
gráfico de r = f (0 — a) está relacionado ao gráfico de г = f (0)? 


Use um gráfico para estimar a coordenada dos pontos mais altos 
na curva г = sen 20. Então, use o cálculo para encontrar o valor 
exato. 


Investigue a família de curvas dadas por r = 1 + c cos 0, em 
que c é um nümero real. Como o formato muda conforme c 
varia? 


Investigue a família de curvas dada por 
r= 1+ cos" 


onde n é um inteiro positivo. Como muda o formato quando n 
aumenta? O que acontece quando n se torna maior? Explique a 
forma para o n maior considerando o gráfico de r como uma fun- 
cáo de 0 nas coordenadas cartesianas. 
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17. Seja P um ponto qualquer (exceto a origem) na curva r = f (0). 


Se 4 for o ángulo entre a reta tangente em P e a reta radial OP, 
mostre que 


t = 
eÝ = Tdo 


[Dica: Observe que y = $ — 0 na figura.] 


(a) Use o Exercício 77 para mostrar que o ángulo entre a reta 
tangente e a reta radial é y = 7/4 em cada ponto na curva 
r = e. 

(b) Ilustre a parte (a) traçando a curva e a reta tangente aos pon- 
tos onde 0 = 0e 7/2. 

(c) Demonstre que qualquer curva polar r = f (0), com a pro- 
priedade de que o ángulo y entre a reta radial e a reta tan- 
gente é uma constante, deve ser do tipo r = Ce'*, onde C e k 
sáo constantes. 


Й FAMÍLIAS DE CURVAS POLARES 


Neste projeto você irá descobrir formas interessantes e bonitas que membros das fa- 
mílias de curvas polares podem fazer. Você também irá ver como a forma da curva muda 
conforme você varia as constantes. 


1. (a) Investigue a família de curvas definidas pelas equações polares r = sen nô, onde 
n é um inteiro positivo. Como o número de laços está relacionado a n? 


(b) O que aconteceria se a equação na parte (a) fosse trocada por r = |sen n0|? 


2. Uma família de curvas é dada pelas equações r = 1 + c sen n6, onde c é um número 


real e n é um inteiro positivo. Como o gráfico muda quando n aumenta? Como ele 
muda quando c varia? Ilustre traçando membros suficientes da família para justifi- 
car suas conclusões. 

Uma família de curvas tem equações polares 


1 — a cos 0 
1 + acos ө 


к= 


Investigue como o gráfico muda quando o nümero a varia. Em particular, vocé de- 
veria identificar os valores de transição de a para os quais o formato básico da curva 
muda. 
O astrónomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudou a família de curvas com 
equações polares 
Т DE es 0) с = (0) 


МЧ E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 
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para as quais a e c são números reais positivos. Essas curvas são chamadas ovais de 
Cassini, mesmo que elas sejam ovais apenas para alguns valores de a e c. (Cassini pen- 
sava que essas curvas poderiam representar as órbitas dos planetas melhor que as elip- 
ses de Kepler.) Investigue a variedade de formas que essas curvas podem ter. Em par- 
ticular, como estáo relacionados a e c quando a curva se divide em duas partes? 
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A 


FIGURA 1 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


Nesta seção deduziremos a fórmula para a área de uma região cuja fronteira é dada por uma 
equação polar. Precisamos usar a fórmula para a área de um setor de um círculo: 


1 A — ir?0 


onde, como na Figura 1, r é o raio e 0, a medida em radianos do ángulo central. A Fórmula 
[1 segue do fato de que a área de um setor é proporcional a seu ángulo central] 
A = (0/2aryrr? = 3 126. (Veja também o Exercício 35, na Seção 7.3, no Volume I.) 

Seja R a região ilustrada na Figura 2, limitada pela curva polar r = f (0) e pelos raios 
0 = ае Ө = b, onde fé uma função contínua positiva e onde 0 < b — a < 27%. Dividimos o 
intervalo [a, b] em subintervalos com extremidades 6o, 01, 05, . . . , 0, e larguras iguais a A 0. 
Os raios 0 = 0; podem dividir R em n regiões menores com ángulos centrais A0 = 0; — 0-1. 
Se escolhermos 0% no i-ésimo subintervalo [0;-1, 0;], então a área A A; da i-ésima região será 
aproximada pela área do setor de um círculo com ángulo central АӨ e raio f (0%). (Veja a 
Figura 3.) 

Então, a partir da Fórmula 1 temos 


AA; = 5L f (0) ЛӨ 


e, assim, uma aproximação para a área total A de R é 


2 А = У ӨР ЛӨ 


A partir da Figura 3 parece que a aproximação ет |2 | melhora quando n — oc. Mas as somas 


em [2] são as somas de Riemann para a função 9(0) = 5[ f (0)]^, logo 


b 1 


lim » ALFON лө = | LAOT do 


Portanto, parece plausível (e de fato pode ser demonstrado) que a fórmula para a área A da 
região polar R é 


3 A = [1070940 


A Fórmula 3 é frequentemente escrita como 


1 A = ['ir' qe 


subentendendo que r = f (0). Observe a similaridade entre as Fórmulas 1 е 4. 
Quando aplicamos a Fórmula 3 ou 4, é interessante pensar na área como sendo varrida por 
um raio em rotação que passa por O e que começa com ángulo a e termina com ángulo b. 


ЗАА Calcule a área delimitada por um laço da rosácea de quatro pétalas r = cos 20. 
SOLUÇÃO A curva = cos 20 foi esboçada no Exemplo 8 na Seção 10.3. Observe a partir da 
Figura 4 que a região delimitada pelo laço direito é varrida pelo raio que gira de 0 = — 71/4 
até 0 = 71/4. Dessa forma, a Fórmula 4 fornece 
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— т/4 12 =i т/4 2 - т/4 2 
А Ear do | cos?20 d0 | cos? 2046 


—т/4 


А = М" + cos 46) de = [Ө + 1 sen 40]; "= — = 


BEMA Calcule a área da região que está dentro do círculo r = 3 sen 0 e fora da car- 


dioider = 1 + sen 0. 
r=3 sen Ө 


SOLUÇÃO A cardioide (veja o Exemplo 7 da Seção 10.3) e o círculo estão esboçados na 
Figura 5, e a região desejada está sombreada. Os valores de a e b na Fórmula 4 são determi- 


nados achando-se os pontos de intersecção das duas curvas. Elas se interceptam quando x » 

3 sen Ө = 1 + sen 0, o que fornece sen 0 = 5, OU seja, Ө = 7/6, 51/6. A área desejada pode ps e 

ser encontrada pela subtração da área dentro da cardioide entre 0 = 7/6 e 0 = 57/6 da área = i = 

dentro do círculo de 7/6 até 57/6. Logo, > 
O| r=1+senQ 


A= a (3 sen0)? dg — ANA (1 + sen) de 


7/6 
Como a região é simétrica em relação ao eixo 0 = 7/2, podemos escrever 


FIGURA 5 


= 1 1/2 2 a 7/2 2 
A |: E 9 sen 0 dg 3M (1 + 2sen6 + sen*0) a| 


= [И (8 ѕеп20 — 1 — 2 sen6) 20 


= a (3 — 4 cos 20 — 2 sen0) d0 [porque sen? = 1(1 — cos 20)] 
= 39 — 2 sen 29  2cos6|, = т E 


O Exemplo 2 ilustra o procedimento para encontrar a área da região delimitada por duas cur- 
vas polares. Em geral, seja R uma região, como ilustrado na Figura 6, que é limitada pelas 
curvas com as equações polares r = f (0), r = 9(0), 0 = ae 0 = b, onde f (0) = 9(0) = O е 
0 <р — a € 2r. A área A de R é calculada pela subtração da área dentro de r = g(0) da área 
dentro de r — f (0); assim, usando a Fórmula 3 temos 


A = [LAO a0 — |. 21900)24ө 


b 
= | (14(0)P — IOT) аө FIGURA 6 
ATENÇÃO O fato de que um único ponto tem muitas representações em coordenadas polares 


algumas vezes torna difícil encontrar todos os pontos de intersecção de duas curvas polares. 
Por exemplo, é óbvio a partir da Figura 5 que o círculo e a cardioide têm três pontos de in- 
tersecção; contudo, no Exemplo 2, resolvemos as equações r = 3 sen Өег = 1 + sen 0 e en- 
contramos apenas dois pontos, E 17/6) e G, 57/6). A origem também é um ponto de 
intersecção, mas não pudemos encontrá-lo resolvendo as equações para as curvas, pois a ori- 
gem não tem uma única representação em coordenadas polares que satisfaça ambas as equa- 
ções. Observe que, quando representada como (0, 0) ou (0, 7), a origem satisfaz r = 3 sen 0 
e, assim, está no círculo; quando representada como (0, 377/2), satisfaz r = 1 + sen 0 e dessa 
forma, está na cardioide. Imagine dois pontos se movendo ao londo das curvas conforme o 
valor do parâmetro 0 aumenta de 0 a 27r. Em uma curva a origem é alcançada em 0 = 0 e 
Ө = т; na outra curva, ela é atingida em 0 = 31/2. Os pontos não colidem na origem, porque 
eles a alcançam em tempos diferentes, mas de qualquer modo as curvas se interceptam. 

Então, para encontrar todos os pontos de intersecção de duas curvas polares, é recomen- 
dável que você desenhe os gráficos de ambas as curvas. É especialmente conveniente usar 
uma calculadora gráfica ou um computador para ajudar nessa tarefa. 


. RS 1 
BEEJ Encontre todos os pontos de intersecção das curvas r = cos 20 er = 5. 


SOLUÇÃO Se resolvermos as equações r = cos 20 er = 5, obteremos cos 20 = 5 e, por- 
tanto, 20 = 7/3, 51/3, 71/3, 117/3. Então, os valores de 0 entre O e 27 que satisfazem 
ambas as equações são 0 = 1/6, 51/6, 71/6, 1177/6. Encontramos quatro pontos de inter- 
secção: E 17/6), (5; 577/6), б T716) e (5. 11/6). 

Contudo, vocé pode ver a partir da Figura 7 que as curvas tém outros quatro pontos de 
intersecção, a saber: i» 17/3), s: 21113), (2, 4713) e (5, 51/3). Esses podem ser encontrados FIGURA 7 
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FIGURA 8 
r=1+sen 6 


. * ~ y 4 1 x 

usando-se simetria ou observando que outra equação do círculo ér = — 5 e então resolven- 
~ 1 

do as equações r = cos20 er = — 5. 


ШЕШ Comprimento de Arco 


Para calcularmos o comprimento de uma curva polar r = f (0), a = 0 < b, nos referimos a 
0 como um parámetro e escrevemos as equações paramétricas da curva como 


x =r cos 0 = f(0) cos 0 y =r sen 0 = f (0) sen O 


Usando a Regra do Produto e derivando em relação a 0, obtemos 


de S. E giros 
do dọ cos r sen do d9 sen r cos 


assim, usando соѕ20 + ѕеп20 = 1, temos 


dx V dy А dr V , dr 5 " 
+ = соѕ0 — 2r — соѕ Ө sen6 + r^sen*0 
do d0 d0 do 


«(ty 29 + 2r É send cos8 + r^ cos! 
do sen r d sent cos r cos 


dr V 5 
= | — | +r 
40 


Assumindo que f ' é contínua, podemos usar o Teorema 10.2.5 para escrever o comprimen- 


to de arco como 
b dx V ау V 
LE | ү an 
a d0 d0 


Portanto, o comprimento da curva com equação polar r = f (0), a < 0 «b, é 


п Ba Calcule o comprimento da cardioide r = 1 + sen Ө. 


SOLUÇÃO A cardidoide é mostrada na Figura 8. (Esboçamos no Exemplo 7 na Seção 10.3.) 
Seu comprimento total é dado pelo intervalo do parâmetro 0 < 0 = 27, então a Fórmula 5 dá 


27 ©. dr ? 27 
L -Í r? + |= | do = | (1 + sen 0)? + соѕ20 40 
T 40 0 


= p^ МЗ + 2sen0 do 


Poderíamos calcular essa integral pela multiplicação e divisão do integrando por 
42 — 2senO , ou poderíamos usar um sistema de computação algébrica. De qualquer 
maneira, calculamos que o comprimento da cardioide é L — 8. [===] 
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1-4 Encontre a área da região que é delimitada pelas curvas dadas e 
está no setor especificado. 


1. r=0, 0<0 = я/4 

2. re, п=<0 = 2т 

3. г = 9ѕеп 20, г2 0, 0<0 < я/2 
4. г= 100, mi6 < 0 x п/3 


5-8 Encontre a área da região sombreada. 


5. 6. 
| - 
> 
s 
г= 4/0 г= 1+ cos 6 
7. 8. 
» 
7 X 
г=4 +3 ѕеп 0 г = sen 20 


9-12 Esboce a curva e calcule a área delimitada por ela. 
9. r=2sen0 10. 
1. r=3>+2c0s0 12. 


r=1-sen6 
r=4+3sen6 


13-16 Trace a curva e calcule a área delimitada por ela. 


13. r= 2 sen 40 14. r= 3 — 2 cos 40 
15. r= JI + cos'(50) 16. r= 1 + 5 sen 60 


17-21 Encontre a área da região dentro de um laço da curva. 
r = 4 cos 30 18. 
r = sen 40 20. 


r? = sen 20 
r = 2 sen 50 
21. r= 1 + 2 sen Ө (laço interno) 


[Calcule a área delimitada pelo laço do estrofoide] 
r = 2 cos 0 — sec 0. 


М 


23-28 Encontre a área da regiáo que está dentro da primeira curva e 
fora da segunda curva. 


23. r=2c0s0, r=1 24. r—-1—senO, r=1 
25. р =8c0s20, r=2 

26. r=2 + sen, г = 3 ѕеп 0 

27. г= 3 соѕ Ө, т = 1 + соѕ 0 

28. г= З ѕеп 0, г= 2 — ѕеп 6 


29-34 Encontre a área da regiáo que está dentro de ambas as curvas. 
29. r — N3 cos 0, r= $еп Ө 


30. r= 1 + соѕ 0, r= 1 – соѕ ө 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


31. r=sen20, r — cos20 

32. r=3+2cos0, r=3+2sen0 

33. r?=sen20, т? = cos20 

34. г = аѕеп 0, r—bcos0, a>0,b>0 

35. Encontre a área dentro do laço maior e fora do laço menor da 


1 
r=5+cos Ө. 


36. [Ache a área entre o laço maior e o laço menor da curva] 


т = 1 + 2 соѕ 30. 


31-42 Encontre todos os pontos de intersecção das curvas dadas. 


37. г= 1 + ѕеп 0, r—3sen0 

38. r= 1 — соѕ 0, г = 1 + ѕер 0 

39. г = 2 ѕеп 20, г = 1 40. г = cos 30, г = sen 30 

41. r= sen, г = ѕеп 20 42. г? = ѕеп 20, г? = соѕ 20 

43. Os pontos de intersecção da cardioide г = 1 + sen 0 e do laço es- 
piral r = 20, —т/2 < 0 < 7/2, não podem ser encontrados exa- 
tamente. Use uma ferramenta gráfica para encontrar os valores 
aproximados de nos quais eles se interceptam. Então, use esses 
valores para estimar a área que está dentro de ambas as curvas. 

44. Ao gravarem apresentações ao vivo, os engenheiros de som 


usam um padrão de captação em forma de cardioide, pois ele 
suprime o barulho da audiência. Suponha que o microfone esteja 
colocado a 4 m da frente do palco (como na figura) e que o li- 
mite da região de captação ótima seja dado pela cardioide 
r = 8 + 8 sen 6, onde r é medido em metros e o microfone está 
no polo. Os músicos querem saber a área que eles terão no palco 
dentro da área de captação ótima do microfone. Responda a esta 
pergunta. 


Palco 


Microfone 
Plateia 


45-48 Calcule o comprimento exato da curva polar. 
45. r=2c0s0, О<б<=т 46. г= 5", 0<0<27 
4. г= 0, 0<0<27 48. г= 2 (1 + cos 0) 


49-50 Calcule о comprimento da curva. Use uma gráfico para deter- 
minar o intervalo de parámetro. 
49. r = cost (0/4) 


50. r = cos? (0/2) 


51-54 Use uma calculadora ou um computador para encontrar o com- 
primento do laco, com precisáo de quatro casas decimais. Se neces- 
sário, use uma gráfico para determinar o intervalo de parámetro. 


51. Uma volta na curva r = cos 20 


52. r=tg0, п/6 0 x 7/3 
53. r — sen(6 sen 0) 
54. r — sen (0/4) 


1. AsHomework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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55. (a) Use a Fórmula 10.2.6 para mostrar que a área da superfície 
gerada pela rotacáo da curva polar 


r=f(0) 


a<6<b 


(onde f ' é contínua e 0 < a < b < т) em torno do eixo 
polar é 


, dr? 
S = | 27r sen 0 т de 


LJ Secóes Cónicas 


(b) Use a fórmula na parte (a) para calcular a área da superfície 
gerada pela rotação da lemniscata r? = cos 20 em torno do 
eixo polar. 


56. (a) Encontre a fórmula para a área da superfície gerada pela ro- 
tação da curva polar r = f (0), a < 0 < b (onde f’ é contínua 
е 0 x a <р < т), em torno da reta 0 = 7/2. 


(b) Calcule a área da superfície gerada pela rotação da lemnis- 
cata 7? = cos 20 em torno da reta 0 = 77/2. 


eixo 


foco 


FIGURA 1 
Cônicas 


parábola 


vértice 


FIGURA 2 


diretriz 


FIGURA 3 


Nesta seção daremos as definições geométricas de parábolas, elipses e hipérboles e deduzi- 
remos suas equações-padrão. Elas são chamadas seções cônicas, ou cônicas, porque resul- 
tam da intersecção de um cone com um plano, como mostrado na Figura 1. 


parábola hipérbole 


ШЕШ Parábolas 


Uma parábola é o conjunto de pontos em um plano cujas distâncias a um ponto fixo F 
(denominado foco) e a uma reta fixa (chamada diretriz) são iguais. Essa definição é ilustra- 
da pela Figura 2. Observe que o ponto na metade do caminho entre o foco e a diretriz está 
na parábola; ele é conhecido como vértice. A reta que passa pelo foco e é perpendicular à 
diretriz é intitulada eixo da parábola. 

No século XVI, Galileu mostrou que a trajetória de um projétil atirado no ar com um 
certo ângulo em relação ao solo é uma parábola. Desde essa época, os formatos parabólicos 
têm sido usados para desenhar faróis de carro, telescópios refletores e pontes suspensas. 

Obteremos uma equação particularmente simples para uma parábola se colocarmos o 
vértice na origem O e sua diretriz paralela ao eixo x, como na Figura 3. Se o foco for o ponto 
(0, p), então a diretriz tem a equação y = —p. Se P(x, y) é qualquer ponto na parábola, então 
a distância de P até o foco é de 


|PF| = ух? + (y = р)? 


e a distância de P até a diretriz é |y + pl. (A Figura 3 ilustra o caso onde p > 0.) A pro- 
priedade de definição de uma parábola é que essas distâncias são iguais: 


Мх? + (у = р)? = |у + р| 
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Obtemos uma equação equivalente elevando ao quadrado e simplificando: 
Lto p= |у+р|?=(у+ р) 
xy 2py + р? = у? + 2ру + р? 
х? = 4ру 


[1] Uma equação da parábola com foco (0, p) е diretriz y = —p é 


х? = 4ру 


Se escrevermos а = 1/(4p), então a equação padrão de uma parábola | 1 | torna-se у = ax?. 
A concavidade é para cima se p > 0 e para baixo se p « 0 [veja a Figura 4, partes (a) e (b)]. 
O gráfico é simétrico em relação ao eixo y porque | 1 | não muda quando x é trocado por — x. 


y--p 
0 (p. 0) 


(a) x? = 4py, p 70 (b) х= 4ру,р<0 (с) у= 4рх,р> 0 


FIGURA 4 


Se trocarmos x e y em [1], obteremos 


2 у = 4px 


que é uma equação da parábola com foco (p, 0) e diretriz x = —p. (Trocar х e y significa 
refletir em relação à linha diagonal y = x.) A parábola abre para a direita se p > 0 e para a 
esquerda se p < O [veja a Figura 4, partes (c) e (d)]. Em ambos os casos, o gráfico é simé- 
trico em relação ao eixo x, que é o eixo da parábola. 


EII Encontre o foco e a diretriz da parábola y? + 10x = 0 e esboce o gráfico. 


SOLUÇÃO Se escrevermos a equação como y? = —10x e a compararmos com a Equação 2 
veremos que 4p = —10, assim, p = — 5. Então, o foco é (p, 0) = (— 3, 0) e a diretriz é x = 5. 
O esboço é mostrado na Figura 5. Ea 
ШЕШ Elipses 


Uma elipse é o conjunto de pontos em um plano cuja soma das distâncias a dois pontos fixos 
Е, e Е é uma constante (veja a Figura 6). Esses dois pontos são chamados focos. Uma das 
Leis de Kepler é que as órbitas dos planetas no sistema solar são elipses com o Sol em um 
dos focos. 


FIGURA 6 FIGURA 7 
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(d) y? 2 4px, p « 0 


y? +10x= 


0 


FIGURA 5 


N v 
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FIGURA 8 


2 2 
х 
EL. 
а? b 


(—b, 0) 
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FIGURA 9 
2 2 
se 

b a 


=y 


Para obtermos a equação mais simples para uma elipse, colocamos os focos no eixo x nos 
pontos (—c, 0) e (c, 0) como na Figura 7, de modo que a origem esteja na metade do cami- 
nho entre os focos. Seja a soma das distâncias de um ponto na elipse até os focos 
2a > 0. Então P(x, y) é um ponto na elipse quando 


| PF, | + | PF;| = 2a 
isto é, Vx oy + y? + Vx = o + y? = 2a 


ou JET y =2%- KG y 


Elevando ao quadrado ambos os lados, temos 


x? — 2сх + c° + y = 4a? — 4ay (x + с)? + у? +x? + 2сх + с? + у? 


que se simplifica рага а(х + c + y? = a? + cx 
Elevamos ao quadrado novamente: 

ax? + 2сх + с? + у?) = а + 2a?cx + с?х? 
que se torna (a? — c?)x? + а?у? = a (a? — c?) 


A partir do triângulo FFP na Figura 7, vemos que 2с < 2a, assim, c < a e, portanto, 
a? — c? > 0. Por conveniência, seja b? = a? — c?. Então, a equação da elipse torna-se 
D?x? + а?у? = a?b?, ou, se ambos os lados forem divididos por a?b?, 


2 
Xx y 
3 POR E 


2 
a? 


Como P? = q? — c? < а?, segue que b < a. As intersecções com o eixo x são encontradas 
fazendo-se y = 0. Então x/a? = 1, ou x? = a?, assim x = +a. Os pontos correspondentes 
(a, 0) e (—a, 0) são chamados vértices da elipse, e o segmento de reta que une os vértices é 
dito eixo maior. Para encontrarmos as intersecções com o eixo y fazemos x = 0 e obtemos 
y! = D?, ou seja, y = +b. O segmento de reta unindo os pontos (0, b) e (0, —b) é o eixo 
menor. A Equação 3 não muda se x for trocado por —x ou y for trocado por —y, logo, é simé- 
trica em relação a ambos os eixos. Observe que, se os focos coincidirem, então c = 0, por- 
tanto, a = bea elipse torna-se um círculo com raio r = а = b. 
Resumimos essa discussão a seguir (veja também a Figura 8). 


4| A elipse 


2 2 
ai a>b>0 
a 


tem focos (+c, 0), onde с? = а? — P?, e vértices (+a, 0). 


Se os focos de uma elipse estiverem localizados no eixo y em (0, +c), então podemos 
encontrar sua equação trocando x e y em |4 |, (Veja a Figura 9.) 


5| A elipse 


x? y? 
[oae uc a=b>0 


tem focos (0, +c), onde с? = a? — P?, e vértices (0, +a). 


DEN Esboce o gráfico de 9x? + 16y? = 144 e localize os focos. 
SOLUÇÃO Dividindo ambos os lados da equação por 144: 


+ 


2, 
pem 
9 


x 
16 
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A equação está agora na forma padrão para uma elipse, e assim temos à? = 16, b? = 9, 
а = 4e b = 3. As intersecções com o eixo x são +4 e as intersecções com o eixo y são +3. 
Além disso, c? = a? — P? = 7, portanto c = VI, e os focos são (+ 7, 0). O gráfico é esbo- 
cado na Figura 10. mm 


БҮЛЕ Encontre uma equação para a elipse com focos (0, +2) e vértices (0, +3). 


SOLUÇÃO Usando a notação de [5] temos c = 2 e a = 3. Então, obtemos 
b = а?— с? = 9 — 4 = 5; logo, uma equação para a elipse é 

x? 2 

Id LAE =1 

5 9 
Outra maneira de escrever a equação é 9x? + 5y? = 45. ERES 


Como as parábolas, as elipses têm uma propriedade de reflexão interessante, com conse- 
quências práticas. Se uma fonte de luz — ou som — for colocada em um foco de uma super- 
fície com secções transversais elípticas, então toda luz — ou som — é refletida da superfície 
para o outro foco (veja o Exercício 65). Esse princípio é usado em litotripsia, um tratamen- 
to para pedras nos rins. Um refletor com secção transversal elíptica é colocado de maneira 
que a pedra no rim esteja em um foco. Ondas sonoras de alta intensidade geradas no outro 
foco são refletidas para a pedra e a destroem sem causar dano ao tecido vizinho. O paciente 
não sofre o trauma de uma cirurgia e se recupera em poucos dias. 


ES Hipérbole 


Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos em um plano cuja diferença entre as distâncias 
а dois pontos fixos F; e F, (os focos) é uma constante. Essa definição é ilustrada na Figura 11. 

As hipérboles ocorrem frequentemente como gráficos de equações em química, física, 
biologia e economia (Lei de Boyle, Lei de Ohm, curvas de demanda e de oferta). Uma apli- 
cação particularmente importante de hipérboles é encontrada nos sistemas de navegação 
desenvolvidos nas I e II Guerras Mundiais (veja o Exercício 51). 

Observe que a definição de uma hipérbole é similar âquela de uma elipse; a única mudan- 
ça é que a soma das distâncias torna-se uma diferença das distâncias. De fato, a dedução da 
equação de uma hipérbole é também similar àquela dada anteriormente para uma elipse. Pedi- 


remos para você mostrar no Exercício 52 que, quando os focos estão no eixo x em 


(c, 0) e a diferença das distâncias for |PF,| — |PF;| = +2a, então a equação da hipérbole é 
x? 2 
6 Ae 
a b 


onde c? = a? + P?. Observe que as intersecções com o eixo x são novamente +a, e os pon- 
tos (a, 0) e (—a, 0) são os vértices da hipérbole. Mas, se colocarmos x = 0 na Equação 6, 
teremos y? = —b?, que é impossível; dessa forma, não existe intersecção com o eixo y. A 
hipérbole é simétrica em relação a ambos os eixos. 

Para analisarmos a hipérbole um pouco mais, olhamos a Equação 6 e obtemos 

2 2 
L=1+%>1 
aí b* 
Isso mostra que 22 > a?, de modo que |x| = Vx? > a. Portanto, temos x > a ou x < —a. 
Isso significa que a hipérbole consiste em duas partes, chamadas ramos. 

Quando desenhamos uma hipérbole é útil desenhar primeiro as assíntotas, que são as linhas 
pontilhadas y = (b/a)x e y = —(b/a)x mostradas na Figura 12. Ambos os ramos da hipérbole 
atingem as assíntotas; isto é, eles se tornam arbitrariamente perto das assíntotas. [Veja o Exercí- 
cio 73 da Seção 4.5, no Volume I, onde é mostrado que estas retas são assíntotas oblíquas.] 


ч 


A hipérbole 


x? 


2 


2 
2 
o no 


tem focos (+c, 0), onde c? = a? + b?, vértices (+a, 0), e assíntotas y = +(b/a)x. 


FIGURA 10 
9x? + 16y? = 144 


FIGURA 11 
P está na hipérbole quando 
|PF | — |PF;| = =2a. 


610 


CÁLCULO 


FIGURA 14 


9x? — 16y? = 144 


rd 


FIGURA 15 


9x? 


4y? 


72x + 8y +176=0 


Se os focos de uma hipérbole estiverem no eixo y, então, trocando os papéis de x e y, 
obtemos a seguinte informação, que é ilustrada na Figura 13. 


8| A hipérbole 


qn 


tem focos (0, +c), onde c? = a? + b?, vértices (0, +a), e assíntotas y = +(a/b)x. 


y x 
"o 


DENT Encontre os focos e as assíntotas da hipérbole 9x? — 16y? = 144 e esboce seu 
gráfico. 


SOLUÇÃO Dividindo ambos os lados da equação por 144: 


2 2 


x y 


—-Ż=]1 


16 9 


que é da forma dada em |7| com a = 4 e b = 3. Como c? = 16 + 9 = 25, os focos são 
(+5, 0). As assíntotas são as retas y 3 xey = 5 x. О gráfico é visto na Figura 14. EM 


44965 Encontre os focos e a equação da hipérbole com vértices (0, + 1) e assíntota 
у = 2х. 


SOLUÇÃO A partir de [8] e da informação dada, vemos que a = 1 e a/b = 2. Então, 
b = а/2 = »е с? = а? + b? = Å. Оз focos são (0, + \/5/2) e a equacáo da hipérbole é 


у= 40 = 1 


ES Cônicas Transladadas 


Como discutido no Apéndice C, no Volume I, transladamos as cônicas tomando as equações- 
padrão [1], [2], [4], [5] [7] e [8] e trocando x e y por x — he y — k. 


Encontre uma equação para a elipse com focos (2, —2), (4, —2) e vértices 
(1, 72), (5, —2). 


SOLUÇÃO O eixo maior é o segmento de reta que une os vértices (1, —2), (5, —2) e tem com- 
primento 4; assim, a = 2. A distância entre os focos é 2, e assim, c = 1. Então, 
D? = a? — c? = 3. Como o centro da elipse é (3, —2), trocamos x e y em [4] prx — 3 e 
y + 2 para obter 


(x3? (у +2)? 
AA AS 
4 3 
como a equação da elipse. TREE 


1 


Esboce a cónica 9x? — 4y? — 72x + 8у + 176 = 0 e ache seus focos. 
SOLUÇÃO Completamos os quadrados como a seguir: 
4(y? — 2y) — Ax? — 8х) = 176 
A(y? — 2y + 1) — 9(x? — 8x + 16) = 176 4 — 144 
4(у = 1? — Ax — 4y = 36 


Q-1" (x-4 _ 
9 4 


1 


Isso está na forma de [8], exceto que x e y estão trocados por x — 4 e y — 1. Então, à? = 9, 
2 = Дес? = 13. A hipérbole está deslocada quatro unidades para a direita e uma unidade 
para cima. Os focos são (4, 1+ 4/13) е (4, 1 = /13) e os vértices são (4, 4) e (4, —2). As 
assíntotas são y — 1 = + 5 (x — 4). A hipérbole é esboçada na Figura 15. E 


LJ Exercícios 
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1-8 Encontre o vértice, o foco e a diretriz da parábola e esboce seu 
gráfico. 


1 2=6 2. 2y=5x 
3 2х= —y 4 32+ 8у= 0 
5 (х+ 2) = 8(у – 3) 6 х-1= (у + 5} 


71 yY+2y+1x+25=0 8 у+12х – 202 = 16 


9-10 Encontre uma equação da parábola. A seguir, ache o foco e a 
diretriz. 


9. 10. 


11-16 Encontre os vértices e os focos da elipse e esboce seu gráfico. 


2 2 
LUN MS Е E od 


1 ns dE — 


9 5 ` 64 100 


11. 


13. 22+ y!- 16 14. 402+ 25у? = 25 


15. 92 — 18x + 4? = 27 


16. 322-3? 2x — 12у + 10 = 0 


17-18 Encontre uma equação da elipse. A seguir, localize seus focos. 
17. JA 18. 


УА 


19-24 Encontre os vértices, os focos е as assíntotas da hipérbole e 
esboce seu gráfico. 


21. x — y= 100 
23.42 — y? — 24x — 4y + 28 = 0 
24. y?— 4x? — 2y + 16x = 31 


22. y!— 16? — 16 


25-30 Identifique o tipo de seção cônica cuja equação é dada e 


encontre os vértices e os focos. 
25. 2=y+1 26. 2 =y+1 
2]. X= 4y — 2y 28. y? — 8y = бх — 16 


29. уу+2у=4?+3 30. 42+ 4х + y!-0 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


31-48 Encontre uma equação para a cônica que satisfaz as condi- 
ções dadas. 


31. Parábola, vértice (0, 0), foco (1, 0) 

32. Parábola, foco(0,0), diretriz y = 6 

33. Parábola, foco(—4,0), diretriz x = 2 

34. Parábola, foco (3, 6), vértice (3, 2) 

35. Parábola, vértice (2, 3), eixo vertical, passando em (1, 5) 
36. Parábola, eixo horizontal, passando em (— 1, 0), (1, —1) e (3,1) 
37. Elipse, focos (+2, 0), vértices (+5, 0) 

38. Elipse, focos(0, +5), vértices (0, +13) 

39. Elipse, focos (0, 2), (0, 6), vértices (0, 0), (0, 8) 

40. Elipse, focos (0, —1), (8, —1), vértices (9, —1) 

41. Elipse, centro (—1,4), vértice (—1,0), foco (—1, 6) 
42. Elipse, focos (+4, 0), passando por (—4, 1,8) 

43. Hipérbole, vértices (+3, 0), focos (+5, 0) 

44. Hipérbole, vértices (0, +2), focos (0, +5) 


45. Hipérbole, vértices (—3, —4), (—3, 6), 
focos (—3, —7) e (—3,9) 


46. Hipérbole, vértices (— 1, 2) е (7, 2), focos (-2, 2) e (8, 2) 
47. Hipérbole, vértices (+3, 0), assíntotas y = +2x 


48. Hipérbole, focos (2, 0) e (2, 8), 


P 1 1 
assíntotas y = 3 +axey=5 — 3x 


49 Em uma órbita lunar o ponto mais próximo da superfície da Lua 
é chamado perilúnio e o ponto mais distante da superfície da 
Lua é denominado apolúnio. A nave espacial Apollo 11 foi co- 
locada em uma órbita lunar elíptica com altitude de perilúnio de 
110 km e altitude de apolúnio de 314 km (acima da Lua). En- 
contre uma equação dessa elipse se o raio da Lua for 1.728 km 
e o centro da Lua estiver em um dos focos. 


50. Uma secção transversal de um refletor parabólico é mostrada na fi- 
gura. A lâmpada é colocada no foco, e a abertura no foco é 10 cm. 
(a) Ache uma equação da parábola. 
(b) Encontre o diâmetro da abertura |CD|, 11 cm a partir do 


vértice. 
C 
A 
5cm 
V — 11 ст = 
F 
5cm 
B 
D 
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51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 
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No sistema de navegacáo por rádio LORAN (LOng RAnge Na- 
vigation), duas estações locais de rádios situadas em A e B trans- 
mitem sinais simultaneamente para um navio ou avião 
localizados em P. O computador de bordo converte a diferença 
de tempo na recepção desses sinais em diferença de distância 
|PA| — |PB| e isso, de acordo com a definição de uma hipér- 
bole, localiza o navio ou o avião em um ramo da hipérbole (veja 

a figura). Suponha que a estação B esteja localizada 600 km a 

leste da estação A na costa. Um navio recebe o sinal de B 1 200 

microssegundos (us) antes de receber o sinal de A. 

(a) Assumindo que o sinal de rádio viaja a uma velocidade de 
980 pés/us, encontre uma equação da hipérbole na qual o 
navio está. 

(b) Se o navio deveria estar ao norte de B, a que distância da 
costa ele estará? 


estações transmissoras a 


Use a definição de uma hipérbole para deduzir a Equação 6 para 
uma hipérbole com focos (+c, 0) e vértices (а, 0). 


Mostre que a função definida pelo ramo superior da hipérbole 
ya? — x 2/b? = 1 tem concavidade para cima. 


Encontre uma equação para a elipse com focos (1, 1)e (—1,—1) 
e eixo maior com comprimento igual a 4. 


Determine o tipo de curva representado pela equação 


2 2 


Ey =] 

k k — 16 

em cada um dos seguintes casos: (а) k > 16, (0) 0 < k < 16e 

(c) k « 0. 

(d) Mostre que todas as curvas nas partes (a) e (b) têm os mes- 
mos focos, não importando o valor de k. 


(a) Mostre que a equação da reta tangente à parábola y? = 4px no 
ponto (xo, yo) pode ser escrita como 
yoy = 2p(x + xo) 
(b) Onde essa reta tangente intercepta o eixo x? Use esse fato 
para desenhar a reta tangente. 


Mostre que as retas tangentes à parábola x? = 4py desenhadas a 
partir de um ponto qualquer na diretriz são perpendiculares. 


Mostre que se uma elipse e uma hipérbole tiverem os mesmos 
focos, então suas retas tangentes em cada ponto de intersecção 
são perpendiculares. 


Use a Regra de Simpson com n = 8 para estimar o comprimento 
da elipse 9x? + 4y? = 36. 


Plutão percorre uma órbita elíptica ao redor do Sol (em um 
foco). O comprimento do eixo maior é 1,18 X 10!º km e o com- 
primento do eixo menor é 1,14 X 10!º km. Use a Regra de Simp- 
son com n = 10 para estimar a distância percorrida pelo planeta 
durante uma órbita completa em torno do Sol. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


Encontre a área da região delimitada pela hipérbole 
x'la? — y?/b? = 1 e pela reta vertical passando por um foco. 


(a) Se uma elipse é girada em torno de seu eixo maior, encontre 
o volume do sólido resultante. 

(b) Se ela for girada em torno de seu eixo menor, encontre o vo- 
lume resultante. 


Encontre o centroide da região limitada pelo eixo x e a metade 
superior da elipse 9x? + 4y? = 36. 


(a) Calcule a área da superfície da elipsoide que é gerada ao ro- 
tacionar a elipse em torno de seu eixo maior. 

(b) Qual é a área da superfície se a elipse for rotacionada em seu 
eixo menor? 


Seja Pi(xi, yi) um ponto na elipse x?/a? + y?/b? = 1 com focos F; 
e Е e sejam a e В os ângulos entre as retas PF,, Ре a elipse 
como na Figura. Demonstre que o = 3З. Isso explica como gale- 
rias de sussurros e litotripsia funcionam. O som vindo de um dos 
focos é refletido e passa pelo outro foco. 


Seja Pi(x1, yi) um ponto na hipérbole x?/a? — y?/b? = 1 com focos 
Е, е Е e sejam a e B os ángulos entre as retas PFi, PF, e a hi- 
pérbole, como mostrado na figura. Demonstre que o = В. (Essa 
é a propriedade de reflexáo da hipérbole. Isso mostra que a luz 
dirigida ao foco F de um espelho hiperbólico é refletida em di- 
reção ao outro foco F1.) 
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106 | Seções Cônicas em Coordenadas Polares 


Na seção anterior definimos a parábola em termos de um foco e da diretriz, mas definimos a 
elipse e a hipérbole em termos de dois focos. Nesta seção daremos um tratamento mais uni- 
forme para os três tipos de seções cônicas em termos de um foco e da diretriz. Além disso, 
colocaremos o foco na origem; assim, uma seção cônica terá uma equação polar simples, o 
que fornece uma descrição conveniente do movimento dos planetas, satélites e cometas. 


[1] TEOREMA Seja F um ponto fixado (chamado foco) e / uma reta fixada (denominada 
diretriz) em um plano. Seja e um número positivo fixado (conhecido como excentri- 
cidade). O conjunto de todos os pontos P no plano tal que 


[PF | _ 
РЦ 
(ou seja, a razão da distância а F e da distância a l é a constante е) é uma seção côni- 
ca. À cônica é 
(a) uma elipse see < 1 
(b) uma parábola se e = 1 
(c) uma hipérbole se e > 1 


DEMONSTRAÇÃO Observe que, se a excentricidade for e = 1, então |PF| = |PI|, e assim 
a condição dada simplesmente se torna a definição de uma parábola, como mostrado na 
Seção 10.5. 

Vamos colocar o foco F na origem e a diretriz paralela ao eixo y e d unidades para a direi- 
ta. Então a diretriz tem a equação x = d e é perpendicular ao eixo polar. Se o ponto P tiver 
coordenadas polares (r, 0), vemos a partir da Figura 1 que 


IPF| = ғ ІРЦ = d – r cos Ө 


Então, a condição |PF|/|PI| = e ou |PF| = e|PI| torna-se 


2 r — e(d — r cos 0) 


Se elevarmos ao quadrado ambos os lados dessa equação polar e convertermos para coorde- 
nadas retangulares, teremos 


x? + y! = е4 — xy = eq? — 2dx + x?) 
ou (1 — е?)х? + 2dex + y? = eq? 


Depois de completarmos os quadrados, temos 


3 " eld 2 - у? eq? 
x 5 = 
1 = е? 1=-е2 (1-е?) 


Se e < 1, reconhecemos a Equação 3 como a equação de uma elipse. De fato, ela é da forma 


— hy 2 
(x ) + Y =j 
a? b 
onde 
i T" ега Em ега? p= ега? 
1-е? (1 = е2)? 1 — e? 


Na Segáo 10.5 descobrimos que os focos de uma elipse estáo a uma distáncia c do centro, 
onde 


l (diretriz) 


x=d 


FIGURA 1 
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YA 
x=d 
diretriz 
Fl 
ed 
@г= 1 +есоѕ 0 
FIGURA 2 


Equações polares de cónicas 


=y 


eid 
Isso mostra que с = I-Z = —h 
= é 


e confirma que o foco como definido no Teorema 1 significa a mesma coisa que o foco defi- 
nido na Seção 10.5. Também segue das Equações 4 e 5 que a excentricidade é dada por 


c 
е=— 
а 


Se e > 1, então 1 — е < 0 e vemos que a Equação 3 representa uma hipérbole. Da mesma 
maneira que fizemos anteriormente, poderíamos reescrever a Equação 3 na forma 


(x-hy y 
a P E 
e ver que e=— onde с? = а? + Б? EE 


Isolando r na Equação 2, vemos que a equação polar da cônica mostrada na Figura 1 pode 
ser escrita como 


ed 


r= — 
1 + e cos 0 

Se a diretriz for escolhida como estando à esquerda do foco em x = —d, ou se a diretriz for esco- 

lhida como estando paralela ao eixo polar em y = +d, então a equação polar da cônica é dada 

pelo seguinte teorema, que é ilustrado pela Figura 2. (Veja os Exercícios 21-23.) 


YA 
YA YA 
x=-d y=d diretriz 
diretriz 
+ > 
Ft = F x 
X de 
F x 
у= -а diretriz 
= ed o ed E ed 
Breq сү, raso CAT 
6 | Teorema A equação polar da forma 
ed ed 
==" ou E ed 
1 + есоѕ 0 1 + еѕепӨ 


representa uma seção cônica com excentricidade e. A cônica é uma elipse se e < 1, 
uma parábola se e = 1 ou uma hipérbole se e > 1. 


244/98] Encontre uma equação polar para uma parábola que tem seu foco na origem e 
cuja diretriz é a reta y = —6. 
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SOLUÇÃO Usando o Teorema 6 come = 1 e d = 6, e usando a parte (d) da Figura 2, vemos 
que a equacáo da parábola é 
6 
Г = —————— ==] 
1 — sen8 


БШ Uma cônica é dada pela equação polar 


10 
3 — 2 cos6 
Encontre a excentricidade, identifique a cônica, localize a diretriz e esboce a cônica. 


r 


SOLUÇÃO Dividindo numerador e denominador por 3, escrevemos a equação como 
10 
3 


py = 2 
1 — 5 cos 0 


. . 2 10 
Do Teorema 6, vemos que isso representa uma elipse com e = 5. Uma vez que ed = 3, temos 


10 0 :=-5 
dE Es Io 
e 2 (diretriz) 
q: 
logo, a diretriz tem a equação cartesiana x = —5. Quando 0 = 0, г = 10; quando 0 = т, 
r = 2. Assim os vértices têm coordenadas polares (10, 0) e (2, 7). A elipse é esboçada na 
Figura 3. [== 
12 FIGURA 3 
Б ШЕ Esboce a cónica r = ——— ——. 
2 + 4 send 
SOLUÇÃO Escrevendo a equação na forma 
6 
r= —— 
1 + 2 sen 0 


vemos que a excentricidade é e = 2 e, portanto, representa uma hipérbole. Como ed = 6, 
d = 3 е a diretriz tem a equação у = 3. Os vértices ocorrem quando Ө = 7/2 е 37/2, assim 
eles são (2, 7/2) e (—6, 377/2) = (6, 1/2). Também é útil marcar os pontos de intersecção com 
o eixo x. Isso ocorre quando 0 = 0, 7r; em ambos os casos r = 6. Para maior precisão pode- 
ríamos desenhar as assíntotas. Observe r — +œ quando 1 + 2 sen Ө —> О ou 07 e l + 2 sen 
0 = 0 quando sen 0 = — +. Então, as assíntotas são paralelas aos raios 0 = 74/6 e 0 = 117/6. 
A hipérbole é esboçada na Figura 4. 


T 29 P iid 
(2, а) ~ p y — 3 (diretriz) 
i 
p CN 
FIGURA 4 4 > 
| D (6,7) O N (6. 0) x 
T7 2+4sen O 6 foco = 


Na rotação de seções cônicas descobriremos que é muito mais conveniente usar as саи 3% 
polares do que as equações cartesianas. Apenas usamos о fato de que (veja o Exercício 73, 
na Seção 10.3) o gráfico de r = f (0 — a) é o gráfico de r = f (0) que gira no sentido anti- 


-horário ao redor da origem por um ángulo a. ii 


ЭША Se a elipse do Exemplo 2 girar por um ângulo 7/4 ao redor da origem, encon- r= 
tre uma equação polar e trace a elipse resultante. 


10 
3-2 cos(0 — 7/4) 


SOLUÇÃO Obtemos a equação da elipse que gira trocando Ө por Ө — 77/4 na equação dada 
no Exemplo 2. Assim a nova equação é 5 


10 F=3-2cos 6 


EET 2cos(0 — 1/4) E 


FIGURA 5 
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FIGURA 6 


Usamos essa equação para traçar a elipse girada na Figura 5. Observe que a elipse gira ao 
redor de seu foco esquerdo. sues 

Na Figura 6 usamos um computador para esboçar um número de cônicas para demons- 
trar o efeito de variar a excentricidade e. Note que quando e está próximo de 0 a elipse é 
quase circular, enquanto ela se torna mais alongada conforme e — 1”. Quando e = 1, claro, 
a cônica é uma parábola. 


ШЕШ LEIS DE KEPLER 


Em 1609, o matemático e astrônomo alemão Johannes Kepler, com base em uma enorme 
quantidade de dados astronômicos, publicou as seguintes três leis do movimento planetário. 


Leis de Kepler 
1. Um planeta gira em torno do Sol em uma órbita elíptica, com o Sol em um dos focos. 
2. O segmento de reta ligando o Sol a um planeta varre áreas iguais em tempos iguais. 


3. O quadrado do período de revolução de um planeta é proporcional ao cubo do com- 
primento do eixo maior de sua órbita. 


Embora Kepler tenha formulado suas leis em termos dos movimentos dos planetas em torno 
do Sol, elas se aplicam igualmente bem ao movimento de luas, cometas, satélites e outros 
corpos sujeitos a uma única força gravitacional. Na Seção 13.4 mostraremos como deduzir 
as leis de Kepler a partir das leis de Newton. Aqui, usamos a Primeira Lei de Kepler, com a 
equação polar de uma elipse, para calcular quantidades de interesse em astronomia. 

Para o propósito de cálculos astronômicos, é útil expressar a equação de uma elipse em 
termos de sua excentricidade e e de seu semieixo maior a. Podemos escrever a distância d 
do foco à diretriz em termos de a se usarmos [4]; 


eid? а?(1 — e? а(1 — e?) 
qe > 4=——— > iS 
(1— е2)? e? e 

Assim, ed = a(1 — e?). Se a diretriz for x = d, então a equação polar é 


ed а(1 — e?) 
1 + есоѕө 1 + ecos 


r= 
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[7] A equação polar de uma elipse com foco na origem, semieixo maior a, excentri- 
cidade e e diretriz x = d pode ser escrita na forma 


а(1 — e?) 


r= + 
1 + есоѕө 


As posições de um planeta que estão mais próximas e mais distantes do Sol são chama- 
das periélio e afélio, respectivamente, e correspondem aos vértices da elipse. As distâncias 
do Sol ao periélio e afélio são chamadas distância do periélio e distância do afélio, res- 
pectivamente. Na Figura 1, o Sol está no foco F, de modo que no periélio temos 0 = 0 e, da 
Equação 7, 


ай-е) а=) | 
1 + есоѕ 0 l+e 


a(l — e) 


De forma análoga, no afélio 0 = mer = a(l + e). 


8 | A distância do periélio de um planeta ao Sol é a(1 — e) e a distância do afélio é 
а(1 + e). 


(a) Encontre uma equação polar aproximada para a órbita elíptica da Terra em torno do Sol 
(em um foco), dado que a excentricidade é cerca de 0,017 e o comprimento do eixo maior é 
cerca de 2,99 X 10º km. 

(b) Encontre a distância da Terra ao Sol no periélio e no afélio. 


SOLUÇÃO 
(a) O comprimento do eixo maior é 2a = 2,99 X 105, de modo que a = 1,495 X 105. Foi 


dado que e = 0,017 e assim, da Equação 7, uma equação da órbita da Terra em torno do Sol 
é 


= а(1 — e?) (1,495 x 10%) [1 — (0,017)?] 
1 + e cos 1 + 0,017 cos6 


r 


ou, aproximadamente, 


| 149 X 108 
1 + 0,017 cos0 


(b)De |8 |, a distância do periélio da Terra ao Sol é 


a(l — e) = (1,495 х 105(1 — 0,017) = 1,47 X 10º km 
e a distância do afélio é 


a(l + e) = (1,495 х 105(1 + 0,017) = 1,52 X 10% km mmm 


planeta 
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1-8 Escreva uma equação polar de uma cônica com o foco na ori- 
gem e com os dados fornecidos 


1. Elipse, excentricidade л, diretriz x = 4 
2. Parábola, 
3. Hipérbole, 
4. Hipérbole, 
5. Parábola, 
6. Elipse, 


diretriz x = —3 
excentricidade 1,5, diretriz y = 2 
excentricidade 3, diretriz x = 3 
vértice em (4, 377/2) 
excentricidade 0,8, vértice (1, 7/2) 
7. Elipse, excentricidade л, diretriz r = 4 sec 0 


8. Hipérbole, excentricidade 3, diretriz r = —6 cossec 0 


9-16 (a) Encontre a excentricidade, (b) identifique a cônica, (c) dê 
uma equação da diretriz e (d) esboce a cônica. 


9. r= E 10. ee — 
5 —4sen0 3 — 10 cos 0 
11. jb 12. re SE 
1 + sen Ө 2 + 2cos0 
13. — Á— 14. ESA 
6 + 2cos 0 4 + 5 ѕеп 6 
15. Es 16. — 
4 —8cos0 5— бѕеп 0 


17. (a) Encontre a excentricidade e а diretriz da cônica 
r = 1/(1 — 2 sen 0) e faça um gráfico da cônica e sua diretriz. 
(b) Se a cônica girar no sentido anti-horário em torno da origem 
por um ángulo 37/4, escreva a equação resultante e trace sua 
curva. 


18. Trace a parábola r = 4/(5 + 6 cos 0) e sua diretriz. Também 
trace a curva obtida pela rotação dessa parábola ao redor de seu 
foco por um ángulo 7/3. 


19. Trace as cónicas r = e/(1 — e cos 0) com e = 0,4, 0,6, 0,8 e 1,0 
na mesma tela. Como o valor de e afeta o formato da curva? 


20. (a) Faça o gráfico das cónicas r = ed/(1 + e sen 0) рагае = le 
vários valores de d. Como o valor de d afeta o formato da 
curva? 

(b) Faça o gráfico das cônicas para d = 1 e vários valores de e. 
Como o valor de e afeta o formato da curva? 


21. Mostre que uma cônica com foco na origem, excentricidade e e 


diretriz x = —d tem a equação polar 
= ed 
y = E A 
1 — e cos 0 


22. Mostre que uma cônica com foco na origem, excentricidade e e 
diretriz y = d tem a equação polar 
ed 


ponte. 
1 +esen Ө 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


28. 


Dean Ketelsen 


29. 


30. 


31. 


Mostre que uma cónica com foco na origem, excentricidade e e 


diretriz y = —d tem a equação polar 
ed 
r= É o 
1 — e sen 0 


Mostre que as parábolas r = c/(1 + cos 0) er = d/(1 — cos 0) 
se interceptam em ángulos retos. 


A órbita de Marte em torno do Sol é uma elipse com excentrici- 
dade 0,093 e semieixo maior 2,28 X 10º km. Encontre uma 
equação polar da órbita. 


A órbita de Júpiter tem excentricidade 0,048 e o comprimento do 
seu eixo maior é 1,56 X 10? km. Encontre uma equação polar 
para a órbita. 


A órbita do cometa Halley, visto pela última vez em 1986 e com 
retorno esperado para 2062, é uma elipse com excentricidade 
0,97 e com um foco no Sol. O comprimento do eixo maior é 
36,18 AU [Uma unidade astronômica (AU) é a distância média 
entre a Terra e o Sol, cerca de 93 milhões de milhas.) Encontre 
uma equação polar para a órbita do cometa Halley. Qual é a dis- 
tância máxima do cometa até o Sol? 


O cometa Hale-Bopp, descoberto em 1995, tem uma órbita elíp- 
tica com excentricidade 0,9951 e o comprimento do eixo maior 
é 356,5 AU. Encontre uma equação polar para a órbita desse co- 
meta. Quão perto do Sol chega esse cometa? 


O planeta Mercúrio viaja numa órbita elíptica com excentrici- 
dade de 0,206. Sua distância mínima do Sol é de 4,6 x 107 km. 
Calcule sua distância máxima do Sol. 


A distância de Plutão até o Sol é 4,43 X 10º km no periélio e 
7,37 X 10º km no afélio. Encontre a excentricidade da órbita de 
Plutão. 


Usando os dados do Exercício 29, calcule a distância percorrida 
pelo planeta Mercúrio durante uma órbita completa ao redor do 
Sol. (Se sua calculadora ou sistema de computação algébrica 
calcular integrais definidas, use-o. Caso contrário, use a Regra 
de Simpson.) 


1. As Homeworks Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


EJ Revisáo 


Verificacáo de Conceitos 


EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS E COORDENADAS POLARES 619 


1. (а) O que é uma curva parametrizada? (c) Como você calcula o comprimento de uma curva polar? 
(b) Como você esboça uma curva parametrizada? : 7 
6. (а) Dé uma definição geométrica de uma parábola. 
2. (а) Como você calcula a inclinação de uma tangente a uma curva (b) Escreva uma equação de uma parábola com foco (0, p) e di- 
parametrizada? retriz у = —p. Então, o foco é (p, 0) e a diretriz é x = —p. 
(b) Como você calcula a área sob uma curva parametrizada? 
7. (a) Dê uma definição de uma elipse em termos dos focos. 
3. Escreva uma expressão para cada um dos seguintes itens: (b) Escreva uma equação para a elipse com focos (+c, 0) e vér- 
(a) O comprimento de uma curva parametrizada. tices (+a, 0). 
(b) A área da superfície obtida pela rotação de uma curva para- 
metrizada em torno do eixo x. 8. (a) Dê uma definição de uma hipérbole em termos dos focos. 
р : pis b) Escreva uma equação para a hipérbole com os focos 
4. (a) Use um diagrama para explicar o significado das coordena- (0) iT ; uasan p P 
(=c, 0) e os vértices (a, О). 
das polares (r, 0) de um ponto. н : T 
С : (c) Escreva equações para as assíntotas da hipérbole 
(b) Escreva as equações para expressar as coordenadas cartesia- natara (Б) 
nas (x, y) de um ponto em termos de coordenadas polares. P | 
(c) Quais equações você usaria para encontrar as coordenadas 9. (a) O que é a excentricidade de uma seção cônica? 
polares de um ponto se soubesse as coordenadas cartesianas? (b) O que você pode dizer sobre a excentricidade se a seção có- 
5. (а) Como você calcula a inclinação de uma reta tangente a uma nica for uma elipse? Uma hipérbole? Uma parábola? 
curva polar? (c) Escreva uma equação polar para uma seção cônica com ex- 
(b) Como você calcula a área de uma região limitada por uma centricidade e e diretriz x = d. O que acontece se a diretriz 
curva polar? forx = =d? y = d? y = —d? 
Teste — Verdadeiro ou Falso 
Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 5. As curvas polares r = 1 — sen 20 er = sen 20 — 1 têm o mesmo 
por quê. Caso contrário, explique por que ou dê um exemplo que mostre que gráfico. 
é falsa. 6. As equações г = 2, 2 + у= 4 e x = 2 sen 3t, 
1. Se a curva parametrizada x = f (0, y = g(t) satisfaz у = 2 cos 3t (0 < t < 27) têm todas o mesmo gráfico. 
d = a 1 == 
g'(1) = 0, então ela tem uma tangente horizontal quando t = 1. 7. As equações paramétricas x = 2, y = £ possuem o mesmo grá- 
2. Sex = f(t) ey = g(t) têm segundas derivadas, então ficodex=P,y=tº. 
dy а?у/ағ? 8. O gráfico de y? = 2y + 3x é uma parábola. 
dx? d'x/dt? 9. А reta tangente a uma parábola intercepta a parábola apenas uma 
3. O comprimento da curva x = f (t) e y =g(t)a=t=bé vez. 
(5 П g П 2 д ^ a А 
УСРР + [POP ar. 10. Uma hipérbole nunca intercepta sua diretriz. 
4. Seum ponto é representado por (x, y) em coordenadas cartesia- 
nas (onde x É 0) e (r, Ө) em coordenadas polares, então 
Ө = {р (y/x). 
Exercícios 
1-4 Esboce a curva parametrizada e elimine o parámetro para en- 
contrar a equacáo cartesiana da curva. 
1 x-P-4t y=2-1, 4<t<1 
2 x=1+e% y=e 
3. x=cos0, y —^sec6,0x 0 < п/2 
4. x—2cos0, у= 1 + ѕеп Ө 
; Е n = 7. (а) Marque o ponto com coordenadas polares (4, 21/3). A se- 
5. Escreva os diferentes conjuntos de equações paramétricas para m : 
E guir, encontre suas coordendas cartesianas. 
acurva y — yx. ; à 
y (b) As coordenadas cartesianas de um ponto sáo (—3, 3). En- 
6. Use os gráficos de x = f (f) e y = g(t) para esboçar a curva pa- contre dois conjuntos de coordenadas polares para o ponto. 
rametrizada x = f (0), y = g(t). Indique com setas a direção na sa ; Р 
FO, y = 90 q s 8. Esboce a região que consiste nos pontos cujas coordenadas po- 


qual a curva é traçada quando t aumenta. 


lares satisfazem 1 <r «2e п/б x 0 x 57/6. 
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9-16 Esboce a curva polar. 


9. r—-1-—cos0 10. r — sen 48 

11. r = cos 30 12. r= 3 + cos 30 
13. г = 1 + cos 20 14. r = 2 соѕ(0/2) 
15. г = НГ 16. r= "n 


17-18 Encontre uma equação polar para a curva representada pela 
equação cartesiana dada. 


1. х+у= 2 18. 2 +y = 2 

19. A curva com equação polar r = (sen 0)/0 é chamada cocleoide. 
Use um gráfico de r como função de 0 em coordenadas carte- 
sianas para esboçar a cocleoide manualmente. Então trace-a com 
uma máquina para verificar seu esboço. 

20. Trace a elipse r = 2/(4 — 3 cos 0) e sua diretriz. Trace também 


a elipse obtida por sua rotação em torno da origem, de um án- 
gulo de 27/3. 


21-24 Calcule a inclinação da reta tangente à curva dada no ponto cor- 
respondente ao valor especificado do parámetro. 


21. х= аі y=1+% t=1 

22. x=B+6+1, y-2t—- 0; t=—1 
23. r=e% Ө = т 

24. г= 3 + соѕ 30; Ө = 1/2 


25-26 Encontre dy/dx е Фу/ах?. 


25. х=1 + sent, у= – cost 

26. х=1+Р, у= 1-Р 

27. Useum gráfico para estimar as coordenadas do ponto mais baixo 
na curva x = P — 3t, y = P + t + 1. Então, use o cálculo para 
calcular as coordenadas exatas. 

28. Calcule a área da região delimitada pelo laço da curva no Exer- 
cício 27. 

29 Em quais pontos a curva 

х = 2a cost — a cos 2t y = 2a sen і — a sen 2t 

tem tangentes verticais e horizontais? Use essa informação para 
ajudar a esboçar a curva. 

30. Calcule a área delimitada pela curva no Exercício 29. 

31. Calcule a área delimitada pela curva r? = 9 cos 50. 

32. Calcule a área delimitada pelo laço interno da curva 
r= ] —3 sen 0. 

33. Encontre os pontos de intersecção das curvas r = 2 e 
r = 4 cos Ө. 

34. Encontre os pontos de intersecção das curvas r = cotg 0 e 
r = 2 cos 0. 

35. Encontre a área da região que está dentro de ambos os círculos 
г = 2 ѕеп Өег = sen 0 + cos Ө. 

36. Encontre a área da região que está dentro da curva 


r — 2 + cos 20, mas fora da curvar = 2 + sen 6. 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


37-40 Calcule o comprimento da curva. 


3. х= 32, у= 22, 0<1<2 


38. х= 2 + 35, у = соѕћ 31, О=г=1 
39. r= 1/0, mSOST 
40. r—sen(0/3, 0О<б=т 


41-42 Calcule a área da superfície obtida pela rotação da curva dada 
em torno do eixo x. 


p 1 
M. x—A4yt, у= +55, 1=г=4 
E з 2P 
42. x - 2t 31, y=cosh3, 0xtxl 
43. As curvas definidas pelas equações paramétricas 
Pc t(t — c) 
x 2 2 
+1 +1 
sáo chamadas estrofoides (do grego "girar ou torcer"). Investi- 
gue como essas curvas mudam quando c varia. 
44. Uma família de curvas tem equações polares г“ = |sen 26], onde 


à é um nümero positivo. Investigue como essas curvas mudam 
quando a varia. 


45-48 Encontre os focos e os vértices e esboce o gráfico. 


2 2 
х? 


45. ае 46. 4? — y! = 16 

47. 6у + x —36y + 55 = 0 

48. 2502 + 4y? + 50x — 16у = 59 

49. Encontre uma equação da elipse com foco (+4, 0) e diretriz 
(x5, 0). 

50. Encontre uma equação da hipérbole com focos (2, 1) e vértices 


х= —4. 


51. Encontre uma equação da hipérbole com focos (0, +4) e assín- 
totas y = +3x. 


52. Encontre uma equação da elipse com focos (3, +2) e eixo prin- 


cipal com comprimento 8. 


53. Encontre uma equação para a elipse que compartilhe um vértice 
e um foco com a parábola x? + y = 100 e que tenha seu outro 


foco na origem. 


54. Mostre que, se m for qualquer número real, então existem 
exatamente duas retas de inclinação m tangentes à elipse 


xta? + УЬ? = 1 e suas equações são y = mx + ya?m? + b?. 


55. Encontre uma equação polar para a elipse com foco na origem, 


Ве a de ai m 
excentricidade 3 e diretriz com equação r = 4 sec 0. 


56. Mostre que os ángulos entre o eixo polar e as assíntotas da hi- 


pérbole r = ed/(1 — e cos 0), e > 1, são dados por cos” (+ 1/e). 


57. Uma curva chamada fólio de Descartes é definida pelas equa- 


ções paramétricas 


y- 
1= № 
(a) Mostre que, se (a, b) estiverem na curva, então (b, a) também 
está; isto é, a curva é simétrica em relação à reta y = x. Onde 
a curva intercepta essa reta? 


SCA 


É necessário usar um sistema de computação algébrica 


SCA 
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(b) Encontre os pontos na curva onde as retas tangentes sáo ho- 3 sec 0 tg 0 
rizontais ou verticais. MET tg? 0 

(c) Mostre que a reta y = —x — 1 é uma assíntota oblíqua. 

(d) Esboce a curva. (g) Encontre a área da regiáo dentro do lago dessa curva. 

(e) Mostre que a equação cartesiana dessa curva é Сд (h) Mostre que a área do laço é a mesma que está entre a assín- 
х? + у? = xy. tota e os ramos infinitos da curva. (Use um sistema de com- 


(f) Mostre que a equação polar pode ser escrita na forma 


putação algébrica para calcular a integral.) 


— 550000 — 


1. 


2. 


Uma curva é definida pelas equações paramétricas 


t COS U г ѕепи 
х= { аи »-| du 
1 u 1 u 


Calcule o comprimento do arco da curva a partir da origem até o ponto mais próximo onde exista 
uma reta tangente vertical. 


(a) Encontre os pontos mais altos e mais baixos sobre a curva x* + у? = x? + y?. 

(b) Esboce a curva. (Observe que ela é simétrica em relação a ambos os eixos e a ambas as retas 
y = +x; assim, inicialmente é suficiente considerar y = x = 0.) 

(c) Use as coordenadas polares e um sistema de computação algébrica para encontrar a área dentro 
da curva. 


Qual é a menor janela que contém cada membro da família de curvas polares r = 1 + c sen 0, onde 
0 x c < 1? Ilustre sua resposta traçando vários membros da família nesta janela. 


Quatro insetos são posicionados nos quatro cantos de uma quadrado com comprimento de a. Os in- 
setos andam no sentido anti-horário na mesma velocidade e cada um deles sempre anda diretamente 
em direção ao próximo inseto. Eles se aproximam do centro do quadrado ao longo de um caminho 
em espiral. 
(a) Encontre a equação polar do caminho do inseto supondo que o polo esteja no centro do quadrado. 
(Use o fato de que a reta ligando um inseto até o próximo é tangente ao caminho do inseto.) 


(b) Encontre a distância percorrida por um inseto quando ele encontra os outros insetos no centro. 


Mostre que qualquer linha tangente à hipérbole toca a hipérbole na metade do caminho entre os pon- 
tos de intersecção com a tangente e as assíntotas. 


Um círculo C de raio 2r tem seu centro na origem. O círculo de raio r rola sem sair do sentido anti- 
-horário ao redor de C. Um ponto P está localizado num raio fixo de um círculo em movimento numa 
distância b do centro, 0 < b < r. [Ver partes (i) e (ii) da Figura.] Seja L a reta do centro de C ao cen- 
tro do círculo em rotação e seja 0 o ângulo que L faz com o eixo x positivo. 


(a) Usando 0 como um parâmetro, mostre que as equações paramétricas da trajetória percorrida por 
P são 
x = b cos 30 + 3r cos 0 y = b sen 30 + 3r sen 0 
Observação: se b = 0, a trajetória é um círculo de raio 3r ; se b = r, a trajetória é uma epicicloide. 


A trajetória percorrida por P para 0 < b < r é chamada epitrocoide. 
(b) Trace a curva para diversos valores de b entre 0 e r. 


(c) Mostre que pode ser inscrito um triângulo equilátero na epitrocoide e que seu centroide está no 
círculo de raio b centrado na origem. 

Observação: Este é o princípio do motor de rotação de Wankel. Quando o triângulo equilátero gira 

com seu vértice na epitrocoide, seu centroide percorre um círculo cujo centro está no centro da curva. 


a 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 4 
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(d) Na maioria dos motores de rotação os lados do triángulo equilátero são substituídos por arcos 
de círculo centrados no vértice oposto como na parte (iii) da figura (então, o diâmetro do rotor 
y B : A 3 
é constante). Mostre que o rotor irá caber na epitrocoide se b = 5 (2 — Br. 


EL, © 


"Y 


(i) (i) ii) 
FIGURA PARA 0 PROBLEMA 6 


Sequéncias e 
Séries Infinitas 


Na última seção deste capítulo você será 
solicitado a usar uma série para obter 
uma fórmula para a velocidade de uma 
onda oceânica. 


Epic Stock/Shutterstock 


Sequéncias e séries infinitas foram introduzidas rapidamente em Uma Apresentação do 
Cálculo em conexão com os paradoxos de Zenon e a representação decimal de números. 
Sua importância em cálculo surge da ideia de Newton da representação de funções 
como somas de séries infinitas. Por exemplo, para encontrar áreas, ele frequentemente 
integrava uma função expressando-a primeiro como uma série e então integrando cada 
termo da série. Seguiremos sua ideia na Seção 11.10 para integrar funções como е“ 
(Lembre-se de que, anteriormente, fomos incapazes de fazer isso.) Muitas das funções 
que surgem em física-matemática e química, tais como as funções de Bessel, são 
definidas como somas de séries; assim, é importante nos familiarizarmos com os 
conceitos básicos de convergência de sequências e séries infinitas. 

Os físicos também usam séries de outra maneira, como veremos na Seção 11.11. 
Em áreas de estudo diversas, como óptica, relatividade especial e eletromagnetismo, 
eles analisam fenômenos trocando uma função pelos primeiros termos da série 
que a representa. 
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"a Sequéncias 


Pode-se pensar numa sequência como uma lista de números escritos em uma ordem definida: 
di, аә, аз, ад, ..., Any... 


O número a, é chamado primeiro termo, a» é o segundo termo e, em geral, a, é o n-ésimo termo. 
Trataremos exclusivamente de sequências infinitas, de modo que cada termo a, terá um sucessor 
@һ+1. 

Observe que, para cada inteiro positivo n existe um nümero correspondente a, e, dessa 
forma, uma sequência pode ser definida como uma função cujo domínio é o conjunto dos in- 
teiros positivos. Mas, geralmente, escrevemos a, em vez da notação de função f (n) para o va- 
lor da função no número л. 


NOTAÇÃO A sequência (ai, a2, a3, . . .] é também indicada por 


{an} ou fam 


Algumas sequências podem ser definidas dando uma fórmula para o n-ésimo 
termo. Nos exemplos seguintes, damos três descrições da sequência: uma usando a notação 
anterior, outra empregando a fórmula da definição e uma terceira escrevendo os termos da se- 
quência. Observe que não é necessário começar em 1. 


n | n 1234 n 
(a) а, = .—,—,=,..., тее 
Eb n+1 (423 n+1 | 
А (Dn + 1) 20% +1) [23 4 5 (= 1) и + 1) 
3" к 3" 3g Coppe з 77 


(с) [Va=3 Y a -—Vn-3,n23(01,42,43,...,/n—- 3,...] 
(d) lon] ЕЕЕ son, EE 


22' 


ЭХО Encontre uma fórmula para o termo geral a, da sequência 


3 4 5 6 7 
5' 25'125' 625° 3.125" 7 


supondo que o padráo dos primeiros termos continue. 


SOLUÇÃO Foi-nos dado que 


5 g 25 125 625 3.125 


Observe que os numeradores dessas frações começam com 3 e são incrementados por 1 à me- 
dida que avançamos para o próximo termo. O segundo termo tem numerador 4; o terceiro, nu- 
merador 5; generalizando, o n-ésimo termo terá numerador n + 2. Os denominadores são a 
potência de 5, logo a, tem denominador 5". Os sinais dos termos alternam entre positivo e ne- 
gativo, assim, precisamos multiplicar por uma potência de — 1. No Exemplo 1(b) o fator (— 1)” 
significava que começamos com um termo negativo. Neste exemplo, queremos começar com 
um termo positivo e assim usamos (— 1)" ! ou (—1)"*!. Portanto 


n+2 
5" 


a, = (-1)"! 
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БОЛЕ Aqui estão algumas sequências que não têm uma equação de definição simples. 
(а) A sequência {р,}, onde p, é a população do mundo no dia 1º de janeiro do ano n. 

(b) Se fizermos a, ser o algarismo na n-ésima casa decimal do número e, então (a, | é uma se- 
quência bem definida cujos primeiros termos são 


(7,1,8,2,8,1,8,2,8,4,5,...) 
(c) A sequência de Fibonacci (f,+ é definida recursivamente pelas condições 
f=1 b=1 hf=hatho n23 
Cada termo é a soma dos dois termos precedentes. Os primeiros termos são 
{1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21,...} 


Essa sequéncia surgiu quando o matemático italiano conhecido como Fibonacci resolveu, no 
século XIII, um problema envolvendo a reprodução de coelhos (veja o Exercício 83). EEE 


Uma sequência como aquela no Exemplo 1(a), a, = n/(n + 1), pode ser visualizada mar- 
cando seus termos na reta real, como na Figura 1, ou traçando seu gráfico, como na Figura 2. 
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Observe que, como uma sequência é uma função cujo domínio é o conjunto dos inteiros po- а аа; 
sitivos, seu gráfico consiste em pontos isolados com coordenadas 0 o. 
2 
La 2,а 3,а Е п,а nus 
(La) 0,0) (3,45) (n, an) FIGURA 1 


A partir da Figura 1 ou 2 parece que os termos da sequência a, = n/(n + 1) estão se apro- 
ximando de 1 quando n se torna grande. De fato, a diferença 


>y 


a, Y 
n 1 
=. = 
п +1 п +1 [Sam 
pode ficar tão pequena quanto se desejar, tornando n suficientemente grande. Indicamos isso ` С 
escrevendo г си 
042545357 
lim =1 
пә= п +1 FIGURA 2 
Em geral, a notacáo 
lima, = Г 


n—>o 


significa que os termos da sequência (a, + aproximam-se de L quando n torna-se grande. Ob- 
serve que a seguinte definição do limite de uma sequência é muito parecida com a definição 
do limite de uma função no infinito, dada na Seção 2.6, no Volume I. 


-— 


Definicáo Uma sequéncia (a,) tem limite L e escrevemos 


lim a, = L ou à, > L quando n — o 


se pudermos tornar os termos a, táo próximos de L quanto quisermos ao fazer n sufi- 
cientemente grande. Se іт, a, existir, dizemos que a sequência converge (ou é con- 
vergente). Caso contrário, dizemos que a sequéncia diverge (ou é divergente). 


A Figura 3 ilustra a Definição 1 mostrando os gráficos de duas sequências que têm limite L. 
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а, ^ а, А 
FIGURA 3 i 
Gráficos de duas . 
sequéncias com | > > 
à _ 0 п 0 п 
lim a,= L 
Uma versão mais precisa da Definição 1 é a seguinte. 
Compare esta definição com a 2| Definição Uma sequência (a,) tem limite L e escrevemos 
Definição 2.6.7 
lim a, = L ou а, > L quando n — о 
me 
se, para cada є > 0 existir um inteiro correspondente N tal que 
se n>N então la-L|<e 
A Definição 2 é ilustrada pela Figura 4, na qual os termos а, a», as, . . . são marcados па 
reta real. Não importa quão pequeno seja escolhido o intervalo (L — e, L + e), existe um N 
tal que todos os termos da sequência de ay, em diante devem estar naquele intervalo. 
а, аз a, аз An+1 Ч@м+2 dy 4% ds а, d; 
y e bd ы e ( eeo o e ы e e е » 
FIGURA 4 0 L-s L Lte 
Outra ilustração de Definição 2 é dada na Figura 5. Os pontos no gráfico de {а„} devem 
estar entre as linhas horizontais y = L + s e y = L — e ве п > N. Esse quadro deve ser vá- 
lido independentemente do quão pequeno = escolhido, mas geralmente um = menor exige um 
N maior. 
УА 
y=L+e 
L 
y=L-e 
0 | + + > 
n 
FIGURA 5 3 N 


A comparação da Definição 2 com a Definição 2.6.7, no Volume 1, mostra que a única di- 
ferença entre іт, a, = Le lim; f(x) = L é que n precisa ser inteiro. Então, temos o se- 


guinte teorema, que é ilustrado pela Figura 6. 


3| Teorema Se lim,.« f(x) =L e f(n) = a, quando n é um inteiro, então 


lim,5«a, = L. 
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y=f(x) 
L 
Гг > 
X 
LESS FIGURA 6 
Em particular, como sabemos que lim... (1/x") = O quando r > 0 (Teorema 2.6.5, no 
Volume I), temos 
s d 
4 lim — = 0 ser>0 
пэ oo n” 
Se a, aumentar quando n aumentar, usaremos a notação lim, + а, = co. A seguinte defi- 
nição precisa é similar à Definição 2.6.9, no Volume I. 
5| Definição іт, a, = % significa que para cada número positivo M existe um in- 
teiro N tal que 
se n>N então an> M 
Se lim, =. а, = º, então a sequência (a,! é divergente, mas de maneira especial. Dize- 
mos que (a, | diverge para oo. 
As Propriedades do Limite dadas na Seção 2. 3, no Volume I, também valem para os li- 
mites de sequências, e suas demonstrações são similares. 
Se {а„} e (b, forem sequências convergentes e c for uma constante, então 
lim (a, + b,) = lim a, + lim b, 
no n5 n>o 
lim (a, — b,) = lim a, — lim b, 
no n>% n>% 
lim ca, = c lim a lim c =c 1 Lis -- 
EE ese и no Propriedades do Limite para Sequências 
lim (a,b,) = lim a, * lim b, 
me" pares п> р 
lim a, Wd 
a An n-—»oo " ii 
lim ==“ selimb,7z 0 
mem b, lim b, жыз HE TI 
n—>o 2:258400108 
B xt Von 
. . p 
lim аў = [lim a,) se p>0ea,>0 "а, 
0 > 
О Teorema do Confronto também pode ser adaptado para sequéncias como a seguir (veja n 
a Figura 7). 
FIGURA 7 


A sequência (b, fica presa 


А . mi entre as sequências (a, 
Se a, < b, € c, paran > noe lim a, = lim c, = L, então lim b, = L. q ü 


п-—>% п> % n— %0 eic] 


Outro fato útil sobre limites de sequências é dado pelo seguinte teorema, cuja demonstra- 
ção é pedida no Exercício 87. 
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—] es 


FIGURA 8 


O gráfico da sequência no Exemplo 8 é 
mostrado na Figura 9 e confirma a nossa 
resposta. 


6 | Teorema Se lim | a, | = 0, então lim a, = 0. 


п> %0 n>0% 


n 
ЗЛЕ Encontre lim "T 

non 
SOLUÇÃO O método é semelhante ao que foi utilizado na Seção 2.6, no Volume I: dividir o 
numerador e denominador pela maior potência de n que ocorre no denominador e depois usar 


as Leis de limite. 


1 lim 1 
lim — lim = LT 
nson +1 n>% . 21 
L4 = lim 1 + lim — 
n no nmn 
1 
= = 1 
1+0 
Aqui usamos a Equação 4 com r = 1. ij 
n 
Magis A sequência a, = Лб л é convergente ou divergente? 
n 


SOLUÇÃO Como no Exemplo 4, dividimos o numerador e o denominador por n: 


. n : 1 

lim = lim = 0 

n>» 10 +n no 10 1 
PRU 
n n 


porque o numerador é constante e o denominador se aproxima de 0. Então {а„} é divergente. 
[E 


1 
Эха Calcule lim p 


n>» n 
SOLUÇÃO Observe que numerador e denominador se aproximam do infinito quando n — oo, 
Não podemos empregar a Regra de l'Hóspital diretamente, porque ela não se aplica a 
sequências, mas, sim, a funções de uma variável real. Contudo, podemos usar a Regra de 
l'Hóspital para a função relacionada f(x) = (In х)/х e obter 


. lnx o dx 
lim = lim = 0 
xm x oo Í 
Temos, portanto, pelo Teorema 3, 
Inn 
lim — = 0 mm 


ЭЛЛЕ Determine se a sequência а, = (— 1)" é convergente ou divergente. 


SOLUÇÃO Se escrevermos os termos da sequência, obteremos 


{—1,1,—1,1,—1,1,—1,...} 


О gráfico desta sequéncia é mostrado na Figura 8. Uma vez que os termos oscilam entre 1 e 
— 1 com frequência indefinida, a, não se aproxima de nenhum número. Logo lim, ... (— 1)" não 
existe; ou seja, a sequência ((— 1)") é divergente. 


n 


se ele existir. 


[ЭА ШЙ Calcule lim ( 


no» д 
SOLUÇÃO Primeiro calculamos o limite do valor absoluto: 
—1 n 1 
Sal NR lim — — 0 
n 


no Hn 


lim 


n—» oo 


Portanto, pelo Teorema 6, 
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O seguinte teorema diz que se aplicarmos uma função contínua aos termos de uma se- 
quéncia convergente, o resultado também será convergente. A demonstracáo é pedida no Exer- 
cício 88. 


ч 


Teorema Se lim a, = Le se a função f for contínua em L, então 


no 


lim fas) — 70) 


БИЛЕЙ Encontre lim sen(z/n). 
езе 


SOLUÇÃO Como a função seno é contínua em 0, o Teorema 7 nos permite escrever 


n—>o 


lim sen(z/n) = sen( im n) = ѕеп0 = 0 


СЛТ] Discuta а convergência da sequência a, = n!/n", onde 
abcr] eme ebur ear 


SOLUÇÃO Numerador e denominador se aproximam do infinito quando n — co, mas aqui não 
temos uma função correspondente para usar com a Regra de l’ Hôspital (x! não está definido 
quando x não é um inteiro). Vamos escrever alguns termos para pensar sobre o que acontece 
com a, quando 7 cresce: 


| 1.2 “2.3 

zm do = аз = 

^i ? 7.7 dE TT 
ud аин 

8 An = —————— 


hA*h*n*----*n 


Parece, a partir dessas expressões e do gráfico na Figura 10, que os termos estão decrescendo 
e talvez se aproximem de 0. Para confirmar isso, observe na Equação 8 que 


1012-3 -+: +9 
а, = 
HAR Hr п 
Observe que a expressão em parênteses é no máximo 1, porque o numerador é menor (ou igual) 
ao denominador. Logo, 


1 
О<а„=— 
п 


Sabemos que 1/n — 0 quando n — %. Portanto a, — 0 quando п — c pelo Teorema do Con- 
fronto. = 


БТЕ Para que valores de r a sequência (r") é convergente? 


SOLUÇÃO Sabemos da Seção 2.6 e dos gráficos das funções exponenciais na Seção 1.5, 
ambos do Volume I, que lim, =... а* = © рага a > 1 e шп,—„а* = О para 0 < a < 1. Logo, 
colocando a = r e usando o Teorema 3, temos 


: o seri 
lim r” = 
n->00 О seO<r<1 


É óbvio que 


lim 0" = 0 


n>o 


lim 1º =1 e 


n—>o 


Se —1 < r < Oentào 0 < |r| < 1 então 


=1+ . 


FIGURA 9 


Criando Gráficos de Sequéncias 
Alguns sistemas de computacáo algébrica 
tém comandos especiais que nos permitem 
criar sequéncias e tracá-las diretamente. 
Com a maioria das calculadoras gráficas, 
contudo, as sequéncias podem ser tracadas 
usando equações paramétricas. Por 
exemplo, a sequéncia no Exemplo 10 pode 
ser traçada inserindo-se as equações 
paramétricas 

x=t  y-tt 
e fazendo o gráfico no modo pontual 
começando com т = 1 e tomando o passo 
t igual a 1. O resultado é exposto na Figura 
10. 


— À 10) 


0 


FIGURA 10 
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lim |r"| = lim || = 0 
n—>o n—»o 


e, portanto, lim, >.» r” = 0 pelo Teorema 6. Ser < — 1, então (r") diverge como no Exem- 


plo 7. A Figura 11 mostra os gráficos para vários valores de r. (O casor — —1 é mostrado na 
Figura 8.) 
а, À а, À 
pol 
Er à -1<r<0 
! : 3 > 
r=1 0 n 
T 
Н 5 > 
0 n pa uei é 
FIGURA 11 ! 0<г<1 а 
А 3 1 = ph 
sequência a, =1 ES 


Os resultados do Exemplo 11 estáo resumidos a seguir para uso futuro. 


9 | A sequência (r") é convergente se —1 < r < 1 e divergente para todos os outros 


valores de r. 


lim л" = 


п> оо 


0 se-l<r<l 
1 ser=1 


о 


10| Definição Uma sequência {an} é chamada crescente se а, < а, +1 рага todo n = 1, 
isso é, aj <a, < a3 < · · ·. E chamado decrescente se a, > а, +1 para todo n = 1. 
Uma sequência é monótona se for crescente ou decrescente. 


3 
ЭЛАЙ A sequência PERI é decrescente porque 
n 


3 3 3 
СЕ > = 
0 lado direito é menor porque tem um nd (п +1) +5 ИЛЕ б 
denominador maior. 
e, portanto, a, > a;«, para todo n = 1. E 


n 
ЗОН Mostre que a sequência a, = "UEM é decrescente. 
n 


SOLUÇÃO 1 Devemos mostrar que а„+1 < an, isto é, 


n+1 Р п 
(A+ 1+1 m-1 


Essa desigualdade é equivalente àquela que obteríamos pela multiplicação cruzada: 


n+1 n 


л но ло A + Dn? + 1) < + 1? + 1 
срт RT E "КЮ + D < alat +) 
D п +п +п+1< п +2n? + 2п 


c» 1«m-n 


Como п = 1, sabemos que a desigualdade n? + n > 1 é verdadeira. Portanto a,., < а„е{а„} 
é decrescente. 


SOLUÇÃO 2 Considere a função f(x) = 1; 
к^ +1 
Р х +1 2х? ju B 
fue ыт wor sempre que x? > 1 


Assim, f é decrescente em (1, 2) e em f(n) > f(n + 1). Portanto, (a,) é decrescente. HM 
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11| Definição Uma sequência (a, + é limitada superiormente se existir um número M 
tal que 


an SM para todo n = 1 
Ela é limitada inferiormente se existir um número m tal que 


m * a, para todo n = 1 


Se ela for limitada superior e inferiormente, então (a, ) é uma sequência limitada. 


Por exemplo, a sequência a, = n é limitada inferiormente (a, > 0) mas não superiormente. 
A sequência a, = n/(n + 1) é limitada porque O < a, < 1 para todo n. 

Sabemos que nem toda sequência limitada é convergente [por exemplo, a sequência 
a, = (—1)" satisfaz —1 < a, < 1, mas é divergente, como mostrado no Exemplo 7], e que 
nem toda sequência monótona é convergente (a, = n — х). Mas se uma sequência for limi- 
tada e monótona, então ela deve ser convergente. Este fato é provado no Teorema 12, mas in- 
tuitivamente você pode entender porque é verdadeiro, olhando para a Figura 12. Se (a,) está 


aumentando e a, = M para todo n, então os termos são forçados se aglomerar e se aproxi- 
mar de algum número L. 


FIGURA 12 


A demonstração do Teorema 12 é baseada no Axioma de Completude para o conjunto R 
dos números reais, que diz que, se S é um conjunto não vazio de números reais, que tem um 
limitante superior M (x = M para todo x em 5), então 5 tem um limitante superior mínimo 
b. (Isto significa que b é um limite superior para 5, mas se M é qualquer outro limitante su- 


perior, então b = M.) O Axioma de Completude é uma expressão do fato de que não há salto 
ou furo na reta do número real. 


12| Teorema da Sequência Monótona Toda sequência monótona limitada é convergente. 


DEMONSTRAÇÃO Suponha que {а,} seja uma sequência crescente. Como (a,) é limitada, 
o conjunto S = (a, |n 2 1) tem um limitante superior. Pelo Axioma de Completude, existe um 


menor limitante superior L. Dado & > 0,L — є não é um limitante superior para S (pois L é 
о limite superior mínimo). Portanto, 


an>L-—e para algum inteiro N 


Mas a sequência é crescente, logo a, = ay para cada n > N. Assim, se n > N, temos 
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A indução matemática é frequentemente 
usada para trabalhar com sequências 
recursivas. Veja o fim do Caítulo 1 
(Volumel) para consultar o Princípio da 
Indução Matemática. 


а > L-—6&8 


então 0O<L-a<e 
desde que a, = L. Assim, 
|L—a,|«& —semprequen>N 
então lim, > a, = L. 
Uma demonstração similar (usando o maior limitante inferior) funciona se (a, for de- 
crescente. [== 
Na demonstração do Teorema 12 vemos que uma sequência que é crescente e limitada su- 


periormente é convergente. (Da mesma forma, uma sequéncia decrescente que é limitada infe- 
riormente é convergente.) Este fato é usado muitas vezes quando lidamos com séries infinitas. 


Sg Investigue a sequência (a,) definida pela relação de recorrência 


а1=2  a,4-3(a,* 60  paran=1,2,3,... 


SOLUÇÃO Começamos calculando os primeiros termos: 


а= 2 2= 502+ 6)=4 а= (4+6) = 5 
а4= 1(5 + 6) = 5,5 а; = 5,75 а = 5,875 
аз = 5,9375 ds = 5,96875 as = 5,984375 


Esses termos iniciais sugerem que a sequéncia é crescente e que os termos estáo se apro- 
ximando de 6. Para confirmar que a sequência é crescente, usamos a indução matemática para 
mostrar que а, +1 > a, para todo n = 1. Isto é verdade paran = 1 porque a, = 4 > а). Se as- 
sumirmos que isso é verdadeiro para n = k, então temos 


ат > ак 
então am +6 > а, +6 
1 1 
e 5(apa T 6) > (а, + 6) 
Logo, ak+2 > аі 


Deduzirmos que а, +: > a, é verdadeiro para n = k + 1. Portanto, a desigualdade é verdadeira 
para todo n por indução matemática. 

Em seguida, verificamos que (a, + é limitada mostrando que a, < брага todo n. (Uma vez 
que a sequência é crescente, já sabemos que ela tem um limitante inferior: a, = a, = 2 para 
todo n). Sabemos que a, < 6, assim a afirmação é verdadeira para n = 1. Suponha que isso 
seja verdadeiro para n = k. Então, 


ay « 6 
entáo a, + 6 < 12 
е i(a, 6) <3(12) = 6 
Logo, ак+\ <6 


Isso mostra, por indução matemática, que a, « 6 para todo n. 

Como a sequência (a, é crescente e limitada, o Teorema 12 garante que ela tem um limite. 
O teorema não nos conta qual é o valor do limite. Mas agora que sabemos que L = Шт, a; 
existe, podemos usar a relação de recorrência dada para escrever 
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lim a, = lim ¿(a, + 6) = (Ит a, + 6) = 3L + 6) 


n—>o n=>0 


Como a, — L, segue também que a,., — L (quando n — 2, n + 1 — ©, igualmente). 


Uma demonstração desse fato é pedida no 


Logo, temos Exercício 70. 
L=3(L +6) 
Resolvendo essa equação para L, temos L = 6, como previsto. EE 
Exercícios 

1. (a)O que é uma sequéncia? 3 + 5n? n? 
(b) O que significa dizer que lim, 4, = 8? а= ntn 26. a, = n+1 
(c) O que significa dizer que іт, а, = %? qns 

К Hn ae 21. a, = e" 28. а, = 

2. (а) О que é uma sequência convergente? Dê dois exemplos. 5" 

(b) О que ё uma sequéncia divergente? Dé dois exemplos. пт п+1 
3-12 Liste Ea cinco primeiros termos da Ба 23. а, = tg 1 + 8n 30. а, = On + 1 
ci T 1 Soi 1+2" 31. a, — EM 32. a, => 
: 8 (ya : Е e уп + 4n 

. An = 5" + an = COS 2 Е (= Dn Е (Dn? 
3-1) 33. те 34. 6 A > 11 

de та 8 2-4-:6----- (2n) n n n 

n: à, 35. a, — cos(n/2) 36. a, — cos(2/n) 
9. ац=1, anı = 5а, – 3 10. а. = 6, а = — 

п (2n — 1)! In 
An 37. 17 38. 
11. a =2, ams E (2n + 1)! In 2n 
An 


12.a,—2, a =l, аһы = An = а,-1 


13-18 Encontre uma fórmula para o termo geral a, da sequéncia, as- 
sumindo que o padráo dos primeiros termos continue. 


15. (73,2 - 55 -$,...] 
16. (5, 8, 11, 14, 17,...} 
deci cd 


18. [1,0,-1,0,1,0,-1,0,..) 


19-22 Calcule, com quatro casas decimais, os primeiros 10 termos da 
sequência e use-os para traçar o gráfico da sequência com a mão. Esta 
sequência parece ter um limite? Se assim for, calcule-o. Se não, ex- 


plique por quê. 
3 —1)" 
19. An = a 20. An = 2 E 
1 + 6n n 
1 10" 
21. а, = 1 + (—5)" 22. а. = 1 + о" 


23-56 Determine se a sequéncia converge ou diverge. Se ela conver- 
gir, encontre o limite. 
3 


23. a, = 1 — (0,2) M oi s 
ý (0,2) ^ п? +1 


М E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


e" + em" tg n 
39. 327 40. a, — 


ет], п 
4. (me "i 42. a, = In(n + 1) — Inn 
43. a, — Du M. а, = 27 
45. a, — n sen(1/n) 46. a, = 2 "cos пт 


sen 2n 


2X 
1+ – 48. а, = — —— 
| 2) " 1+ n 


49. a, = In2n? + 1) — In(n? + 1) 


+= 

"md 

2 
| 


I 2 
rajo DA 
n 
51. a, = arctg(In n) 52. а, = n п+1уп + 3 
53. {0,1,0,0,1,0,0,0,1,...} 54. Io e sme 
! —3y 
B5 gm а! 56. а, = С 
2" п! 


57—63 Use um gráfico da sequéncia para decidir se ela é convergente 
ou divergente. Se a sequéncia for convergente, conjecture o valor do 
limite a partir do gráfico e entáo demonstre sua conjectura. 


57. a, = 1 + (-2/e)" 58. а, = vn sen(m/yn) 


[3 + 2n? 
59. а, = шн 60. а„= 0/3n + 5n 
8nº+n 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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61. 


62. 


63. 
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D (n = 10) 

n! 
«Secco (2n — 1) 
(2n)" 


64. 


65. 


66. 


67. 


(a) Determine se a sequência definida a seguir é convergente ou 
divergente: 


a=1 am=4—a, раап 2 1 


(b) О que acontece se o primeiro termo para a, = 2? 

Se $ 1.000 forem investidos a uma taxa de juros de 6%, contabi- 
lizados anualmente, depois de n anos o investimento valerá 
a, = 1.000(1,06)" dólares. 

(a) Encontre os cinco primeiros termos da sequência (a, |. 

(b) A seguência é convergente ou divergente? Explique. 

Se você depositar $ 100 no final de cada mês em uma conta que 
paga juros de 3% ao ano com capitalização mensal, o montante 


de juros acumulados após n meses é dado pela sequência 
1,0025" — 1 ) 


I, = 10 
o( 0,0025 


(a) Encontre os seis primeiros termos da sequência. 
(b) O quanto de juros você vai ter ganho depois de dois anos? 
Um piscicultor possui 5.000 bagres em sua lagoa. O número de 
bagres aumenta 8% ao mês e o agricultor retira 300 bagres por 
mês. 
(a) Mostre que a população de bagres P, depois n meses é dada 
recursivamente por 
P, = 1,08P,-i 


— 300 Р = 5.000 


(b) Quantos bagres estão na lagoa depois de seis meses? 


68. 


69. 
10. 


7. 


Calcule os primeiros 40 termos da sequéncia definida por 


1 
Р Em 20n 
ntl 
3a, + 1 


ea; = 11. Faça o mesmo se a; = 25. Faça uma conjectura sobre 


se a, é um número par 
se a, é um número impar 


este tipo de sequência. 
Para quais valores de г a sequência (nr”) é convergente? 
(a) Se {а„} for convergente, mostre que 


lim a, 


n>0 


lim ai = 
Ea 


n 


1/(1 + an) 


paran = 1. Supondo que (a, ) seja convergente, encontre seu li- 


(b) Uma sequência (a, ) é definida por a, = 1еа,+1 
mite. 

Suponha que você saiba que {а„} é uma sequência decrescente 

e que todos os termos estão entre os números 5 e 8. Explique por 

que a sequência tem um limite. O que você pode dizer sobre o va- 

lor do limite? 


72-18 Determine se a sequência dada é crescente, decrescente ou não 


monótona. А sequência é limitada? 


72. 


13. 
15. 


11. 


a, = (-2)"! 
1 2n — 3 
An = 74. а, = i 
2n +3 Зп +4 
an = n(—1)" 76. а, = пе" 
п 1 
а, = — 78. а, = n + — 
nº + 1 п 


19. 


81. 


82. 


83. 


84. 


86. 


87. 


89. 


90. 


V 85. 


Calcule o limite da sequéncia 


(л, узт, ууй...) 

Uma sequência {а„} é dada por a, = 42, aja = 42 + an. 

(a) Por indução, ou de outra maneira, mostre que (a, + é crescente 
e limitada superiormente por 3. Aplique o Teorema da Se- 
quéncia Monótona para mostrar que lim,,.. a, existe. 

(b) Encontre іт, an. 

Mostre que a sequéncia definida por 


1 


An 


a=1 Ain = 3 — 


é crescente e a, < 3 para todo n. Deduza que la, y é convergente 
e encontre seu limite. 
Mostre que a sequéncia definida por 

1 


3 — An 


a=2 


nc] = 


satisfaz O < a, = 2 e é decrescente. Deduza que a sequência é 

convergente e encontre seu limite. 

(a) Fibonacci colocou o seguinte problema: suponha que coelhos 
vivam para sempre e que a cada més cada par produza um novo 
par, que se torna reprodutivo com 2 meses de idade. Se come- 
carmos com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos te- 
remos no n-ésimo més? Mostre que a resposta é f,, onde {fn} é 
a sequência de Fibonacci definida no Exemplo 3(c). 

(b) Seja an = fu+1/f, e mostre que an-ı = 1 + l/a,-2. 

Supondo que (a, ) seja convergente, encontre seu limite. 

а =](а), as fas) = Ho), s 
An+1 = f (an), onde fé uma função contínua. Se lim, > а, = L, 
mostre que f(L) — L. 

(b) Ilustre a parte (a) tomando f(x) = cos x, a = 1, e estimando 


(a) Sejam а =а, 


o valor de L com precisão de cinco casas decimais. 
(a) Use um gráfico para conjecturar o valor do limite 


nº 


n>e р ! 


(b) Use um gráfico da sequéncia na parte (a) para encontrar os me- 
nores valores de N que correspondam a e = 0,1 e e = 0,001 
na Definição 2. 

Use a Definição 2 diretamente para demonstrar que lim, = r" = 0 

quando | r | < 1. 

Demonstre o Teorema 6. 

[Dica: Use a Definição 2 ou o Teorema do Confronto.] 

Demonstre o Teorema 7. 

Demonstre que, se lim, 4, = 0 e (b,) for limitada, então 

lim: (anba) = 0. 


1 n 
Sejaa, — ( + ) Я 
п 


(a) Mostre que, se 0 < a < b, então 


b ER а"?! 
= Db” 
REA (n + 1) 
(b) Deduza que b"[(n + Da — nb] < a”*”, 
(c) Use a = 1 + 1/(n + 1) eb = 1 + 1/n na parte (b) para 


mostrar que (a, + é crescente. 

(d) Use a = 1 e b = 1 + 1/(2n) na parte (b) para mostrar que 
аә, < 4. 

(e) Use as partes (с) е (d) para mostrar que a, < 4 рага todo n. 

(f) Use o Teorema 12 para mostrar que lim, =. (1 + 1/n)" existe. 
(O limite é e. Ver Equação 3.6.6, no Volume I). 


91. Sejam a e b números positivos com a > b. Seja a, sua média arit- 
mética e b;, sua média geométrica: 


a+b 
2 


b, = yab 


a, = 
Repita esse procedimento de modo que, em geral, 


а, + b, 
= EE ba = a,b, 


An+1 


(a) Use a inducáo matemática para mostrar que 
An > апу > ban > b, 


(b) Deduza que {а,} e (b,) são ambas convergentes. 

(c) Mostre que lim, a, = lim,=: bn. Gauss chamou o valor 
comum desses limites de média aritmética-geométrica dos 
números a e b. 

92. (a) Mostre que, se lim, =... a», = L e lim, ал+ = L, então 
{аһ} é convergente e lim, == a, = L. 
(b)Sea=1le 


1 


аы = 1 + —— 
s 1 +а, 
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encontre os oito primeiros membros da sequência (a, +. Então 
use a parte (a) para mostrar que lim, а, = J2. Isso dá a 
expansáo em fracóes contínuas 


1 
Мз —14 
24 ———— 
pP 
93. O tamanho de uma população de peixes pode ser modelado pela 
fórmula 
_ bp, 
Pn+1 a + Pr 


onde p, é o tamanho da população de peixes depois de n anos e 

a e b são constantes positivas que dependem da espécie e de seu 

habitat. Suponha que a população no ano O seja po > 0. 

(a) Mostre que se { р,} é convergente, então os únicos valores pos- 
síveis para seu limite são Оер — a. 

(b) Mostre que p,«i < (b/a)p». 

(c) Use o item (b) para mostrar que, se a b, então 
lim, > p, = 0; em outras palavras, a população se extingue. 

(d) Agora suponha que a < b. Mostre que, se po < b — a, então 
{pn} é crescente e O < p, < b — a. Mostre também que, se 
po > b — a, então (p,) é decrescente e p, > b — a. Deduza 
que se a < b, então lim, .« p, = b — a. 


PROJETO DE LABORATÓRIO [sa] SEQUÊNCIAS LOGÍSTICAS 


birá comportamento aleatório? 


Uma sequência que aparece em ecologia como um modelo para o crescimento populacional é defi- 
nida pela equação de diferença logística 


Ран == kp,(l е px) 


onde p, mede o tamanho da população da n-ésima geração de uma única espécie. Para manter os nú- 
meros manejáveis, p, é uma fração do tamanho máximo da população, e assim O = p, = 1. Observe 
que a forma dessa equação é similar à da equação diferencial logística na Seção 9.4. O modelo dis- 
creto — com sequências em vez de funções contínuas — é preferível para modelar populações de in- 
setos, nas quais acasalamento e morte ocorrem de maneira periódica. 

Um ecologista está interessado em prever o tamanho da população com o passar do tempo e faz 
as perguntas: ela vai estabilizar em um valor limite? Ela mudará de uma maneira cíclica? Ou ela exi- 


Escreva um programa para calcular os n primeiros termos dessa sequência, começando com uma 
população inicial po, onde O < po < 1. Utilize este programa para fazer o seguinte. 


1. Calcule 20 ou 30 termos da sequência para po = 3 е para dois valores de k tal que 1 < k < 3. 
Faça um gráfico de casa sequência. As sequências parecem convergir? Repita para um valor di- 
ferente de po entre Ое 1. O limite depende da escolha de ро? Depende da escolha de К? 

2. Calcule termos da sequência para um valor de k entre 3 e 3,4 e faça seu gráfico. O que você nota 
sobre o comportamento dos termos? 

3. Experimente com valores de К entre 3,4 e 3,5. O que acontece com os termos? 

4. Para valores de k entre 3,6 e 4, calcule e trace pelo menos 100 termos e comente sobre o com- 
portamento da sequência. O que acontecerá se você mudar po por 0,001? Esse tipo de compor- 
tamento é chamado caótico e é exibido por populações de insetos sob certas condições. 


SCA| E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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112 Séries 


O recorde atual (2011) de т foi calculado 
para mais de dez trilhões de casas deci- 
mais por Shigeru Kondo e Yee Alexander. 


n Soma dos n 
primeiros termos 
1 0,50000000 
2 0,75000000 
3 0,87500000 
4 0,93750000 
5 0,96875000 
6 0,98437500 
7 0,99218750 
10 0,99902344 
15 0,99996948 
20 0,99999905 
25 0,99999997 


O que queremos dizer quando expressamos um número como um decimal infinito? Por exem- 
plo, o que significa escrever 


т = 3,14159265358979323846264338327950288 ... 


A convenção por trás de nossa notação decimal é que qualquer número pode ser escrito como 
uma soma infinita. Aqui, isso significa que 


1 
m =3+— + ++ += + + + Lee 


onde os três pontos (- - -) indicam que a soma continua para sempre, e quanto mais termos adi- 
cionarmos, mais nos aproximaremos do valor real de 7. 

Em geral, se tentarmos somar os termos de uma sequência infinita (a, },_1, obteremos uma 
expressão da forma 


1 а +а +аз +: +а, do 


que é denominada uma série infinita (ou apenas série) е é denotada, por simplicidade, pelo 
símbolo 


o 
Уа OU Da, 
n=1 
Faz sentido falar sobre a soma de uma quantidade infinita de termos? 
Seria impossível encontrar uma soma finita para a série 


1+2+3+4+5+ nte 


porque, se começarmos adicionando os termos, obteremos as somas cumulativas 1, 3, 6, 10, 
15, 21,... e depois do n-ésimo termo, obtemos n(n + 1)/2, que se torna muito grande à medida 
que n aumenta. 

Contudo, se começarmos a somar os termos da série 


1 1 1 1 1 1 1 
+++ + + +++ 
2 4 8 16 32 64 2" 
obtemos 1, 2, i E, >, e ..., 1 — 1/2^.... A tabela mostra que, quando adicionamos mais 


e mais termos, essas somas parciais se tornam cada vez mais próximas de 1. De fato, somando 
um número suficiente de termos da série, podemos fazer as somas parciais se tornarem tão pró- 
ximas quanto quisermos de 1. Assim, parece razoável dizer que a soma dessa série infinita é 
1 e escrever 


1 1 1 1 1 1 
Y === += += += +... + 
1:25 2 4 8 16 2" 


+...=]1 


Usamos uma ideia parecida para determinar se uma série geral | 1] tem uma soma ou não. 
Consideramos as somas parciais 


51 = а 
$2 = а + а» 
53 = a, + a + as 
S4 = а + as + as + as 
e, em geral, 


n 
з = аз + do +а +: +а, = Уа; 
i=1 
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Essas somas parciais formam uma nova sequência (5,), que pode ou não ter um limite. Se 
Пт, Sn = s existir (como um número finito), então, como no exemplo anterior, o chama- 
mos soma da série infinita 2 a,. 


[2] Definição Dada uma série X;-; a, = 41 + a» + аз + ++, denote por s, sua 
n-ésima soma parcial: 
n 
s.=»a¡=a,+a,+ MEE @„ 


i=1 


Se a sequência (s, for convergente e lim, >. s, = s existir como um número real, en- 
táo a série 2 a, é chamada convergente, e escrevemos 


aitat’: +а + = 5 ou У а. = $ 
=1 


O número s é chamado а soma da série. Se a sequência (s,) é divergente, então а sé- 
rie é chamada divergente. 


Assim, a soma de uma série é o limite da sequência de somas parciais. Desse modo, quando 
escrevemos >; a, = s, queremos dizer que, somando um número suficiente de termos da sé- 
rie, podemos chegar tão perto quanto quisermos do número s. Observe que Compare com a integral imprópria 


E n IN fO) dx = lim [ fl) dx 


n= i=l Para encontrarmos essa integral, inte- 
gramos de 1 até т e então fazemos t—=-00, 


Б ИШЛЕЙ Suponhamos que se saiba que a soma dos primeiros n termos da série 3%-, a, seja Рага uma série, somamos de 1 a n e então 
fazemos n — oo. 


2n 
$,7 d, + d» + ся + а, = =——— 
3n +5 
Em seguida, a soma da série é o limite da sequência (s, +: 
V . . 2n . 2 2 
> a, = lim s, = lim = lim = EEE 
nel n noc 3n + 5 пә= 34 5 3 


n 


No Exemplo 1 foi nos dada uma expressão para a soma dos primeiros termos n, mas ge- 
ralmente não é fácil encontrar tal expressão. No Exemplo 2, no entanto, olhamos para uma 
famosa série para a qual podemos encontrar uma fórmula explícita para sn. 


БЛ Um exemplo importante de uma série infinita é a série geométrica 
а + аг + аг? + ar’ +--+ ar! += Y ar"! az 


Cada termo é obtido a partir do anterior, multiplicando-se pela razão comum r. 
(Já consideramos o caso especial onde a = 5 er= 2). 

Se r = 1, então s, = а +а + ··· + а = па — to, Como Ш, s, não existe, а sé- 
rie geométrica diverge nesse caso. 

Ser # 1, temos 


ss=atar+tar? ++ ағ"! 
2 n-i n 
e T$, = ar tar + tar" tar 


Subtraindo essas equações, obtemos 
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A Figura 1 fornece uma demonstração 
geométrica do resultado no Exemplo 2. Se 
os triângulos forem construídos como 
mostrado e s for a soma da série, então, 
por semelhança de triângulos, 


s 
— = logo s= 
a a-ar 


FIGURA 1 


Em palavras: a soma de uma série 
geométrica convergente é 


primeiro termo 
1 — relação comum 


O que realmente queremos dizer quando 
afirmamos que a soma da série no Exemplo 
3 é 3? Claro, não podemos somar literal- 
mente um número infinito de termos, um a 
um. Mas, de acordo com a Definição 2, a 
soma total é o limite da sequência de 
somas parciais. Então, fazendo a soma de 
um número suficiente de termos, podemos 
chegar tão próximo quanto gostaríamos do 
número. A tabela mostra as primeiras dez 
somas parciais e o gráfico da Figura 2 
mostra como a sequência de somas 
parciais se aproxima de 3. 


Sn — rs,7—a-—ar" 


all = r”) 


l-r 


3 Sn = 


Se —1 < r < 1, sabemos, a partir de (11.1.9), que r” — 0 quando n — %, assim 


all — ғ") a а, а 
= — lim r” = 
1 = r n>» 


l-r l-r 


Então, quando |r | < 1, a série geométrica é convergente, e sua soma é a/(1 — r). 
Ser = —1 our > 1, a sequência (r”) é divergente por (11.1.9); assim, pela Equação 3, 


lim,» s, nào existe. Portanto, a série geométrica diverge naqueles casos. EE 
Resumimos os resultados do Exemplo 2 como a seguir. 
4| A série geométrica 
У а"! =а+а+а? + 
п=1 
é convergente se |r| < 1 e sua soma é 
o n-1 a 
y ar" = Ir «1 
n-l I= 
Se |r| = 1, a série geométrica é divergente. 
ЭШОН Encontre a soma da série geométrica 
10 20 40 
Seq ye ur 
SOLUÇÃO O primeiro termo é a = 5 e a razão comum é г = -i Como |r| = i < 1, a série 
é convergente por |4| e sua soma é 
10 20 40 5 5 
5 + += N=5=3 = 
з 9 2 1-(-3) à 
Sn Y 
n Sn 
1 5,000000 
2 1,666667 | 
3 3,888889 3T Mu LI a шз 
4 2,407407 E 
5 3,395062 
6 2,736626 
T 3,175583 T 
8 2,882945 0 20 ^ 
9 3,078037 
10 2,947975 
FIGURA 2 


EEN A série У, 2?"3'" é convergente ou divergente? 
n=1 


SOLUÇÃO Vamos reescrever o termo n-ésimo termo da série na forma ar””!: 
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oc © оо 4" 00 
b gengin = р? (2237420 z » 
n=1 n=1 


EE EE 
n=1 37 n-l 


Los РС S 4 
Reconhecemos essa série como uma série geométrica com a = 4er = з. Сото г > 1, а 
série diverge por |4]. = 


Eam Escreva o número 2,317 = 2,3171717. . . como uma razão de inteiros. 
SOLUÇÃO 


2,3171717... = 2,3 + — + — + — +. 


Depois do primeiro termo, temos uma série geométrica com a = 17/10° e r = 1/10°. 
Portanto, 


17 17 
== 10° 1.000 
2,317 = 2,3 + = 2,3 
99 
[e — 
10 100 
23 | 17 1147 
== + = = 
10 990 495 


a 
EEN Encontre a soma da série У, x" onde |x| < 1. 
n=0 


SOLUÇÃO Observe que esta série começa com n = 0, de modo que o primeiro termo é x? = 1. 
(Com a série, adotamos a convenção de que x^ = 1 mesmo quando x = 0.) Assim 


Ух" =1+х+х2 t ++: 


п=0 
Esta é uma série geométrica com a = 1er = х. Uma vez que |r| = |x| < 1, que converge 
е |4| resulta em 
а 1 
ada = 
n=0 1—х 


e 1 
DENIA Mostre que a série У, nn41 é convergente e calcule sua soma. 
n=1 MN 


SOLUÇÃO Essa não é uma série geométrica e, assim, voltamos à definição de uma série con- 
vergente e calculamos as somas parciais. 


e ONE STEM TR 
a AFD 1-2 Zea 3-4 n(n + 1) 
Podemos simplificar essa expressáo se usarmos a decomposicáo em fracóes parciais 


EN 1 
ii-1 i i+l 


(veja a Seção 7. 4, no Volume I). Então, temos 


E 1 ш 1 1 
«ixi | 


DAE) cics) 


Outra maneira de identificar a e r é 
escrever os primeiros termos: 


ar + 


O Module 11.2 explora uma 
série que depende de um ângulo Ө em 
um triángulo e permite que vocé veja 
quão rapidamente a série converge 
quando 6 varia. 


Observe que os termos se cancelam em 
pares. Este é um exemplo de uma soma 
telescópica: por causa de todos os 
cancelamentos, a soma retrai-se (como um 
antigo telescópio) em apenas dois termos. 
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A Figura 3 ilustra o Exemplo 7 mostrando 
os gráficos da sequência de termos 

à, = 1/[n(n + 1)] e a sequência (s, } 
das somas parciais. Observe que a, — 0 
e s, > 1. Veja os Exercícios 76 e 77 рага 
duas interpretações geométricas do 
Exemplo 7. 


ТЕРРА 
00 ds) 
{а,} 

ul IM ИЧИ Мч NOD NO ЧИРЕ ЧИ" 

0 п 


FIGURA 3 


O método usado no Exemplo 8 para 
mostrar que a série harmónica diverge 
deve-se ao estudioso francés Nicole 
Oresme (1323-1382). 


1 
e, assim, lim s, = lim | 1 — =1-0=1 
n= п—>® n + 1 
Portanto, a série dada é convergente e 
E 1 Е 
п<1 n(n + 1) 


313 1g Mostre que a série harmônica 


é divergente. 


SOLUÇÃO Para essa série particular é conveniente considerar as somas parciais ә, 54, S8, 516, 
532, . . . € mostrar que elas se tornam grandes. 


s=1+5 
s=1+3+(0+3)>1+7+(+3)=1+5 
T 
>1+1+ +++ +i) 
=1+;+;+;=1+$ 
#6=1+5+ (5+4) + (6 + + 5 + ==) 
>а) + erroe) 
=1+;+;+;+;=1+ 


Analogamente, sy > 1 + A sa > 1 + 5, e, em geral, 
md 

Son — 

? 2 


Isso mostra que s2: — % quando n — o e assim {s, } é divergente. Portanto, a série harmônica 


diverge. 1 


6 | Teorema Se a série У, a, for convergente, entáo lim а, = 0. 


n>% 


n=1 


DEMONSTRAÇÃO Sejas, = а, + а + +- + an. Então, а, = s, — Sn-1. Como È a, é con- 
vergente, a sequência (5,) é convergente. Seja lim,» s, = s. Como n — 1 — œ quando 
n — co, também temos lim, 5-1 = s. Portanto 
lim a, = lim (s, = 5-1) = lim s, — lim s,-1 
nose cgo 


n—>o n—o 


= 5 – 5 = () EEE 


OBSERVAÇÃO 1 Com qualquer série X a, associamos duas sequências: a sequência (s,) de 
suas somas parciais e a sequência (a, ) de seus termos. Se X a, for convergente, o limite da se- 
quéncia {sn} é s (a soma da série) e, como o Teorema 6 afirma, o limite da sequência (a, ) é 0. 


OBSERVAÇÃO 2 A recíproca do Teorema 6 não é verdadeira, em geral. Se lim, ... a, = 0, não 
podemos concluir que X a, é convergente. Observe que, para a série harmônica X 1/n, temos 
a, = 1/n — 0 quando n — х, mas mostramos no Exemplo 8 que > 1/n é divergente. 


7 | Teste de Divergência Se lim a, não existir ou se lim а, # 0, então a série У An É 
urs 


эо 
n n=1 


divergente. 


SEQUÉNCIAS E SÉRIES INFINITAS 


O Teste para Divergéncia vem do Teorema 6, porque, se a série não for divergente, ela é 
convergente e, assim, lim, .« a, = 0. 


© 2 
ЕЛШЕ Й Mostre que a série » m diverge. 
SOLUÇÃO 
li gc li : Leo 
im a, = lim = lim = 
n a 5n? +4  n>.5+4/nN 5 
Desse modo, a série diverge pelo Teste para Divergência. EE 


OBSERVAÇÃO 3 Se descobrirmos que lim, a, % 0, saberemos que X a, é divergente. Se 
acharmos que lim, >: a, = 0, não saberemos sobre a convergência ou divergência de > a,. Lem- 
bre-se o aviso na Observação 2: se lim, a, = 0, a série X a, pode convergir ou divergir. 


8| Teorema Se X a, e X b, forem séries convergentes, então também o serão as séries 
X ca, (onde c é uma constante), X (a, + ba) eX (a, — bn) e 


O У са, = с Уа, GD Y (а + b) = Уа, + УЬ, 
n=1 n=1 n=1 n=1 


n=1 


(ii) Y (an = 5.) = Y An — у b, 


n=1 n=1 n=1 


Essas propriedades de séries convergentes vêm das Propriedades do Limite para Sequên- 
cias Convergentes na Seção 11.1. Por exemplo, aqui está como a parte (ii) do Teorema 8 é de- 
monstrada. 

Sejam: 


зе > ai pecu. ti = X bi t=} b, 
i=1 n=1 і 
A n-ésima soma parcial para a série X (a, + bn) é 
и, = Y (a; dr b;) 
i=1 
e, usando a Equação 5.2.10, no Volume I, temos 


lim и, = lim Y (a; + bi) = lim (i a; + У, i) 
=н кыы =з | n9 Xil i=1 


= lim Y a; + lim Y b; 


эо + æ; 
n i-l n 9 de 


= lim s, + limt,=s+t 


n—>o n>o 


Portanto X (a, + b,) é convergente e sua soma é 


oo © 


У (а, +.) =5+1= Уа, + УЬ, EE 


n=1 n=1 n=1 


d 3 1 
[ТШЕП] Calcule a soma da série У, E + ) 


n=1 n(n + 1) 2" 


SOLUÇÃO A série X 1/2" é uma série geométrica com a = ; er = +, assim 


eq — 1 
2 -4 


1 
п=1 2" 1-— 2 


No Exemplo 7 encontramos que 
< 1 


— =] 
n=1 n(n + 1) 
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Assim, pelo Teorema 8, a série dada é convergente e 


Е 3 1 = 1 41 
+ =3 + 
> | n(n T 1) 2^ | > n(n + 1) > 27 


=3-1+1=4 = 


OBSERVAÇÃO 4 Um número finito de termos não afeta a convergência ou divergência de uma 
série. Por exemplo: suponha que possamos mostrar que a série 


® 
У п 
п=4 n? T 1 
é convergente. Uma vez que 


n 1 2 3 e n 
= + + + 
2 n? +1 2 9 28 2 n? +1 


segue que a série inteira Уж; n/(n? + 1) é convergente. Analogamente, se soubermos que а 
série 2=w+1 а, converge, então a série completa 


E N © 
Уа= Ха ct У а, 


n=1 n=1 n=N+1 
também é convergente. 
"2 Exercícios 
1. (a) Qual é a diferenga entre uma sequéncia e uma série? (a) Determine se (a, é convergente. 
(b) O que é uma série convergente? O que é uma série divergente? (b) Determine se Zi a, é convergente. 
2. Explique o significado de se dizer que Хуа, = 5. 16. (a) Explique a diferença entre 


3-4 Calcule a soma da série 25-; a, cuja somas parciais são dadas. n й 
п? = 1 У а е > a; 
RE i=1 j=1 


3. s,— 2 — 3(0,8)" 4. i m 
4n +1 (b) Explique a diferença entre 


5-8 Calcule os oito primeiros termos da sequência de somas parciais Y а; e Ya j 


corretas para quatro casas decimais. Parece que a série é convergente 


; 17-26 Determine se a série geométrica é convergente ou divergente. 
ou divergente? 


= 1 Е 1 Se for convergente, calcule sua soma. 


5. ge 6. == ЖЫР J so — 1 1,1. Ss 
2 " 2 EG) 434544654 аве оь 
= 1 = (—1y! 19. 10 — 2 + 04 — 0,08 + ·· · 
— 8. = — H | pee 
2 qu a La 20. 1 + 0,4 + 0,16 + 0,064 т 
21. Y 6(0,9)"' 2. У — — 
КМ 9-14 Calcule pelo menos dez somas parciais da série. Faça o gráfico n=l "E na (—9) 
de ambas as sequéncias de termos e de somas parciais na mesma tela. 23. yc» E) 24. У | _ 
Parece que a série é convergente ou divergente? Se ela for conver- mi 4 ne (/2) 
gente, eim a soma. Se for divergente, explique por qué. 25. ser кше 26. p ad 
9 Nel 10 p n=0 3^ n=1 3^" 
| ——— ; cos n 
n=1 (— У п=1 
oo n+1 
11. Se do 12. Y 21-42 Determine se a série é convergente ou divergente. Se for con- 
n=1 n + 4 n=1 10" 


vergente, calcule sua soma. 


1 2 1 l 1 1 1 1 
13. 14. Y ———— | | 
b (+ уп +1 -u 2 n(n * 2) a 9 12 15 


3 6 
2 1 2 1 2 1 2 
: n 28. | | | | 
15. Seja a, = : 3 © 27 81 243 729 
3n +1 
М É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


= ge «a k(k 2) 

29. 30. Eder 
2 Ге — 1 2 (k F 3? 
4 1+2 a 1+3? 

31. 32. 
2 3" 2 2” 

33. УУ? 34. Y [(0,8)"=* — (0,3)"] 
n-l n-l 

35 Y1 с 36. y — 

Я n — mT 

n-l 2n? +1 п=1 Is Gr 
co k © 

3. Y (z) 38. Y (cos 1)' 
ко \ 3 k=1 
ue S 2 

39. Y arctg n 40. У | E + ) 
n=1 n=1 5 n 


5/1 1 “e 
41. ңы уз 
2 | е" п(п + 1) | 2 n? 


43-48 Determine se a série é convergente ou divergente expressando 


5, como uma soma telescópica (como no Exemplo 7). Se for conver- 
gente, calcule sua soma. 


n 
43. 44. 1 
2 n? 2 Б п +1 
Е 3 
45. > 
2 n(n + 3) 
46. y cos : 
n-l (n + 1)? 
ча < 1 
41. $, (e^ = е“) 48. Y —; 
n=1 n=2 W + 


49. Seja x = 0,99999 .... 

(a) Você pensa que x < 1 ou x = 1? 

(b) Some uma série geométrica para encontrar o valor de x. 

(c) Quantas representações decimais o número 1 tem? 

(d) Quais os números que têm mais de uma representação deci- 

mal? 
50. Uma sequência de termos é definida por 
a = 1 а, = (5 — п)а,-1 

Calcule X;-, an. 
51-56 Expresse o número como uma razão de inteiros. 
51. 0,8 = 0,8888... 52, 0,46 = 0,46464646... 
53. 2,516 = 2,516516516... 
54. 10,135 = 10,135353535... 


55. 1,5342 56. 7,12345 


57-63 Encontre os valores de x para os quais a série converge. Calcule 
a soma da série para esses valores de x. 


57. y (= 5)"" 58. У, (х + 2)" 
п=1 n=1 
" -9y " 
5 y LY a 60. Y (-4y'(x — 5)" 
n=0 n=0 
2" 62. p sen"x 
n=0 x" n=0 3” 


SCA 
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64. Vimos que a série harmônica é uma série divergente cujos termos 
tendem a 0. Mostre que 


5 (1 + 1) 


também ё uma série com essa propriedade. 
65-66 Use o comando de frações parciais em seu SCA para encontrar 
uma expressáo conveniente para a soma parcial; entáo utilize essa ex- 
pressáo para encontrar a soma da série. Verifique sua resposta usando 
o SCA para somar a série diretamente. 
65. p Зл? + Зп +1 66. p OO 
(nº + п)? к=" 


п=1 


67. Se a n-ésima soma parcial de uma série 2-1 a, É 


n=1 
nal 


Sn = 
encontre a, e Хт An. 


68. Se a n-ésima soma parcial de uma série X;-; a, É s, = 3 — n2”, 


encontre a, eX;=1 4n. 


69. Um paciente toma 150 mg de um fármaco, ao mesmo tempo, to- 
dos os dias. Imediatamente antes de cada comprimido que é to- 
mado, 5% da droga permanece no corpo. 

(a) Qual quantidade do fármaco no corpo depois do terceiro com- 
primido? Após o n-ésimo comprimido? 

(b) Qual quantidade da droga permanece no corpo, a longo prazo? 

70. Depois da injeção de uma dose D de insulina, a concentração de 

insulina no sistema do paciente decai exponencialmente e por isso 

pode ser escrito como Рег“, onde t representa o tempo em horas 

e a é uma constante positiva. 

(a) Se uma dose D é injetada a cada T horas, escreva uma ex- 
pressão para a soma das concentrações residuais pouco antes 
da (n + 1)-ésima injeção. 

(b) Determine o limite de concentração pré-injeção. 

(c) Se a concentração de insulina deve ser sempre igual ou supe- 
rior a um valor crítico C, determine uma dose mínima D em 
termos de C, a e T. 

71. Quando o dinheiro é gasto em produtos e serviços, aqueles que 
o recebem também gastam uma parte dele. As pessoas que rece- 
bem parte do dinheiro gasto duas vezes gastarão uma parte, e as- 

sim por diante. Os economistas chamam essa reação em cadeia 
de efeito multiplicador. Em uma comunidade hipotética isolada, 
o governo local começa o processo com gastando D dólares. Su- 
ponha que cada destinatário de dinheiro gasto gaste 100c% e 
guarde 100s% do dinheiro que ele ou ela recebe. Os valores c e 
s são denominados propensão marginal a consumir e propensão 
marginal a economizar е, é claro, c + s = 1. 

(a) Seja S, o gasto total que foi gerado depois de n transações. En- 
contre uma equação para S,. 

(b) Mostre que lim,» $, = kD, onde k = 1/5. O número k é 
chamado multiplicador. Qual é o multiplicador se a propen- 
são marginal para consumir for 80%? 

Obs. O governo federal usa esse princípio para justificar o gasto 

deficitário. Os bancos usam esse princípio para justificar o 
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74. 


15. 


V 16. 
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empréstimo de uma grande porcentagem do dinheiro que recebem 

em depósitos. 

Uma certa bola tem a seguinte propriedade: cada vez que cai a par- 

tir de uma altura Л em uma superfície dura e nivelada, ela volta 

até uma altura rh, onde 0 < r « 1. Suponha que a bola seja lan- 

çada de uma altura inicial de H metros. 

(a) Supondo que a bola continua a pular indefinidamente, calcule 
a distância total que ela percorre. 

(b) Calcule o tempo total que a bola pula. (Use o fato de que a 
bola cai 391? metros em t segundos.) 

(c) Suponha que, cada vez que a bola atingir a superfície com 
velocidade v, ela rebaterá com velocidade —kv, onde 
0 <r < 1. Quanto tempo levará para a bola parar? 

Encontre o valor de c se 


У (1+ с)" = 2 
n-2 


Encontre o valor de c tal que 


No Exemplo 8 mostramos que a série harmónica é divergente. 
Aqui, esboçamos outro método, que faz uso do fato de que 
e* > 1 + x para qualquer x > 0. (Veja o Exercício 4.3.78, no Vo- 
]ume I.) 

Se s, for a n-ésima soma parcial da série harmónica, mostre 


Sn 


que e* > n + 1. Por que isto implica que a série harmónica é di- 
vergente? 
Trace as curvas y = х", 0 = x < 1, paran = 0, 1, 2, 3, 4,...па 
mesma tela. Encontrando as áreas entre as curvas sucessivas, dé 
uma demonstracáo geométrica do fato, mostrado no Exemplo 7, 
de que 

А 1 Е 

п=1 п(п AF 1) 

A figura mostra dois círculos C e D de raio 1 que se tocam em P. 


1 


T é uma reta tangente comum; С, é o círculo que toca C, D e T; 
C; é o círculo que toca C, D e Ci; Сз é o círculo que toca C, De 
C;. Esse procedimento pode continuar indefinidamente e produ- 
zir uma sequência infinita de círculos (C,]. Encontre uma ex- 
pressão para o diâmetro de C, e então forneça outra demonstra- 


78. 


Т 


cáo geométrica do Exemplo 7. 
Um triângulo retângulo ABC é dado com ZA = 0 e|AC| = b. 
CD é desenhado perpendicularmente a AB, DE é desenhado per- 
pendicularmente a BC, EF 1 AB, e esse processo continua inde- 
finidamente, como mostrado na figura. Calcule o comprimento to- 
tal de todas as perpendiculares 


[CD| + |DE| + | EF| + |FG| +--+- 


em termos de b e Ө. 


19. 


80. 
81. 
82. 
83. 
84. 


85. 


87. 


В С Е C 
O que está errado com o seguinte cálculo? 
0=0+0+0+... 
(1—-0)-(-D-(1—-1)d4 
1=1+1>=1l+1=14 
dl 
1I+FO+0+0+-««=1 


(Guido Ubaldo pensou que isso provava a existéncia de Deus, por- 
que “alguma coisa tinha sido criada do nada”.) 

Suponha que X7-, a, (a, = 0) seja uma série convergente. De- 
monstre que 3-1 1/a, é uma série divergente. 

Demonstre a parte (1) do Teorema 8. 

Se 2 a, for divergente e c # 0, mostre que X ca, é divergente. 
Se 2 a, for convergente e 2 b, divergente, mostre que a série 
X (a, + bn) é divergente. [Dica: Argumente por contradicáo.] 
Se > a, e > b, forem ambas divergentes, X (a, + b,) é necessa- 
riamente divergente? 

Suponha que uma série X a, tenha termos positivos e suas somas 
parciais s, satisfaçam a desigualdade s, = 1.000 para todo n. Ex- 
plique porque X a, deve ser convergente. 

A sequência de Fibonacci foi definida na Seção 11.1 pelas equa- 


ções 
Л 1, Б 1, fa fia + fu-2 n= 3 
Mostre que cada uma das afirmações a seguir é verdadeira. 
1 1 1 
(а) 
ffe feb fifa 
ы 1 
(Б =1 
n=2 Jn-1Jn+1 
S bh 
02.2 
n=2 Jn-1Jn+1 


O conjunto de Cantor, cujo nome é uma homenagem ao mate- 

mático alemáo Georg Cantor (1845-1918), é construído como a 

seguir. Comegamos com o intervalo fechado [0, 1] e removemos 

o intervalo aberto (4, 2). Isso nos leva a dois intervalos, [0. 1] е 

G, 1], e removemos cada terço intermediário aberto. Quatro in- 

tervalos permanecem, e novamente repetimos o processo. Conti- 

nuamos esse procedimento indefinidamente, em cada passo re- 
movendo o terço do meio aberto de cada intervalo que permanece 
do passo anterior. O conjunto de Cantor consiste nos números em 

[0, 1] que permanecem depois de todos estes intervalos terem 

sido removidos. 

(a) Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que fo- 
ram removidos é 1. Apesar disso, o conjunto de Cantor con- 
tém infinitos números. Dê exemplos de alguns números no 
conjunto de Cantor. 


(b) O tapete de Sierpinski é o correspondente bidimensional do 
conjunto de Cantor. Ele é construído pela remoção do sub- 
quadrado central de um quadrado de lado 1 dividido em nove 
subquadrados. A etapa seguinte consiste em remover os sub- 
quadrados centrais dos oito quadrados menores que perma- 
neceram, e assim por diante. (A figura mostra os três primei- 
ros passos da construção.) Mostre que a soma das áreas dos 
quadrados removidos é 1. Isso implica que o tapete de Sier- 
pinski tem área 0. 


90. 
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(a) Encontre as somas parciais 51, $2, 5з € s4. Você reconhece os de- 
nominadores? Use o padrão para conjecturar uma fórmula para 
Sn- 

(b) Use indução matemática para demonstrar sua conjectura. 

(c) Mostre que a série infinita dada é convergente e calcule sua 
soma. 

Na figura existem infinitos círculos se aproximando dos vértices 

de um triângulo equilátero. Cada círculo toca outros círculos e la- 

dos do triângulo. Se o triângulo tiver lados de comprimento 1, cal- 


88. (a) Uma sequência (a, é definida recursivamente pela equação 
di = HC + à,-2) para n > 3, onde a, e a» podem ser 
quaisquer números reais. Experimente com vários valores de 
ay € d; e use sua calculadora para descobrir o limite da se- 
quéncia. 

(b) Encontre lim, а, em termos de а, e a» expressando 
An+1 — аһ em termos de a» — a; e somando uma série. 


cule a área total ocupada pelos círculos. 
A 
п A пош E nm A п 
| 8H H ип H H иш HM ин 


89. Considere a série X;-, n/(n + 1)!. 


EH O Teste da Integral e Estimativas de Somas 


Em geral é difícil encontrar a soma exata de uma série. Conseguimos fazer isso para as séries 
geométricas e a série X 1/[n(n + 1)] porque em cada um desses casos pudemos encontrar uma 
fórmula simples para a n-ésima soma parcial s,. Mas geralmente não é fácil descobrir uma fór- 
mula. Portanto, nas próximas seções, desenvolveremos vários testes que nos permitem deter- 
minar se uma série é convergente ou divergente sem encontrar sua soma explicitamente. (Em 
alguns casos, contudo, nossos métodos nos permitirão encontrar boas estimativas da soma.) 
Nosso primeiro teste envolve integrais impróprias. 

Começamos investigando as séries cujos termos são os recíprocos dos quadrados de inteiros 
positivos. 


a 1 1 Fl 1 n 1 " 1 + 1 x 
2 
pM P P? PP # F 
Não existe uma fórmula simples para a soma s, dos primeiros termos n, mas a tabela de va- 
lores aproximados gerada por computador dada na margem sugere que as somas parciais es- 
tão se aproximando de um número próximo de 1,64 quando n — © e, assim, parece que a sé- 
rie é convergente. 

Podemos confirmar essa impressão com um argumento geométrico. A Figura 1 mostra a 
curva y = 1/x? e retângulos colocados abaixo dela. A base de cada retângulo é um intervalo 
de comprimento 1; a altura é igual ao valor da função y = 1/x? na extremidade direita do in- 
tervalo. 


área = l área — l área — l área — 1 
2º 3° 4 DE 


FIGURA 1 


ql 

n Sn = 27 

5 1,4636 

10 1,5498 
50 1,6251 
100 1,6350 
500 1,6429 
1.000 1,6439 
5.000 1,6447 
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La 
n Sn = ШЕЛ 
2 7 
5 3,2317 
10 5,0210 
50 12,7524 
100 18,5896 
500 43,2834 
1.000 61,8010 
5.000 139,9681 


Dessa forma, a soma das áreas dos retángulos é 


1d 1 1 1l “1 
+ == += + ee 


Se excluirmos o primeiro retángulo, a área total dos retángulos remanescentes será menor 
que a área sob a curva y = 1/x? para x = 1, que é o valor da integral is (1/x?) dx. Na Seção 
7.8, no Volume I, descobrimos que essa integral imprópria é convergente e tem valor 1. As- 
sim, a figura mostra que todas as somas parciais sáo menores que 


Sp е 
12 | = x= 


Entáo, as somas parciais sáo limitadas. Também sabemos que as somas parciais sáo crescen- 
tes (porque todos os termos sáo positivos). Portanto, as somas parciais convergem (pelo Teo- 
rema da Sequéncia Monótona) e, dessa maneira, a série é convergente. A soma da série (o li- 
mite das somas parciais) é também menor que 2: 


a E 
c n? 12 22 3? 42 


A soma exata dessa série encontrada pelo matemático suíço Leonhard Euler (1707-1783) é 
1º/6, mas a demonstração desse fato é muito difícil. (Veja o Problema 6 em Problemas Quen- 
tes, no Capítulo 15.) 

Agora vamos olhar para a série 


e 1l 1 1 1 1 1 


b = + + + + 
n=1 n yl 2 3 4 5 
A tabela de valores de s, sugere que as somas parciais não estão se aproximando de um nú- 
mero; assim, suspeitamos que essa série possa ser divergente. Novamente usamos um dese- 
nho para a confirmação. A Figura 2 mostra a curva y = 1/ Vx, porém dessa vez utilizamos re- 
tángulos cujos topos estáo acima da curva. 


+... 


YA 


FIGURA 2 


A base de cada retángulo é um intervalo de comprimento 1. A altura é igual ao valor da 
fungáo y = 1/ Vx na extremidade esquerda do intervalo. Dessa forma, a soma de todas as áreas 
dos retângulos é 


1 1 1 1 1 3 1 


"ur e МОЛТ 7 


Essa área total é maior que a área sob a curva y — 1/ x para x = 1, que é igual à integral 
E lx ) dx. Mas sabemos, a partir da Seção 7.8, no Volume I, que essa integral imprópria 
é divergente. Em outras palavras, a área sob a curva é infinita. Assim a soma da série deve ser 
infinita; isto é, a série é divergente. 

O mesmo tipo de argumentação geométrica que usamos para essas duas séries pode ser 
usado para demonstrar o seguinte teste. (A demonstração é dada no fim desta seção.) 
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O Teste da Integral Suponha que f seja uma função contínua, positiva e decrescente em 
П, о) e seja a, = f (n). Então a série У; a, é convergente se, e somente se, a inte- 
gral imprópria [ f(x) dx for convergente. Em outras palavras: 


(1) Se (И Р(х) dx for convergente, então b аһ É convergente. 
1 n=1 

(11) Se | | f(x) dx for divergente, então У, a, é divergente. 
1 


n=1 


OBSERVAÇÃO Quando você usar o Teste da Integral lembre-se de que não é necessário co- 
meçar a série ou a integral em n = 1. Por exemplo, testando a série 
uà 1 


co 1 
2 235 3) usamos \ 3 =3p dx 


Também não é necessário que f seja sempre decrescente. O importante é que f seja decrescente 
a partir de certo ponto, isto é, decrescente para x maior que algum número №. Então, X; аһ 
é convergente, e assim X;-; 4, é convergente pela Observação 4 da Seção 11.2. 


© 
1 
ШЕЙ Teste a série У, ———— quanto à convergência ou divergência. 
n=1 nº +1 


SOLUÇÃO A função f(x) = 1/(x? + 1) é contínua, positiva e decrescente em [1, o») e assim 
usamos o Teste da Integral: 


o 1 . (1 | ERU 
[| dx = lim dx — lim tg х]; 


х2 +1 == х2 +1 1% 
| т т т т 
= lim | tg! = = 
e 4 2 4 4 


Então, [М 1/(х? + 1) dx é uma integral convergente e, dessa forma, pelo Teste da Integral, a 
sérieX 1/(n? + 1) é convergente. = 


BE Para que valores de p a série >, E é convergente? 
n=1 
SOLUÇÃO Se p < 0, então lim, (1/n”) = 00. Se p = 0, então іт, (1/n”) = 1. Em 
qualquer dos dois casos, lim, (1/n”) = 0, e, assim, a série dada diverge pelo Teste de 
Divergéncia (11.2.7). 
Se p > 0, então a função f(x) = 1/x” é claramente contínua, positiva e decrescente em 
П, œ). Encontramos no Capítulo 7, [veja (7.8.2, no Volume I)] que 


о 1 
[| =p dx é convergente se p > 1 e divergente se p < 1 
Lx 


Segue do Teste da Integral que a série X 1/n” converge se p > 1 e diverge se 0 < p < 1. 
(Para p = 1, esta é a série harmônica discutida no Exemplo 8 da Seção 11.2). 1 


A série по Exemplo 2 é chamada série р. Ё importante para o restante deste capítulo; desse 
modo, resumimos os resultados do Exemplo 2 para referéncia futura como a seguir. 


ad 
[1] A série p У, — é convergente se p > 1 e divergente se p 1. 
n 


n=1 


| EXEMPLO 3 | 

(a) A série 

a 1 1 1 1 1 

2 БИ ЖЕТА ЖАШ 


é convergente porque ela é uma série p com p = 3 > 1. 


Para usarmos o Teste da Integral, 
precisamos ser capazes de calcular 

fE f(x) dx e, portanto, precisamos ser 
capazes de encontrar uma antiderivada de 
f. Frequentemente é difícil ou impossível, 
por isso precisamos de outros testes de 
convergência também. 
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(b) A série 
3 1 c 1 1 1 1 
= =1+ + + Te 
2 n 2 Уп 43 Уз A4 
é divergente porque ela é uma série p com p — i < 1. EEE 


OBSERVAÇÃO Não devemos inferir a partir do Teste da Integral que a soma da série é igual 
ao valor da integral. De fato, 


y 1 т?” | IN 
A enquanto —s AX = 
n=1 n? 6 1 


Portanto, em geral, 


© 


X a, # ro dx 


n=1 


< Inn 
SENDA Determine se a série У, —— converge ou diverge. 
n=1 M 
SOLUÇÃO A função f(x) = (In x)/x é positiva e contínua para x > 1 porque a função loga- 


ritmo é contínua. Mas não é óbvio se fé decrescente ou não; assim, calculamos sua derivada: 


f = ii mx = ш 


X 


Então f'(x) < O quando In x > 1, isto é, x > e. Segue que f é decrescente quando x > ee 
podemos aplicar o Teste da Integral 


~ Inx . mlnx (nx? ( 
| dx = lim dx — lim 
1 X 1ә% dl X т—>® 2 i 
. (Inf 
— lim = 00 


ї—>® 


Como essa integral imprópria é divergente, a série > (In n)/n também é divergente pelo Teste 
da Integral. == 


ШЕШ Estimando a Soma de uma Série 


Suponha que possamos usar o Teste da Integral para mostrar que uma série X a, seja conver- 
gente e que queremos encontrar uma aproximação para a soma s da série. Claro, qualquer soma 
parcial s, é uma aproximação para s porque lim,» 5, = s. Mas quão precisa é tal aproxima- 
ção? Para descobrirmos, precisamos estimar o tamanho do resto 


R, = S — Sn d+ + An+2 =5 An+3 Rc 


O resto R, é o erro resultante de quando s,, a soma dos n primeiros termos, é utilizada como 
uma aproximação para a soma total. 

Usamos a mesma notação e ideias que no Teste da Integral, supondo que f seja decrescente 
em [n, o). Comparando as áreas dos retângulos com a área sob y = f(x) para x > n na Fi- 
gura 3, vemos que 


В, = an1 + dao cct x f f(x)dx 
De maneira semelhante, vemos, a partir da Figura 4, que 


Ra = ami + аы + > | уа) ах 
п+1 


Assim, demonstramos a seguinte estimativa para o erro: 
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2 | Estimativa do Resto Para o Teste da Integral Suponha que f(k) = ак, onde fé uma fun- 
ção contínua, positiva, decrescente para x = n e X a, é convergente. Se А, = 5 — Sn, 


entáo 


NEC dx S К, x ro dx 


(a) Aproxime a soma da série X 1/n? usando a soma dos 10 primeiros termos. Estime o erro 
envolvido nessa aproximação. 
(b) Quantos termos são necessários para garantir que a soma tenha precisão de 0,0005? 


SOLUÇÃO Em ambas as partes, (a) е (b), precisamos conhecer [* f(x) dx. Com f(x) = 1/xº, 
que satisfaz as condições do Teste da Integral, temos 


i 1 ИЕТ 1 | А 1 " 1 1 
— ах = um a. = nm = = 
п x? m 2x? . 09 21? 2n? 2n? 


(a) A aproximação da soma da série pela 10º soma parcial, temos 


Sa ЕЕ o ра snis 
A mw o 5 dq 3 1p 7 


De acordo com a estimativa do resto em |2], temos 


»] 1 1 
Rio = dx — 


x? ^ 200? 200 


Por conseguinte, o tamanho do erro é no máximo 0,005. 
(b) A precisão de 0,0005 significa que temos de encontrar um valor de n tal que R, = 0,0005. 
Uma vez que 


o 1 
Ra = a d. == 

п x) m 2n? 

queremos zz < 0,0005 
2n 
Resolvendo esta desigualdade, obtemos 
" 1 
nº > ——— = 1.000 ou n > 41.000 = 31,6 
0,001 

Precisamos de 32 termos para garantir a precisão em 0,0005. EE 


Se acrescentarmos s, para cada lado das desigualdades em [2], obtemos 


3 Sn + NEC dx SS S Sn + Pro dx 


como s, + А, = s. As desigualdades em [3] dão um limite inferior e um limite superior para s. 
Eles fornecem uma aproximação mais precisa para a soma da série do que a soma parcial s,. 


1 
E 


n 


EEN Use [3] сот п = 10 para estimar a soma da série > 
n=1 
SOLUÇÃO As desigualdades em [3] tornam-se 


= 1 =] 
во + | ds S зю + | — dx 
пх 10 x 


УА 


=y 


nti 


FIGURA 4 


Embora Euler tenha sido capaz de calcular 
a soma exata da série p para p = 2, 
ninguém foi capaz de encontrar a soma 
exata por p = 3. No Exemplo 6, no 
entanto, vamos mostrar como estimativa 
essa soma. 
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Do Exemplo 5, sabemos que 


IN 1 а 1 
A oam. 
п x? 2n? 
tā "EEN P e 
então ——ÀXsX 
UR оу Р отор 


Usando sio = 1,197532, obtemos 


1,201664 x s = 1,202532 


Se aproximarmos s pelo ponto médio desse intervalo, entáo o erro é no máximo metade do com- 
primento do intervalo. Logo, 


z 1,2021 com erro « 0,0005 EE 


Se compararmos o Exemplo 6 com o Exemplo 5, veremos que a estimativa melhorada em 
pode ser muito melhor que a estimativa s = s,. Para fazer um erro menor que 0,0005 ti- 
vemos de usar 32 termos no Exemplo 5, mas apenas dez termos no Exemplo 6. 


ШЕШ Demonstração do Teste da Integral 


Já vimos a ideia básica por trás da demonstração do Teste da Integral nas Figuras 1 e 2 para 
as séries X 1/n? e X 1/ уп. . Para a série geral 2 a,, olhe as Figuras 5 e 6. A área do primeiro 
retângulo sombreado na Figura 5 é o valor de f na extremidade direita de [1,2], isto é, 
Ff(2) = a». Assim, comparando as áreas dos retângulos sombreados com a área sob у = f(x) 
de 1 até n, vemos que 


4 а +а + tas (уо) ах 


(Observe que essa desigualdade depende do fato de f'ser decrescente.) Da mesma forma, a Fi- 
gura 6 mostra que 


5 Го) ажа + at + am 


(1) Se Ü f(x) dx for convergente, então [4] dá a 


TER 


a; < NIC dx < ro dx 


i=2 


já que f(x) = 0. Portanto, 


= а + Maia [| f(x) dx = M, digamos 
i-2 1 
como s, < M para todo л, a sequência {5„} é limitada superiormente. Também 


$п+1 = Sn aki = Sn 


já que am = f(n + 1) 2 0. Então, {з„} é uma sequência crescente limitada, e assim, ela é con- 
vergente pelo Teorema da Sequência Monótona (11.1.12). Isso significa que > a, é convergente. 


(ii) Se [7 f(x) dx for divergente, então ( f(x) dx — œ% quando n — œ porque f(x) = 0. 
Mas [5 | dá a 


n-l 


MIC dos У а= 5л-\ 


i= 


e também 5,1 — ©. Isso implica que s, — % e, assim, X a, diverge. E= 


ШЫ Exercícios 
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Faça um desenho para mostrar que 


X S ds 


O que vocé pode concluir sobre a série? 


2. Suponha que f seja uma função contínua, positiva e decrescente 
para x > lea, = f(n). Desenhando uma figura, coloque em or- 


dem crescente as três quantidades: 


NAS? dx y a; 5 di 


i-2 
3-8 Use o Teste da Integral para determinar se a série é convergente 
ou divergente. 


41 сү: 1 

3. AE 4. — 
Е 1 = 1 

5. WELL 6. ———— 
> (2n sm 1)? 2 yn +4 
: n S 2,—m 

7. 2 +1 8. 2 n'e 


9-26 Determine se a série é convergente ou divergente 


© 2 0 
ra 10. У (n^! + 3n71?) 
п=1 R^ п=1 
1 1 1 1 
11.19 + H t Lose 


1 
12. 14 | t | 


13. 1 + t і | | 
3 5 7 9 
1 1 1 1 1 
14. | | " | 
5 8 11 14 17 
= yn +4 C UE 
15. 16. 
z п? п=1 n? +1 
ы 1 4 3n—4 
17. 18. 
2 n? +4 2 n — 2n 
a шп ы 1 
19. 20. —————— 
2 nº 2 n? + бп + 13 
S 1 ы 1 
21. 22. = 
— ninn 2 n(In n)? 
оо 1/п = п? 
23. У —- 24. У — 
n=1 П n=3 € 
c: 1 с п 
25. 26. 
2 п? + т P nº +1 


21-28 Explique por que o Teste da Integral náo pode ser usado para 
determinar se a série é convergente. 


27. Y cos тп 


n=1 vn 


© 


cos? n 
28. 
2 l+n 


SCA| É necessário usar um sistema de computação algébrica 


29-32 Encontre os valores de p para os quais a série é convergente. 


` 1 


29. 30. HG 
o zn п)? з пап [In(In n)]^ 
= ad 
31. Y a(l + ny 2 У — 
n=1 n=1 M 


33. A função zeta de Riemann é é definida por 


aul 


9) = Y 


e é usada em teoria de números para estudar а distribuição de ná- 
meros primos. Qual é o domínio de Z? 
34. Leonhard Euler foi capaz de calcular a soma exata da série p com 
p=2: 
о 2 
9-3-2 
n=1 M 6 


Utilize este fato para encontrar a soma de e série. 


a. O 86и 


Fur SERT 


(c) pM 


n=1 E (л) 
35. Euler também descobriu a soma da série p сотр = 4: 
q^ 
4 4 = = 
¿(4) = pe at^ об 


Use o resultado de Euler para encontrar a soma da série. 


i 1 
ex) O 208-77 


36. (a) Encontre a soma parcial s;o da série ®л—1 1/n^. Estime o erro 
cometido ao usar sp como uma aproximação para a soma da 
série. 


(b) Utilize [3 | com п = 10 para dar uma estimativa melhorada da 


soma. 
(c) Compare sua estimativa da parte (b) com o valor exato dado 
no Exercício 35. 
(d) Encontre um valor de n tal que s, represente a soma com pre- 
cisáo de 0,00001. 
37. (a) Use a soma dos dez primeiros termos para estimar a soma da 
série ®л—1 1/n?. Quão boa é essa estimativa? 


(b) Melhore essa estimativa usando |3 | com n = 10. 


(c) Compare sua estimativa da parte (b) com o valor exato dado 
no Exercício 34. 
(d) Encontre um valor de n que garanta que o erro na aproxima- 
ção s = s, seja menor que 0,001. 
38. Calcule a soma da série E;-, 1/nº com precisáo de trés casas de- 
cimais. 
39. Estime 3-1 (2n + 1) * com precisão de cinco casas decimais. 
40. Quantos termos da série E;-» 1/[n (In n)?] você precisaria somar 
para encontrar sua soma com precisão de 0,01? 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


652 


M. 


42. 


43. 
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Mostre que, se queremos aproximar a soma da série X;-,n 9? 


de maneira que o erro seja menor que 5 na nona casa decimal, en- 

tão precisamos somar mais que 10!!! termos! 

(a) Mostre que a série Y;., (In n)?/n? é convergente. 

(b) Encontre um limitante superior para o erro na aproximação 
S = Sp 

(c) Qual é o menor valor de n tal que esse limitante superior seja 
menor que 0,05? 

(d) Encontre s, para esse valor de n. 

(a) Use |4 
série harmônica, então 


para mostrar que, se 5, é a n-ésima soma parcial da 


5һ l1 t Inn 


(b) A série harmônica diverge, mas muito lentamente. Use a 
parte (a) para mostrar que a soma do primeiro milháo de ter- 
mos é menor que 15 e a soma do primeiro bilhão de termos é 
menor que 22. 

Use as seguintes etapas para mostrar que a sequéncia 


Inn 


EM Os Testes de Comparação 


Nos testes de comparação, a ideia é comparar uma série dada com uma que sabemos ser con- 
vergente ou divergente. Por exemplo, a série 


45. 


46. 


tem um limite. (O valor do limite é denotado por уе é chamado 
constante de Euler.) 
(a) Desenhe uma figura como a Figura 6 com f(x) = 1/x e in- 


terprete t, como uma área [ou use | 5 |]para mostrar que t, > 0 


para todo n. 
(b) Interprete 


1 
nal 


f, — ta = [n(n + 1) — Inn] 
como uma diferença de áreas para mostrar que f, — tr > 0. 
Portanto, (t,+ é uma sequência decrescente. 

(c) Use o Teorema da Sequência Monótona para mostrar que 
{ta} é convergente. 

Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série 

Si р" converge. 

Encontre todos os valores de c para os quais a seguinte série con- 

verge: 


e 1 


> 


n=1 2" +1 


е » 2 pi PS 1 rp" 
nos remete à série X;-, 1/2", que é uma série geométrica com a = 5er = z € é, portanto, con- 


vergente. Como a série |1 


é muito similar a uma série convergente, temos a impressão de que 


esta também deve ser convergente. Na verdade, é. A desigualdade 


1 1 


XVI CR MES 
2" +1 2" 


mostra que nossa série dada | 1 | tem termos menores que aqueles da série geométrica e, dessa 
forma, todas as suas somas parciais sáo também menores que 1 (a soma da série geométrica). 
Isso significa que suas somas parciais formam uma sequéncia crescente limitada, que é con- 
vergente. Também segue que a soma da série é menor que a soma da série geométrica: 


Argumentação semelhante pode ser usada para demonstrar o seguinte teste, que se aplica 
apenas a séries cujos termos sáo positivos. À primeira parte diz que, se tivermos uma série cu- 
jos termos sáo menores que aqueles de uma série que sabemos ser convergente, entáo nossa 
série também será convergente. A segunda parte diz que, se comecarmos com uma série cu- 
jos termos são maiores que aqueles de uma série que sabemos ser divergente, ela também será 
divergente. 


O Teste de Comparação Suponha que > a, e X b, sejam séries com termos positivos. 
(1) Se X b, for convergente e a, < b, para todo n, então X a, também será convergente. 


(ii) Se > b, for divergente e a, = b, para todo п, então X a, também será divergente. 
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DEMONSTRAÇÃO 
(i) Seja => di t= Y d t=} b, 
i=l n=1 


Como ambas as séries têm termos positivos, as sequências {з„} e (f,) são crescentes 
(Sn+1 = Sn + An+1 = Sn). Também f, f, portanto, f, < t para todo n. Como a; < b;, temos 
Sn E ty. Assim, s, S t para todo л. Isso significa que (s, ) é crescente e limitada superiormente 
e, portanto, converge pelo Teorema da Sequência Monótona. Por conseguinte, > a, converge. 

(ii) Se X b, for divergente, então t, — % (porque (t,+ é crescente). Mas a; = bj, assim, 
Sn = tn. Então, s, — «c. Portanto, > a, diverge. EEE 


Ao usarmos o Teste de Comparação, devemos, é claro, ter algumas séries conhecidas X Р, 
para o propósito de comparação. Na maior parte do tempo usamos uma destas séries: 


m Uma série p [> 1/n” converge se p > 1 e diverge se p < 1; veja (11.3.1)] 


m Uma série geométrica [2 ar”! converge se |r | < 1 e diverge se |r| 2 1; veja (11.2.4)] 


" 
А . 5 
EEN Determine se a série У, 


E 2n + 4п + З 
SOLUÇÃO Para um n grande, o termo dominante no denominador é 2n?, assim, comparamos 
a série dada com a série X 5/(2n?). Observe que 


converge ou diverge. 


5 5 
2 < 55 
2n. + 4n + 3 2n 


pois o lado esquerdo tem um denominador maior. (Na notação do Teste de Comparação, a, é 
o lado esquerdo e b, é o lado direito.) Sabemos que 


é convergente porque é uma constante vezes uma série p com p = 2 > 1. Portanto 


y 5 


i 2n? + 4n + З 


é convergente pela parte (1) do Teste de Comparação. E 


OBSERVAÇÃO 1 Embora a condição a, < b, ou a, 2 b, no Teste de Comparação seja dada 
para todo n, precisamos verificar apenas que ela vale paran = N, onde N é algum inteiro fixo, 
porque a convergência de uma série não é afetada por um número finito de termos. Isso é ilus- 
trado no próximo exemplo. 


» 
In k 
БЕЛЛИ Teste a série У, T quanto à convergéncia ou divergéncia. 
k=1 


SOLUÇÃO Usamos o Teste da Integral para testar esta série no Exemplo 4 da Seção 11.3, mas 
também podemos testá-lo comparando-o com a série harmônica. Observe que k > 1 para 
k = 3 e assim 

Ink 


1 
— > — 
k k 


= 
V 
199] 


Sabemos que X 1/k é divergente (série p com р = 1). Então, a série dada é divergente pelo 
Teste de Comparação. js 


OBSERVACÁO 2 Os termos da série sendo testada devem ser menores que aqueles de uma 
série convergente ou maiores que aqueles de uma série divergente. Se os termos forem maio- 
res que os de uma série convergente ou menores que os de uma série divergente, entáo o Teste 
de Comparacáo náo se aplica. Considere, por exemplo, a série 


É importante ter em mente a diferenca 
entre uma sequéncia e uma série. Uma 
sequéncia é uma lista de nümeros, enquan- 
to que uma série é uma soma. Com cada 
série X a, não estão associadas duas 
sequências: a sequência (a, + de termos e 
a sequência (s, } de somas parciais. 


Séries padrão para usar no Teste de 
Comparação 
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Os Exercícios 40 e 41 lidam com os casos 
с= (ес = х. 


А desigualdade 


— > — 
2^ – 1 2^ 


é inútil para ser usada com o Teste de Comparação, porque X b, — X (2)" 6 convergente e 
а, > b,. Mesmo assim, temos a impressão de que X 1/(2" — 1) deve ser convergente, pois ela 
é muito parecida com a série geométrica convergente X (3). Em tais casos, o seguinte teste 
pode ser usado. 


0 Teste de Comparacáo de Limite Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos po- 
sitivos. Se 


. An 
lim 


n9 b, 


С 


onde с é um nümero finito e c 2 0, entáo ambas as séries convergem ou ambas as sé- 
ries divergem. 


DEMONSTRAÇÃO Sejam m e M números positivos tais que m < c « M. Uma vez que 
a, / b, está próximo de c para um n grande, existe um inteiro N tal que 


An 


b, 


e, assim, mb, « a, « Mb, quando n > N 


m « «M onde n > N 


Se X b, convergir, então 2 Mb, também converge. Então, X a, converge pela parte (1) do 
Teste de Comparação. Se X b, divergir, então X mb, também diverge, e a parte (ii) do Teste de 


Comparação mostra que > a, diverge. Lj 
o 1 
BENE Teste a série У, m1 quanto á convergéncia ou divergéncia. 
n=1 = 
SOLUÇÃO Usamos o Teste de Comparação no Limite com 
1 1 
an = 2" — 1 b, = 2" 
e obtemos 
. А . MQ'-1) А 2" : 1 
lim = lim = lim = lim =1>0 
n>% b, n> 1/2" n>% 2" —] nos] — 1/2” 


Como esse limite existe e X 1/2" é uma série geométrica convergente, a série dada converge 
pelo Teste de Comparação no Limite. El 


= 2n? + Зп 
SENO Determine se a série У, RETI converge ou diverge. 


n-i 
SOLUÇÃO A parte dominante do numerador é 27? e a parte dominante do denominador é 
/n5 = n32, [sso sugere tomar 


| 2n + Зп oOo 2n? 2 
exe “т 
li An = li 2n? F 3n n? = ii 2n)? + Зи??? 
bh Mesa йй que DNS FA 
dup 
ECCE REM LAN 
n—>o 5 2/0 + 1 
Som 
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Como X b, = 2 X 1/n'? é divergente (série p com p = ; « 1), asérie dada diverge pelo Teste 
de Comparação de Limite. eei 

Observe que ao testar muitas séries, encontramos uma série de comparação apropriada X b, 
mantendo apenas as poténcias mais altas no numerador e denominador. 


ШШ Estimando Somas 


Se tivéssemos usado o Teste de Comparação para mostrar que uma série > a, converge pela 
comparação com uma série X b,, poderíamos ser capazes de estimar a soma X a, pela com- 
paração dos restos. Como na Seção 11.3, consideramos o resto 


R=5— Sn = аы + ао К 
Para а série de comparação > b, consideramos o resto correspondente 
Т == 1 — Dari + Бо + 


Como a, x b, para todo n, temos К, < Т,. Se 2 b, é uma série p, podemos estimar seu res- 
tante Т, como na Seção 11.3. Se X b, for uma série geométrica, então Т, é a soma de uma sé- 
rie geométrica e podemos somá-la exatamente (veja os Exercícios 35 e 36). Em qualquer dos 
dois casos, sabemos que А, é menor que Т,. 


БЛ Use a soma dos 100 primeiros termos para aproximar a soma da série 
X 1/(nº + 1). Estime o erro envolvido nessa aproximação. 


SOLUÇÃO Uma vez que 
1 p 1 
п + 1 n? 
a série dada é convergente pelo Teste de Comparação. O resto T, para a série de comparação 


X 1/nº foi estimado no Exemplo 5 da Seção 11.3 usando a Estimativa do Resto para o Teste 
da Integral. Lá encontramos que 


bans 
2n* 
Com n — 100, temos 
Rioo < == 0,00005 


2(100) 


Usando uma calculadora programável ou um computador, encontramos que 


оо 1 100 


2 > 


таг Bong] 


= 0,6864538 


com erro menor que 0,00005. Tn 
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Exercícios 


1. 


3. 


Suponha que 2 a, e X b, sejam séries com termos positivos e que 

X b, seja convergente. 

(a) Se a, > b, para todo n, o que você pode dizer sobre X а,? Por 
qué? 

(b) Se a, « b, para todo n, o que você pode dizer sobre 2 а„? Por 
qué? 

Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos positivos e que 

X b, seja divergente. 

(a) Se a, > b, para todo n, o que você pode dizer sobre X а,? Por 


quê? 
(b) Se a, < b, para todo n, o que você pode dizer sobre X а„? Por 
quê? 
3-32 Determine se a série converge ou diverge. 
о о 3 
n n 
——— 4. 
2 2n? +1 2 n* =] 
an-cl 6 an-l 
n=1 nyn | п=1 n? n 
о 9" оо 4 E 3" 
8 
2 3 + 10º 2 2" 
4 Ink 4 1 + senn 
o 10. — À Q 
Ek 2 10" 
= Jk 2k - DK — 1 
y M - $ ( X ) 


11. 


13. У 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. У 


25. У 


21. 


29. 


(k + DK + 47 


arctg n A vn 
E 14. У — 
n-l nº n-2 П — 1 
© gar! © 1 
E 16. 
n=1 3" = 2 n=1 Вп + 


а 18. 5 — 


21-4" AE 
20. 

> 15:3 2 n+6" 

ш yn +2 Е +2 
ае. 2. y 22 

n=1 2nº+n+1 n=3 (n Gg 1) 

4 5+2n ЖЕ 5n 
RED AU 24. 

nı (1 + nº) RE 

«a yn +1 28 E 1 

п=1 п} ES п? ` n=2 nyn 

© 1 2 = 1/п 

» ( 2 : е" 2. Y © 

n-l n п=1 M 

2 1 = ! 

x з. SD 

n-l n! п=1 П 


. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


3. Y 


1+1/n 
n=1 П E. 


33-36 Use a soma dos dez primeiros termos para aproximar a soma 


da série. Estime o erro. 


33. 


35. 


^ sen?n 
Sal 34 Y —— 


n=1 nº +1 n=1 n 


31 36. 
p som úl жт e sp 4" 


37. 


38. 
39. 


40. 


41. 


42. 


45. 


46. 


O significado da representação decimal de um número 0,403... 
(onde o algarismo d; é um dos números 0, 1, 2,..., 


0,dıdədzd че E те те 
102304... 10 102° 10? ' T 


Mostre que essa série sempre converge. 


9) é que 


Para quais valores de p a série 35-2 1/(n” In n) converge? 

Demonstre que, se a, > Ое È a, converge, então > a? também 

converge. 

(a) Suponha que 2 a, e X b, sejam séries com termos positivos e 
que 2 b, seja convergente. Demonstre que se 


An 
lim — = 0 


© 
n hi 


então X a, também é convergente. 
(b) Use a parte (a) para mostrar que as séries convergem. 


© 


Gi) X 


n=1 n=1 ne” 


2 Inn 


(a) iens que > a, e X b, sejam séries com termos positivos e 
que X b, seja divergente. Demonstre que se 


Então X a, também é divergente. 
(b) Use a parte | para mostrar que as séries dico 
Xe uoces 
n=2 Inn n=1 
Dê um exemplo de um par de séries X a, e X b, com termos po- 
sitivos para as quais lim, (a,/b,) = 0 eX b, diverge, mas X a, 
converge. (Compare com o Exercício 40.) 


. Mostre que, se a, > 0 e lim, na, = 0, então 2 a, é diver- 


gente. 


. Mostre que, se a, > Ое X a, for convergente, então X In(1 + an) 


é convergente. 

Se X a, for uma série convergente com termos positivos, é ver- 
dade que X sen(a,) também será convergente? 

Se Xa, e 2 b, forem ambas séries convergentes com termos po- 
sitivos, é verdade que X a,b, também será convergente? 
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EM Séries Alternadas 


Os testes de convergência que estudamos até aqui se aplicam apenas a séries com termos po- 
sitivos. Nesta seção e na próxima aprenderemos como lidar com séries cujos termos não são 
necessariamente positivos. De particular importância são as séries alternadas, cujos termos 
se alternam no sinal. 

Uma série alternada é aquela cujos termos são alternadamente positivos e negativos. Aqui 
estão dois exemplos: 


1 1 1 1 1 E 1 
рар рава operi num pS 
2 3 4 5 6 PE n 
1 2 4 E 
2 3 4 5 6 T n=1 ntl 


Vemos desses exemplos que o n-ésimo termo de uma série alternada é da forma 
aà,—(-1)!b, ou а, =(—1b, 


onde b, é um número positivo. (De fato, b, = |a, |.) 
O teste a seguir diz que, se os termos de uma série alternada decrescem para O em valor 
absoluto, entáo a série converge. 


Teste da Série Alternada Se a série alternada 
Y (“1 = bi — bz + bz — b4 + bs — be t р, > 0 
n=1 


satisfaz 
(1) bar S bn para todo n 
(ii) lim b, = 0 


пэ 


então a série é convergente. 


Antes de demonstrarmos, vamos olhar a Figura 1, que esboça a ideia por trás da demons- 
tração. Primeiro traçamos sı = b; sobre a reta real. Para encontrarmos s», subtraímos b»; as- 
sim s está à esquerda de у. Então, para encontrarmos ss, adicionamos bx; assim, s; está à di- 
reita de s2. Mas, como b; < b2, s; está à esquerda de sı. Continuando dessa maneira, vemos 
que as somas parciais oscilam de um lado para outro. Como b, — 0, as etapas subsequentes 
vão se tornando cada vez menores. As somas parciais pares 5», 54, Só, . . . São crescentes e as 
somas parciais ímpares s1, 5з, 55, . . . são decrescentes. Então, parece plausível que ambas es- 
tejam convergindo para algum número s, que é a soma da série. Portanto, consideramos as so- 
mas parciais pares e ímpares separadamente na demonstração a seguir. 


FIGURA 1 0 
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A Figura 2 ilustra o Exemplo 1 mostrando 
os gráficos dos termos a, = (—1)" "n e 
as somas parciais s,. Observe como os 
valores de s,. ziguezagueiam em torno de 
valor limite, o que parece ser cerca de 0,7. 
Na verdade, pode-se provar que a soma 
exata da série é In 2 = 0,693 (ver 
Exercício 36). 


SER oi O iki ШК ЖА ЖК, 
... 


EI ETRE E 


FIGURA 2 


DEMONSTRAÇÃO DO TESTE DA SÉRIE ALTERNADA Primeiro consideramos as somas parciais pa- 
res: 


о = -b =0 uma vez que bz < bi 

54 = 5 + (b; — ba) = s2 uma vez que by < bi 
Em geral $25 = San-2 + (ban-1 — Don) > Son-2 ита vez que b», S bo 
Logo O S ә S s4 = 56 Ste SMS: 


Mas podemos escrever também 


$2, = bi (b; bz) (b4 bs) 20505 (Dan-2 ban-1) Dan 


Cada termo entre parênteses é positivo, portanto s», < b, para todo n. Dessa forma, a sequência 
{s2n} de somas parciais pares é crescente e limitada superiormente. É, portanto, convergente 
pelo Teorema da Sequência Monótona. Vamos chamar esse limite de s, isto é, 


lim sm=s 


n—>o 


Agora, calculamos o limite das somas parciais ímpares: 


lim S2n+1 = lim (So, + bs) 


n>o no 


= lim S2n + lim bon+1 
n5 


=s+0 [pela condição (ii)] 


= $ 


Como ambas as somas parciais pares e ímpares convergem para s, temos Шї„—5„ = 5 
[veja o Exercício 92(a) na Seção 11.1] e, assim, a série é convergente. 


ЭХЕ A série harmônica alternada 


1 1 1 E qe 
1 + +. = 
2 3 4 mı A 
satisfaz i 1 
(i) ba+ı < b, uma vez que <= 
n+1 n 
(i) lim b, = lim — = 0 
no nmn 
logo, a série é convergente pelo Teste da Série Alternada. I i 
аа. х С )"3п , 
ASIA A série 3 ————— é alternada, mas 
n=1 n— 
3 3 
lim b, = lim — = lim - 
n n>» Ап —] nos 1 4 


п 


assim, a condição (ii) não é satisfeita. Em vez disto, olhamos para o limite do n-ésimo termo 
da série: 


. vo (—1)"3п 
lim a, = lim —— —- 
Soa пе An = 1 


Este limite náo existe, logo a série diverge pelo Teste da Divergéncia. Em 


SEQUÉNCIAS E SÉRIES INFINITAS 659 


© 2 
1 n n A ^ . . ^ . 
BLUE)» Teste a série 2 (Ep = + ү Quanto à convergência ou divergência. 
SOLUÇÃO A série dada é alternada; assim, tentamos verificar as condições (i) e (ii) do Teste 
da Série Alternada. 
Ao contrário da situação no Exemplo 1, não é óbvio que a sequência dada por 
b, = п2/ (п? + 1) seja decrescente. Contudo, se considerarmos a fungáo associada 
f(x) = x?/(x? + 1), descobriremos que 
х(2 = x?) 
Fx) = 3 3 
(х + 1) 
Como estamos apenas considerando x positivo, vemos que f(x) < 0 se2 — x? < 0, isto 
é, x > 4/2. Então, fé decrescente no intervalo (4/2 , œ). Isso significa que f(n + 1) < f(n) e, 
portanto, b,., < b, quando n = 2. (A desigualdade b; < b; pode ser verificada diretamente, 
mas o que realmente importa é que a sequência (b,) é eventualmente decrescente.) 
A condição (ii) é prontamente verificada: 


lim b, = lim = "a 


n= n? nº 1 п—>® 1 


Então, a série dada é convergente pelo Teste da Série Alternada. a 


БЕШ Estimando Somas 


Uma soma parcial s, de qualquer série convergente pode ser usada como uma aproximação para 
a soma total s, porém isso náo é de muita utilidade, a menos que possamos estimar a precisáo 
da aproximação. O erro envolvido usando s = s, é o resto А, = s — S,. O próximo teorema 
diz que, para séries que satisfazem as condições do Teste da Série Alternada, o tamanho do 
erro é menor que р, +, que é o valor absoluto do primeiro termo negligenciado. 


Teorema da Estimativa de Séries Alternadas Se s = X (— 1)" ^!b, for a soma de uma série 
alternada que satisfaz 


G) bar S b, e (i) lim b, = 0 


então, |R,| = |s — s | € bar 


DEMONSTRAÇÃO Sabemos pela demonstração do Teste da Série Alternada que s está entre 
duas somas parciais consecutivas quaisquer 5, е $„+1. (Mostramos que s é maior que todas as 
somas até mesmo parciais. Um argumento similar mostra que s é menor que todas as somas 
ímpares.) Segue-se que 


E m Sn | = | 55i m Sn | = baa ES 
oo n 
se С) - К m" 
ЭЛЛИ Encontre a soma da série У, com precisáo de trés casas decimais. 


so n! 
SOLUÇÃO Primeiro observamos que a série é convergente pelo Teste da Série Alternada, por- 
que 
: 1 = 1 E 1 
O el яше m 


1 1 
(Gi) 0О<—<——0 logo — — 0 quando n — œ 
n! n n! 


Para termos uma ideia de quantos termos precisamos usar em nossa aproximação, vamos es- 
crever os primeiros termos da série 


Em vez de verificarmos a condição (i) do 
Teste da Série Alternada calculando uma 
derivada, poderíamos verificar Б„ < b, 
diretamente usando a técnica da Solução 1 
do Exemplo 13 da Seção 11.1. 


Por definição, 0! = 1. 
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1 1 1 1 1 1 1 1 


570 3^2 3 4 ata л 
=1—1+5— +5 — ita у КО 
Observe que bı = 50% < 500 = 0,0002 
e s=1-1+1-1+2- dg + эң = 0,368056 


Na Seção 11.10 demonstraremos que Р . " 
ех = 52o x"/n! para todo x, assim, о Pelo Teorema da Estimativa da Série Alternada, sabemos que 


que obtivemos no Exemplo 4 é realmente = 

uma aproximação para o número e”. |s E ss| = b, < 0,0002 
Esse erro menor que 0,0002 não afeta a terceira casa decimal, assim, temos s = 0,368 com 
precisáo de trés casas decimais. EE 


[Z OBSERVAÇÃO A regra de que o erro (ao usar s, para aproximar s) é menor que o primeiro termo 
negligenciado é, em geral, válida apenas para séries alternadas que satisfazem as condições do 
Teorema da Estimativa da Série Alternada. A regra não se aplica a outros tipos de séries. 


ЕЧ Exercícios 


1. (a) O que é uma série alternada? mada da soma da série. Em seguida, use o Teorema de Estimativa de 
(b) Sob que condições uma série alternada converge? Séries Alternadas para estimar a soma correta para quatro casas de- 
(c) Se essas condições forem satisfeitas, o que você pode dizer so- cimais. 
bre o resto depois de n termos? « (—0,8)" ы van 
я nC Hos 2. © CD 
2-20 Teste a série quanto a convergência ou divergência. "e n! E 8 


2 2 2 
23-26 Mostre quea série é convergente. Quantos termos da série pre- 


244 8,8. 0, 
s "i x i p Е 2n j Л cisamos ѕотаг para encontrar a soma parcial com а precisáo indicada? 
4. | - "m © =f ntl 
V2 уз y4 у5 ү 2. Y pp (lerro| < 0,00005) 
oo (En = ED n=1 n 
E RT 6e x Е 2 (—1)" 
= 2п +1 n=1 In(n + 4) 24. Y = (lerro] < 0,0001) 
п=1 N 
ы Зп — 1 E n v» El) 
ГА = 1)" ——— 8. =1)" —=== 25. erro| < 0,000005 
2 с 2п +1 2 n Jn) +2 рУ 10" и! ( | ) 
ы п ы vn < ex le 
9 1)" — 10. =1)" 26. ED ne” erro| < 0,01 
2 ( ) 10” 2 ( ) 2n + 3 2 ( | 
© п? © 1/п 
H. x (=D PETI 12. У, (17! E 21-30 Aproxime a soma da série com a precisão de quatro casas de- 
1 i cimais. 
i : —1Xyn-1,2/n i qn = —1)" оо —1 п+1 
13 2 (— le 14 2 (= 1)" larctg n 2. Y (—1) 2. Y ( ) 
© 1 о п=1 (2n)! n=1 n 
15. У sen(n + 5)т Р n COS Ит a 
. — . л о —]pr-!g? оо = 1)" 
п=0 1+ vn n=1 2 29, y ( ) n 30. y ( ) 


© т о т п=1 10" n=1 3"n! 
17. У, ly «(t 18. У (-1y cos[) 
n n 


n=1 


31. A 50º soma parcial sso. da série alternada X;-:(—1)" !/n é uma 


19. » (= 1)" L 20. » (-D'(/n + 1 — Jn) superestimativa ou uma subestimativa da soma total? Explique. 
n= n: = 
| | 32-34 Para quais valores de f cada série é convergente? 
ос —1 n-1 
21-22 Faça o gráfico de ambas as sequéncias de termos e de somas par- 32. Y сы 
п=1 п 


ciais na mesma tela. Use o gráfico para fazer uma estimativa aproxi- 


H É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


© 1 п 99 1 р 
з. у CD 3. У (cay nm" 
n=1 П + Р n-2 n 
35. Mostre que a série X (— 1)" !b,, onde b, = 1/n se n for ímpar, e 


b, = 1/n? se n for par, é divergente. Por que o Teste da Série Al- 
ternada não se aplica? 


SEQUÉNCIAS E SÉRIES INFINITAS 661 


Sejam А, e s, as somas parciais das séries harmônica e harmônica 
alternada. 

(a) Mostre que s», = №, — hn. 

(b) Do Exercício 44 da Seção 11.3 temos 


h,—lnnn— y quando n — о 


e, portanto, 


36. Use as seguintes etapas para mostrar que 


o =j n-l 
У, ЕЕ = 1n 2 
n 


n=1 


quando n — о. 


EM Convergência Absoluta e os Testes da Razão e da Raiz 


han = In(2n) > y 


quando n — о 


Use esses fatos junto com a parte (a) para mostrar que s2, — In 2 


Dada qualquer série X a,, podemos considerar a série correspondente 
А 
2 [an| = lai + las] + las] +... 
п=1 


cujos termos sáo os valores absolutos dos termos da série original. 


1| Definição Uma série > a, é dita absolutamente convergente se a série de valores 
absolutos X | a, | for convergente. 


Observe que, se 2 a, for uma série com termos positivos, entáo | An | = q, e, assim, a con- 
vergéncia absoluta é a mesma coisa que a convergéncia nesse caso. 


EEXEMPLO A série 
= (=p! l1 1 1 
== n? 22 32 42 


é absolutamente convergente porque 


E MED" al 1 1 1 
= =1+5+5 ++ 
2 n? 2 n? 2? 3 4 


é uma série p convergente (p — 2). 


БЕЛЛИ Sabemos que a série harmônica alternada 


= (=p! 1.1 1 
== 1 + + ... 
2 n 2 3 4 


é convergente (veja o Exemplo 1 da Seção 11.5), mas não é absolutamente convergente, por- 
que a série de valores absolutos correspondente é 


2 (— DT! ^al 1 1 
SEED Ls dog la gius 
n=1 n 3 4 


n n=1 


que é a série harmônica (série p com p = 1) e é, portanto, divergente. [i 


2| Definicáo Uma série X a, é chamada condicionalmente convergente se ela for 
convergente, mas não for absolutamente convergente. 


O Exemplo 2 mostra que a série harmónica alternada é condicionalmente convergente. En- 
tão, é possível uma série ser convergente, porém não absolutamente convergente. Contudo, o 
próximo teorema mostra que a convergência absoluta implica convergência. 


Temos testes de convergência para séries 
com termos positivos e para séries 
alternadas. Mas o que acontece se os 
sinais dos termos mudarem irregularmente? 
Veremos no Exemplo 3 que a ideia de 
convergência absoluta algumas vezes ajuda 
em tais casos. 
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A Figura 1 mostra os gráficos dos termos 
a, e das somas parciais s, da série 

no Exemplo 3. Observe que a série nào 
é alternada, mas tem termos positivos 

e negativos. 


0,5 T 
E 
ia, 
nt a 
0 A 
FIGURA 1 


3 | Teorema Se uma série X a, for absolutamente convergente, entáo ela é convergente. 


DEMONSTRAÇÃO Observe que a desigualdade 
0 x a, + |a,| < 2a, 


é verdadeira porque |a,| é a, ou —a,. Se X a, for absolutamente convergente, então X |a; | € 
convergente, assim X 2|a, | é convergente. Portanto, pelo Teste da Comparação, X (a, + |a, |) 


é convergente. Então, 
Xa, = Y la, + |ar|) - Y | an] 


é a diferenca de duas séries convergentes e é, portanto, convergente. [=] 


ЭХ Determine se a série 


p cosn cosl , cos2 | cos3 
i п? 12 22 32 
6 convergente ou divergente. 


SOLUÇÃO Essa série tem termos positivos e negativos, mas não é alternada. (O primeiro 
termo é positivo, os próximos três são negativos e os três seguintes são positivos. Os sinais 
trocam irregularmente.) Podemos aplicar o teste de comparação com a série de valores abso- 
lutos 


© 


4 |cosn cos n 
у et у (eme 


n=1 n n=1 n 


Uma vez que | соз n| = 1 para todo n, temos 


[cosn| | 1 
Fe c e 


2 
n n 


Sabemos que X 1/n? é convergente (série p com p = 2) e, assim, X | cos n |/n? é convergente 
pelo Teste da Comparação. Então a série dada X (cos n)/n? é absolutamente convergente e, por- 
tanto, convergente pelo Teorema 3. EE 


O teste a seguir é muito útil para determinar se uma série dada é absolutamente convergente. 


O Teste da Razão 
| Е 


. . [Unt a HORE . 
(i) Se lim |—— | = L < 1, então a série У, a, é absolutamente convergente 


© 
n аһ п=1 


(e, portanto, convergente). 
E 
= o, então a série 3 An 


n=1 


(ii) Se lim | | = L > 1 ou lim 1" 


n0 An n=% An 


é divergente. 


(iii) Se lim | 2 


n—>o 


= 1, o Teste da Razáo é inconclusivo, ou seja, nenhuma 


n 


conclusão pode ser tirada sobre a convergência ou divergência de X a,. 


DEMONSTRAÇÃO 
(1) A ideia é comparar a série dada com uma série geométrica convergente. Como L < 1, 
podemos escolher um número r tal que L < r < 1. Uma vez que 


lim |——=| =L e L<r 


a razão | a,+1/a, | eventualmente será menor que г; isto é, existe um inteiro N tal que 
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An+1 
<r sempre que n = N 
аһ 
ou, de maneira equivalente, 
[asi | < |an]r sempre que n = N 
Colocando n sucessivamente igual а N, N + 1, N + 2,...em [4], obtemos 


[ans | < lay|r 
| aya! < [ам |е < las|r? 


[awss| < [ако |е < |an| r? 


e, em geral, 


5 [ам | < | ay|r* рага todo k 2 1 


Agora, а série 


" 
y lay|r*= law|r + law|r? t lay|r? айы: 
k=1 


é convergente porque é uma série geométrica com O < r < 1. Assim, a desigualdade |5 |, junto 
com o Teste da Comparação, mostra que a série 


© 


© 

Y |а, | = Y lan] = [ans | + [ans | + | ам+з| E EE 

n=N+1 k=1 

também é convergente. Segue que a série X7- | a, | é convergente. (Lembre-se de que um nú- 

mero finito de termos não afeta a convergência.) Portanto, > a, é absolutamente convergente. 
(ii) Se | a,+1/a,|>L > 1 ой | a,+1/a, | — º, então a razão | a,+1/a, | eventualmente será 

maior que 1; isto é, existe um inteiro N tal que 


An+1 


>1 sempre que n= N 
An 


Isso significa que |а„+1| > |а, | quando n > N, e assim 


lim a, 40 


пэ о 


Portanto, X a, diverge pelo Teste da Divergéncia. E 


OBSERVAÇÃO A parte (iii) do Teste da Razão diz que, se lim, | an+1/a,| = 1, о Teste da 
Razão não dá nenhuma informação. Por exemplo, para a série convergente X 1/n? temos 


1 
"M (n + 1)? n? 1 
| = ——— ———————7———áÀs,1 quando n — % 
An 1 (n + 1) 1 
n n 
enguanto para a série divergente X 1/n temos 
1 
An+1 n+1 n 1 
= = = > 1 quando n — o 
An 1 n+1 1 
п п 
Portanto, se lim, | 4,44] An | = 1,авёпе X a, pode convergir ou divergir. Nesse caso, o Teste 


da Razáo falha e devemos usar outro teste. 


O teste da razão é geralmente conclusivo 
se 0 n-ésimo termo da série contém um 
exponencial ou fatorial, como veremos nos 
Exemplos 4 e 5. 
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Estimando Somas 


Nas últimas trés seções, usamos vários 
métodos para estimar a soma de uma série 
— o método dependia de qual teste era 
usado para demonstrar a convergéncia. O 
que acontece com a série para a qual o 
Teste da Razáo funciona? Existem duas 
possibilidades: se a série for alternada, 
como no Exemplo 4, entáo é melhor usar 
os métodos da Secáo 11.5. Se os termos 
são todos positivos, então use os métodos 
especiais explicados no Exercício 38. 


3 


= п 
ZEM] Teste a série У, (—1)" з" quanto à convergéncia absoluta. 
n-i 


SOLUÇÃO Usamos o Teste da Razão com a, = (—1)"n?/3": 
(= Dn + 1» 


An+1 3m (n + 1) 3" 
An (—D'nº E nº 
3" 


Então, pelo Teste da Razão, a série dada é absolutamente convergente e, portanto, conver- 
gente. EE 


n" 


ЭХЭ Teste a convergência da série prs E 


n=1 n! 
SOLUÇÃO Como os termos a, = n"/n! são positivos, não precisamos dos símbolos de valor 
absoluto. 


аты GEI" nto (ап+1)п+1)" n! 
аһ (п+1)! лп" (п + Dn! n" 


ntl) IN” 
= =|1+ ^e quando n — oo 
n n 


(Veja a Equação 3.6.6, no Volume I). Uma vez que e > 1, a série dada é divergente pelo 
Teste da Razáo. шиш 


OBSERVAÇÃO Embora o Teste da Razão funcione no Exemplo 5, um método mais simples 
é usar o Teste para Divergéncia. Uma vez que 


n" nenen 
а, = = 


п 
п! ICM PEE 


V 
3 


segue que a, nào tende a O quando n — cc. Portanto a série dada é divergente pelo Teste para 
Divergéncia. 

O teste a seguir é conveniente para ser aplicado quando n-ésimas poténcias ocorrem. Sua 
demonstração é semelhante à demonstração do teste da razão e é deixada como Exercício 41. 


O Teste da Raiz 
(1) Se lim y) 


oo 


= L < 1, então a série У à, é absolutamente convergente 


n=1 


Ea 
(e, portanto, convergente). 
(ii) Se lim J/|a,| = L > 1 ou lim 4/|a,| = o, então a série У, a, é divergente. 
n=% п-—>® nei 


а, | = 1, о Teste da Raiz não é conclusivo. 


(iii) Se lim 


Se Шт, +/ | à, | = 1, então a parte (iii) do Teste da Raiz diz que o teste não dá infor- 
mação. А série > a, pode convergir ou divergir. (Se L = 1 no Teste da Razão, não tente o Teste 
da Raiz, porque L será novamente 1. E se L = 1 no Teste da Raiz, não tente o Teste da Ra- 
zão, pois ele também falhará.) 


< /[2n+3 
З Teste a convergência da série ez | с zx 2+3) 
п 
SOLUÇÃO 


2n +3 \" 
а, = ECEG Da 
3n +2 
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3 
2. += 

2n + 3 n 2 

Na] -4—-——-—-«1 

3n +2 2 3 
3 + — 
n 

Então, a série dada converge pelo Teste da Raiz. шиш 


ШЕШ Rearranjos 


A questáo de uma série ser absolutamente convergente ou condicionalmente convergente tem 
importância na questão sobre se somas infinitas se comportam ou não como somas finitas. 

Se rearranjarmos a ordem dos termos em uma soma finita, então é claro que o valor da soma 
permanecerá inalterado. Mas esse não é sempre o caso para uma série infinita. Por um rear- 
ranjo de uma série infinita > a, queremos dizer uma série obtida simplesmente mudando a or- 
dem dos termos. Por exemplo, um rearranjo de X a, poderia começar como a seguir: 


ata+as+as+ a + ais + ag + аз + an + e 


Ocorre que 


se X a, é uma série absolutamente convergente com soma s, 
entáo qualquer rearranjo de X a, tem a mesma soma s. 


Contudo, qualquer série condicionalmente convergente pode ser rearranjada para dar uma 
soma diferente. Para ilustrarmos esse fato, vamos considerar a série harmónica alternada 


gto = 02 


о 
NI= 
+ 
w= 
Ale 
+ 
aula 
am 
+ 
pm 


(Veja o Exercício 36 na Seção 11.5.) Se multiplicarmos esta série por 1, obtemos 
) € p por > 


1 1 1 1 1 
2—34Tg-g4-gln2 


Inserindo zeros entre os termos dessa série, teremos 
A soma desses zeros nào afeta a soma 
1 in 2 da série; cada termo na sequéncia de 


somas parciais é repetido, mas o limite 
é o mesmo. 


1 


7 0+;+0-;+0+;+0-G+- 


Agora adicionamos as séries nas Equações 6 e 7 usando o Teorema 11.2.8: 


8 1+5=2+5 +7 = 4+7 =22 


Observe que а série em [8] contém os mesmos termos que em [6], mas rearranjados de 
modo que um termo negativo ocorra depois de cada par de termos positivos. As somas dessas 
séries, contudo, sáo diferentes. De fato, Riemann demonstrou que 


se X a, for uma série condicionalmente convergente e r for qualquer número 
real, então existe um rearranjo de X a, que tem uma soma igual a r. 


Uma demonstração desse fato é delineada no Exercício 44. 


EM Exercícios 


1. O que você pode dizer sobre a série X a, em cada um dos se- 


(су: fim =a 
H 9 sa = 
guintes casos? | d, 
. | an+ : аһ+1 2-30 Determine se a série é absolutamente convergente, condicional- 
(a) lim|— | = 8 (b) lim |— | = 0,8 : 
п> | а, n—7| а, mente convergente ou divergente. 


1. As Homeworks Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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о 2 n 
2 3502 
n=1 n 
cm а 
3. — 4. py 
n=1 5 2 2 + 4 
о (= 1)! oo ( "i 
5. =———— 6. 
2 Уп > (2n + ) 
ш a n! 
7. k(3)* 8 
2 б) —\ 100" 
ES a ы ui n 
9. А 10. —1)" 
5 Сря Aq 
о р)" 1/п © 4 
uy Се” jor Л 
п=1 п п=1 4 
oo 10" oo n22" 
13. HA a 14. py 
2 (n + 1)42"! 2 ) nl 
«a (—1)"arctg п q 3 — cosn 
15. НИН 16. 
2 n? 2 п? —2 
a El)” an! 
п. y CD 18. Y Z 
n-2 In n n=1 n" 
ы 3 a (2) 
19. У cos(nm/3) 20. У ( 2) 
n=1 n! n=1 n 
© п? a5 1 n = —2п 5п 
21. — 22. 
7) (+) 
E iN” = (2n)! 
23. 1+— 24 
5( =) n-l (n! 
oc 1001 0" о 2" 
25. y 0 26 
n=1 n! n=1 n! 
1-3 1.3.5 12354547 
21. 1 | | 
3! 5! 7! 
Ee 2n — 1 
F (1)! unc A 
(2n — 1)! 
da OIM, OS 14 , 
`5 5-8 5-8-1  5:8-11-14 
4a 2-4 *(2 
2. Y s 29) 
n-l n! 
ES 2"n! 
30. 1) 
PE ) 5-8-11 * (Зп + 2) 
31. Os termos de uma série sáo definidos de forma recursiva pelas 
equações 
= _ 5Sn+1 
а An+1 4n +3 An 
Determine se > a, converge ou diverge. 
32. Uma série > a, é definida pelas equações 


2 + cosn 


акы — — —,7— аһ 
Uum 


Determine se 2 a, converge ou diverge. 


a=1 


33-34 Seja (b,) uma sequência de números positivos que converge 


1 . Ls 4 
para 5. Determine se а série dada é absolutamente convergente. 


33. 


uou 


4 bicos ит 
D n п=1 A "bi bab3.. b, 


n-l 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


Para quais das seguintes séries o Teste da Razão não é conclusivo 
(isto é, ele não dá uma resposta definida)? 


() X— o 3 > 


n 
n=1 n=1 2 


n-l © 
(o > = 
п=1 
Para quais inteiros positivos К a série é convergente? 
(nt)? 
no (kn)! 
(a) Mostre que 20 x"/n! converge para todo x. 


(b) Deduza que lim, x"/n! = 0 para todo x. 
Anti / An. SU- 
ponha que Шт, r, = L < 1, assim, > a, converge pelo Teste 


Seja * a, uma série com termos positivos e seja r, = 


da Razão. Como habitualmente, faça R, ser o resto depois de n ter- 
mos, isto é, 


К, = an + amo + ama + 


(a) Se {7,} for uma sequência decrescente e r,., < 1, mostre, pela 
soma de uma série geométrica, que 


pa BEE. 
lg 
(b) Se (r,) for uma sequéncia crescente, mostre que 
An+1 
1-L 
(a) Encontre a soma parcial ss da série Ху 1/(n2"). Use o Exer- 


К, S 


сісіо 38 para estimar o erro ao usar ss como uma aproxima- 
ção da soma da série. 

(b) Encontre um valor de n tal que s, represente a soma com pre- 
cisão de 0,00005. Use este valor de n para a soma aproximada 
da série. 

Utilize a soma dos primeiros dez termos para aproximar a soma 


n=1 2^ 
Use o Exercício 38 para estimar o erro. 


da série 


Prove o teste de raiz. [Dica para parte (i): Tome qualquer námero 
r tal que L « r « 1 euse o fato de que existe um inteiro N tal 
que Yan] < r sempre que n = N.] 

Por volta de 1910, o matemático indiano Srinivasa Ramanujan 
descobriu a fórmula 


ї_ 2/2 = 5 (4n)!(1.103 + 26.390n) 

T 9.801 „о (n?)*396^" 
William Gosper usou esta série em 1985 para calcular os pri- 
meiros 17 milhões de algarismos de т. 


(a) Verifique que a série é convergente. 
(b) Quantas casas decimais corretas de т você obtém se usar ape- 
nas o primeiro termo da série? E se usar dois termos? 


. Dada uma série qualquer X a,, definimos uma série X aj cujos ter- 


mos são todos termos positivos de X a, e uma série X a; cujos ter- 
mos são todos termos negativos de X a,. Para ser específico, seja 


а, + |а, | Quo |а, | 
2 2 
Observe que, se a, > 0, então a; = a, e a; = 0, ao passo que, se 


+= 
ак = n 


a, < 0, então a; = a, e a} = 0. 

(a) Se X a, for absolutamente convergente, mostre que ambas as 
séries X aj e Y a; são convergentes. 

(b) Se 2 a, for condicionalmente convergente, mostre que ambas 


as séries X aj e X a; são divergentes. 
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44. Demonstre que se > a, for uma série condicionalmente conver- 45. Suponhamos que a série X a, seja condicionalmente convergente. 
gente e r for qualquer número real, então existe um rearranjo de (a) Demonstre que a série X n/a, é convergente. 
2 a, que tem uma soma r. [Dicas: Use a notação de Exercício 43. (b) A convergência condicional de > a, não é suficiente para de- 
Tome apenas termos positivos suficientes a; de modo que a sua terminar se X na, é convergente. Mostre isso dando um exem- 
soma seja maior que r. Em seguida, adicione o menor número de plo de uma série condicionalmente convergente tal que X na, 
termos negativos a; de modo a que a soma seja menor que r. Con- converge e um exemplo em que 2 na, diverge. 


tinue assim e use o Teorema 11.2.6.] 


Estratégia para Testes de Séries 


Agora temos diversas maneiras de testar a convergência ou divergência de uma série; o pro- 
blema é decidir qual teste usar em qual série. Nesse aspecto, testar séries é similar a integrar 
funções. Mais uma vez, não há regras certeiras e rápidas para determinar qual teste aplicar em 
cada série, mas você pode achar os conselhos a seguir proveitosos. 

Não é uma boa estratégia aplicar uma lista de testes em uma ordem específica até que um 
deles finalmente funcione. Isso seria uma perda de tempo e esforço. Em vez disso, como na 
integração, a principal estratégia é classificar a série de acordo com sua forma. 


1. Sea série for da forma X 1/n”, ela é uma série p que sabemos ser convergente se p > 1 e 
divergente se p x 1. 


2. Sea série tiver a forma X ar" ! ou X ar”, ela é uma série geométrica, que converge se 
|r| < 1e diverge se |r | = 1. Algumas manipulações algébricas podem ser necessárias para 
deixar a série dessa forma. 


3. Se a série tiver uma forma similar a uma série p ou a uma série geométrica, então um dos 
testes de comparação deve ser considerado. Em particular, se a, for uma função racional 
ou uma função algébrica de n (envolvendo raízes de polinômios), a série deve ser compa- 
rada com uma série p. Observe que a maioria das séries nos Exercícios 11.4 tem essa forma. 
(O valor de p deve ser escolhido como na Seção 11.4, mantendo apenas as potências mais 
altas de n no numerador e denominador.) Os testes de comparação se aplicam apenas a sé- 
ries com termos positivos, mas, se 2 a, tiver alguns termos negativos, então poderemos apli- 
car o Teste da Comparação em 5 |a, | e testar a convergência absoluta. 


4. Se lim, a, * 0, о Teste para Divergéncia deve ser usado. 


5. Sea série for da forma X (—1)" !b, ou X (— 1)"b,, então o Teste da Série Alternada é uma 
possibilidade óbvia. 


6. Séries que envolvem fatoriais ou outros produtos (incluindo uma constante elevada à n- 
-ésima potência) são com frequência testadas convenientemente usando-se o Teste da Ra- 
zão. Tenha em mente que | а„+1/а„|—> 1 quando n — о para todas as séries p e, portanto, 
todas as funções racionais ou algébricas de n. Então, o Teste da Razão não deve ser usado 
para tais séries. 


7. Se a, for da forma (b,)", o Teste da Raiz pode ser útil. 


8. Sea, = f(n), onde E f(x) dx é facilmente calculada, então o Teste da Integral é eficaz (sa- 
tisfeitas as hipóteses para este teste). 


Nos próximos exemplos não faremos todos os cálculos, mas simplesmente indicaremos 
quais testes devem ser usados. 


BULUM OCA 

n=1 2n+1 
Como a, >3% 0 quando n — о, devemos usar o Teste para Divergéncia. = 
EXEMPLO 2 | p yn? + 1 


43m + 4n? + 2 
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(Е 2 Exercícios 


Como a, é uma função algébrica de n, comparamos a série dada com uma série p. А série de 


comparação para o Teste de Comparação de Limite é X b,, onde 


2 пе" 
п=1 


Como a integral (7 хе" 


zão também funciona. 


LexempLo > (17 


n=1 


Como a série é alternada, usamos o Teste da Série Alternada. 


= ok 
| EXEMPLO 5 > = 


k=1 


dx é facilmente calculada, usamos o Teste da Integral. O Teste da Ra- 


2 


b, 


Jn? n3? 1 
3n? 3n? 3n3/2 


Como a série envolve k/, usamos o Teste da Razáo. 


EXEMPLO o PACTA 
n=1 


Como a série está intimamente relacionada à série geométrica X 1/3", usamos o Teste da Com- 


paração. 


1-38 Teste a série quanto a convergência ou divergência. 


ы 1 a (2n + 1)" 
1. 2. —— — 
сл 1n + o 2 n?" 
3. 1) 4. =)" 
3 E Ez 2 ) п? + 2 
© п? 25-1 oo 1 
5. 6. 
z (—5)" n=1 2n+1 
ы 1 = 2*kl 
7. 8. 
2 ny Inn > (k + 2)! 
9. Y Pe* 10. Y ne” 
k=1 n=1 
3 2 5 — 
anam x “a UE +1 
43"n? sen 2n 
13. 14. 
2 n! у 1:+2* 
= 90-1301 = +41 
15. == == 16. 
2 k 2 т +1 
ы п! 
17. 
205757870840) 
о 1 n-1 
18. У E) 
n-2 n=l 
ы Inn ы nº = 
19. =)" —— 20. 
2 ( ) Vn PE + 2n? +5 


23. 


25. 


21. 


© 


. Y (= D'cos(1/7?) 


n=1 


29. У —— 


31. 


33. 


35. 


31. 


22. 

a 2+ m 

24. Y nsen(1/n) 
n=1 
<n’ +l 

26. 
2 5" 
© 1/п 

28. Y — 
n=1 n 

30. У (-1) E] 
P jt5 
oo nu 

22. У (n 
п=1 П 

34. — 
2 n + n cosn 
ы 1 

36. кы уук 
» (In n)" 

38. Y (42 — 1) 
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("a Séries de Poténcias 


Uma série de poténcias é uma série da forma 


© 
1 У, сах" = со + сіх + cx Tox + e 
п=0 


onde x é uma variável e c, sáo constantes chamadas coeficientes da série. Рага cada x fixado, 
a série |1| é uma série de constantes que podemos testar quanto a convergência ou divergén- 
cia. Uma série de poténcias pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros va- 


lores de x. A soma da série é uma função Série trigonométrica | 

Uma série de potências é uma série em 
f(x) = co + cix + cx! tb ex + que cada termo é uma função de potência. 

Uma série trigonométrica 

cujo domínio é o conjunto de todos os x para os quais a série converge. Observe que f se as- " 

semelha a um polinômio. A única diferença é que f tem infinitos termos. Y (a, cos nx + b, sen nx) 

Los МЕ 3i ds n=0 
Por exemplo, se tomarmos с, = 1 para todo n, a série de potências se torna a série geo- é uma série cujos termos são funções 
métrica trigonométricas. 


У х= 1+х ++ 
n=0 


que converge quando —1 < x < 1 e diverge quando |х | = 1 (veja a Equação 11.2.5). 
Em geral, a série da forma 


© 


2 У o(x — ay = со + с(х— а) + o(x = a} +- 
п=0 


é chamada uma série de poténcias em (X — а) ou uma série de poténcias centrada em a ou 
uma série de poténcias em torno de a. Observe que, ao escrevermos o termo correspondente 
a n = 0 nas Equações 1 e 2, adotamos a convenção de que (x — a)” = 1, mesmo quando 
X = a. Observe também que, quando x = a, todos os termos são O para n = 1 e assim a sé- 
rie de poténcias |2| sempre converge quando x — a. 


EEN Para quais valores de x a série У, n!x" é convergente? 
n=0 
SOLUÇÃO Usamos o Teste da Razão. Se fizermos a,, como habitualmente, denotar o n-ésimo Observe que 


termo da série, então a, = n!x”. Se x 0, temos И d Tun T] ees 
= (n + Dn! 
ami | | Dix _.„ ? 
lim |—— | = lim |7——-—— | = lim (n + 1)|х| = ә 
n—o An п->% п\х" п> % 


Pelo Teste da Razão, a série diverge quando x 4 0. Então, a série dada converge apenas quando 
x = 0. ранні 


ха (a 3)" 
БОТТИ Para quais valores de x a série У, ——— converge? 


n=1 n 
SOLUÇÃO Seja a, = (x — 3)"/n. Então, 


du) СА п 
An E (x = 3)" 
1 
= ШЕ 3| |x-3| | quando n % 
iot 


n 


Pelo Teste da Razão, a série dada é absolutamente convergente e, portanto, convergente, quando 
|х = 3| < 1 e é divergente quando |x — 3| > 1. Agora 


[x 3| <1 «=» —]«x—-3«] TD 2<x<4 
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National Film Board of Canada 


Observe quáo bem o modelo gerado por 
computador (que envolve funções de 
Bessel e funções cosseno) se ajusta à 
fotografia de uma membrana de borracha 
vibrando. 


FIGURA 1 
Somas parciais da função de Bessel Jo 


FIGURA 2 


de modo que a série converge quando 2 < x < 4 e diverge quando x < 2 ou x > 4. 

O Teste da Razão não fornece informação quando | x — 3| = 1; assim, devemos considerar 
x = 2ex = 4 separadamente. Se colocarmos х = 4 na série, ela se tornará X 1/n, a série har- 
mónica, que é divergente. Se x = 2, a série é X (— 1)'/n, que converge pelo Teste da Série 
Alternada. Então a série dada converge para 2 « x « 4. Es 


Veremos que o principal uso de uma série de potências é que ela fornece uma maneira de 
representar algumas das mais importantes funções que aparecem na matemática, na física e 
na química. Em particular, a soma da série de potências no próximo exemplo é chamada fun- 
ção de Bessel, em homenagem ao astrônomo alemão Friedrich Bessel (1784-1846), e a fun- 
ção dada no Exercício 35 é outro exemplo de uma função de Bessel. De fato, essas funções 
surgiram primeiramente quando Bessel resolveu a equação de Kepler da descrição do movi- 
mento planetário. Desde aquela época, essas funções têm sido aplicadas em muitas situações 
físicas diferentes, incluindo a distribuição de temperatura em uma placa circular e a forma de 
uma membrana vibrante. 


IIVE Encontre o domínio da função de Bessel de ordem O definida por 


Jax) = Y (Cx 


n=0 2?"(n p 


SOLUÇÃO Seja a, = (— D"x?"/[2?"(n!^]. Então, 


Anti (— ])'*!y2e*0 22"(п!)? 
а, 204 + DIT (— 1)x? 
х2"+2 22"(п1)2 


= 221? (n + Dn!) х2" 


x? 


men 99! para todo x 
m 2 


Assim, pelo Teste de Razão, a série dada converge para todos os valores de x. Em outras pa- 
lavras, o domínio da função Bessel Jo é (—0, 00) = К. 

Lembre-se de que a soma de uma série é igual ao limite da sequência das somas parciais. 
Assim, quando definimos a função de Bessel no Exemplo 3 como a soma de uma série, que- 
remos dizer que, para todo número real x, 


Jo(x) = lim s,(x) onde sx) 


As primeiras somas parciais sáo 


x? x? x* 
ѕо(х) = 1 sx) =1 == sl) =1= ta 
x? х“ x$ xe Ж» x$ x’ 
=1-++- =1-H+- + 
sala) 4 64 2304 sax) 4 64 2304 147456 


A Figura 1 mostra os gráficos dessas somas parciais, que sáo polinómios. Todas sáo aproxi- 
mações para a função Jo, mas observe que as aproximações se tornam melhores quando mais 
termos são incluídos. A Figura 2 mostra um gráfico mais completo da função de Bessel. 

Para as séries de potências que vimos até agora, o conjunto de valores de x para os quais 
a série é convergente tem sempre sido um intervalo [um intervalo finito para a série geomé- 
trica e a série no Exemplo 2, o intervalo infinito (— 2, ©) no Exemplo 3 e um intervalo co- 
lapsado [0, 0] = {0} no Exemplo 1]. O teorema a seguir, demonstrado no Apéndice F, diz que 
isso, em geral, é verdadeiro. 


SEQUÉNCIAS E SÉRIES INFINITAS 


3| Teorema Para dada série de potências ў с„(х — а)", existem apenas trés possibi- 
E =0 
lidades: " 


(1) А série converge apenas quando x = a. 

(11) A série converge para todo x. 

(iii) Existe um número positivo R tal que a série converge se |x — a| < R e diverge 
se|x — a| > К. 


O nümero R no caso (iii) é chamado raio de convergéncia da série de poténcias. Por con- 
venção, o raio de convergência é R = 0 no caso (i) e R = © no caso (ii). O intervalo de con- 
vergéncia de uma série de poténcias é aquele que consiste em todos os valores de x para os quais 
a série converge. No caso (1) o intervalo consiste em apenas um único ponto a. No caso (ii) o 
intervalo é (—oo, оо). No caso (iii) observe que a desigualdade |х — a | < R pode ser reescrita 
como a — R < x < a + R. Quando x é uma extremidade do intervalo, isto é, x = a + R, qual- 
quer coisa pode acontecer — a série pode convergir em uma ou ambas as extremidades ou di- 
vergir em ambas as extremidades. Então, no caso (iii) existem quatro possibilidades para o in- 
tervalo de convergência: 


(a — R, a + R) (a — R,a + В] [a — R, a + R) [a — К,а + R] 


A situacáo 6 ilustrada na Figura 3. 


convergência para [x — a| <А 


а-к а a+R 


FIGURA 3 t — — divergência рага |x — a] > А ! 


Resumimos aqui o raio e o intervalo de convergéncia para cada um dos exemplos já con- 
siderados nesta seção. 


Série Raio de convergência Intervalo de convergência 

Série geométrica EZ R=1 (1,1) 

n=0 
Exemplo 1 У nx” R=0 {0} 

п=0 

e dx3y 
Exemplo 2 У b met R=1 [2, 4) 

n=1 n 
Exemplo 3 XC ы R=% (—%, oc 

xemplo s rn? > 


Em geral, o Teste da Razáo (ou algumas vezes o Teste da Raiz) deve ser usado para de- 
terminar o raio de convergéncia R. Os Testes da Razáo e da Raiz sempre falham quando x é 
uma extremidade do intervalo de convergéncia; assim, as extremidades devem ser estudadas 
com outro teste. 


EEN Encontre o raio de convergência e o intervalo de convergência da série 
p (—3)'x" 
n=0 VN + 1 
SOLUÇÃO Sejaa, = (—3)'x"/ An + 1. Então, 
ul It" ‚уп +1 B NE +1 
= x 


а, yn + 2 “3 n+2 


M 9———————————0o > 
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А 1 + (1/n) ix| 31x| 4 Е 
E с, => - 
T+ Q/n) х x quando n 


Pelo Teste da Razão, a série dada converge se 3 |x| < 1 e diverge se 3|x| > 1. 
Então, ela converge se |x| < ie diverge se |x| > 1. Isso significa que o raio de convergên- 
ciaé R=}. 

Sabemos que а série converge no intervalo (— 3), mas devemos agora testar a conver- 


géncia nas extremidades desse intervalo. Se x = =W, a série torna-se 
| 1 1 1 1 
— 2 =5D>—— = +++ + 
2, Мп + 1 2 Jari VI dE B ad 


que diverge. (Use o Teste da Integral ou simplesmente observe que ela é uma série p com 


1 1 zl. 
p^s«l)Sex35,aséneé 


que converge pelo Teste da Série Alternada. Portanto a série de poténcias dada converge quando 
1 1 E $ ^ . 2 ТЕ 1 
—3 < x X 3; assim, o intervalo de convergência é (-i, i]. EE 


ЭХ Encontre o raio de convergência e o intervalo de convergência da série 


a n(x + 2)" 


2 


б 3" 
n= 


SOLUÇÃO Sea, = n(x + 2)/3"*!, então 


al (n Dx + 2! gra 
а, gm n(x + 2)" 
LY x3] |х + | 
=(1+ > quando n — œ 
n 3 3 


Usando o Teste da Razão vemos que a série converge se |x + 2|/3 < 1 e diverge se 
|x + 2|/3 > 1. Assim ela converge se |x + 2| < 3 e diverge se |х + 2| > 3. Então, o raio 
de convergência é R = 3. 

A desigualdade |x + 2| < 3 pode ser escrita como —5 < x < 1, assim, testamos a série 


nas extremidades —5 е 1. Quando x = —5, a série é 
a n(—3) s 
XT -iXcm 
n=0 3 n=0 


que diverge pelo Teste para Divergéncia [(— 1)"n não converge para 0]. Quando x = 1, a sé- 
rie é 


que também diverge pelo Teste para Divergéncia. Entáo, a série converge apenas quando 
—5 « x « 1, de modo que o intervalo de convergência é (—5, 1). 


("a Exercícios 


1. 
2. 
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O que é uma série de poténcias? 

(a) O que é o raio de convergéncia de uma série de poténcias? 
Como vocé o encontra? 

(b) O que é o intervalo de convergéncia de uma série de potén- 
cias? Como vocé o encontra? 


3-28 Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia 


da série. 
s s Cow 
3. = nx" 4. ——— 
2 ( ) m n0 N + 1 
о x” oo (= 1)'x” 
5. ——— 6. — 
2 2n 3 1 п=1 m 
7. У S 8 У п"х" 
п=0 п! п=1 
© п?х" = 10"х" 
9. =D" —— 10. 
2 ( ) 2" п=1 m 
© (—3) © х" 
11. —— x" 12. 
2 nyn И п=1 Sin? 
© п © xnl 
13. —-])'—— 14. =1" 7 
2 ( ) 4" In n рУ ( (2п E D! 
ZE (х= 2)" Es (x — 3)" 
15. r 16. —1)"——— 
> n? +1 2 ) 2n +1 
a 3 (x + 4)" Zn 
17. аки 18. — (x + 1)” 
EU PED 
a (х= 2)" a (2х = 1)" 
19. 20. 
2 п" 2 5" /n 
an 
л. У —(x- а)", b>0 
п=1 b" 
oo b^ 
22. У i (x—a), b>0 
n-2 
oc © п?х" 
23. (Ox = 1)" 24. 
2 mx ) PENTE 
© (5х un" 4)" © х2" 
25. 26. 
2 т so n(In ny? 
oc х" 
21. 
2 1:3:5- (2n — 1) 
E n!x" 
28. 
£1:3:5--.- (2n — 1) 
29. O fato de Z;-o Cn 4” ser convergente implica que as séries a seguir 


30. 


sáo convergentes? 


(а) Y с„(—2)" 


n=0 


(b) Y c(-4)" 


n=0 

Suponha que 2;=0 Сах" convirja quando x = —4 e divirja 
quando x = 6. O que pode ser dito sobre a convergência ou di- 
vergência das séries a seguir? 


(a) Y Cn 


n=0 


(b) У c, 8^ 


n=0 


(4) X (-1)'e,9" 


n=0 


(с) Y e(-3)" 


n=0 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


SCA 


31 


32. 


33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


SCA 


. Se k for um inteiro positivo, encontre o raio de convergência da 
série 
Z (n) 
x 
n=0 (kn)! 


Sejam p e q números reais com p < q. Encontre uma série de po- 


n 


tências cujo intervalo de convergência seja 

(a) (р, q) (b) (p, ql 

(с) [p, q) (d) [p, ql 

E possível encontrar uma série de poténcias cujo intervalo de con- 
vergência seja [0, 2)? Explique. 

. Trace na mesma tela as primeiras somas s,(x) da série 3-0 x”, 
junto com a função-soma f(x) = 1/(1 — x), em uma tela co- 
mum. Em que intervalo essas somas parciais parecem estar con- 
vergindo para f (x)? 

A função Л definida por 


о 


(— Т) 
Ў 2п+1 
¿o nin + 1)!2 
é denominada função de Bessel de ordem 1. 


Ji(x) 


(a) Encontre seu domínio. 

(b) Trace as primeiras somas parciais na mesma tela. 

(c) Se seu SCA tiver funções de Bessel programadas, trace Jı na 
mesma tela das somas parciais na parte (b) e observe como as 
somas parciais se aproximam de Л. 

. À função A definida por 


x? xé x? 


14 | Eee 
2-3 2:3:5:6 2:3-5:6:8-:9 

é chamada funcáo de Airy, em homenagem ao matemático e as- 

trónomo inglés sir George Airy (1801-1892). 


(a) Encontre o domínio da função de Airy. 


A(x) 


(b) Trace as primeiras somas parciais na mesma tela. 

(c) Se seu SCA tiver funções de Airy programadas, trace A na 
mesma tela que as somas parciais na parte (b) e observe como 
as somas parciais aproximam A. 

Uma função f é definida por 


Fx) 


isto é, seus coeficientes são c», = 1 € C2n+1 = 2 para todo n = 0. 


1+ 2x4 


Ache o intervalo de convergência da série e encontre uma fórmula 
explícita para f(x). 

Se f(x) = zo сох", onde c,.4 = c, para todo n = 0, encontre o 
intervalo de convergência da série e uma fórmula para f(x). 
Mostre que, se lim, =.» 4/| cn| = с, onde c # 0, então o raio de 
convergência da série de potências X cx" é R = l/c. 

Suponha que a série de potência X c,(x — a)" satisfaça c, # 0 
para todo n. Mostre que, se Шт, | Є / Cn | existir, então ele 
será igual ao o raio de convergência da série de potências. 
Suponha que a série X c,x" tenha raio de convergência 2 e que a 
série X d,x” tenha raio de convergência 3. O que você pode dizer 
sobre o raio de convergência da série X (c, + d,)x"? 

Suponha que o raio de convergência da série de potências X c,x" 
seja R. Qual é o raio da série de potências X c,x?"? 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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ns] Representações de Funções como Séries de Potências 


Uma ilustração geométrica da Equação 1 é 
mostrada na Figura 1. Como a soma de 
uma série é o limite da sequência de 
somas parciais, temos 


= lim s,(x) 
l=x nm 
onde 


ПРУТ уп 


(х) =1+x+x +: +x 


é a n-ésima soma parcial. Observe que á 
medida que n aumenta, s,(x) se torna uma 
aproximação cada vez melhor de f(x) para 
[Aral 


FIGURA 1 


fx) = 1 1. т © algumas somas parciais 


Nesta seção aprenderemos como representar certos tipos de funções como somas de séries de 
potências pela manipulação de séries geométricas ou pela derivação ou integração de tais sé- 
ries. Vocé pode estar se perguntando por que queremos expressar uma funcáo conhecida como 
uma soma infinita de termos. Veremos mais tarde que essa estratégia é átil para integrar fun- 
ções que não têm antiderivadas elementares, para resolver as equações diferenciais e para apro- 
ximar funcóes por polinómios. (Cientistas fazem isso para simplificar expressóes que eles uti- 
lizam; cientistas que trabalham com computadores fazem isso para representar as funções em 
calculadoras e computadores.) 
Começaremos com uma equação que vimos antes: 


—-i)txctx 4 xà x =x" |х|<1 


l=x n=0 


Encontramos essa equação primeiro no Exemplo 6 da Seção 11.2, onde a obtivemos observando 
que ela é uma série geométrica com a = 1 er = x. Mas aqui nosso ponto de vista é diferente. 
Agora nos referiremos à Equação 1 como uma expressão da função f(x) = 1/(1 — x) como uma 
soma de uma série de poténcias. 


SENDA Expresse 1/(1 + x?) como a soma de uma série de potências e encontre o inter- 
valo de convergéncia. 


SOLUÇÃO Trocando x por —x? na Equação 1, temos 


y 


1 + x? = 1 = (—x?) < 


= sl Dx” = 1 xet xt xf txe 
n=0 


Como essa é uma série geométrica, ela converge quando | —x?| < 1, isto é, x? < 1, ou 
|x| < 1. Portanto, o intervalo de convergência é (—1, 1). (É claro que poderíamos ter deter- 
minado o raio de convergência aplicando o Teste da Razão, mas todo aquele trabalho é des- 
necessário aqui.) EE 


ZEIA Encontre uma representação em série de potências para 1/(x + 2). 


SOLUÇÃO Para colocarmos essa função na forma do lado esquerdo da Equação 1, primeiro 
fatoramos um 2 do denominador: 


1 1 1 


NES CES 
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A série converge quando x| « 2. Assim, o intervalo de convergén- 
cia é (—2, 2). шиш 


BEEJ Encontre uma representação em série de potências para x/(x + 2). 


SOLUÇÃO Como essa função é apenas x? vezes a função no Exemplo 2, tudo o que temos de 


fazer é multiplicar essa série рог x°: 
É válido mover x? para dentro do sinal de 


х? 3 1 NS (— D. (— 1)” M somatória, porque ele não depende de n. 
X+2 =X a Ea a yu * -X 2" [Use o Teorema 11.2.8(i) com c = x?] 


Е =p 
+2 3 27? 


n 


Como no Exemplo 2, o intervalo de convergéncia é (—2, 2). == 


ШЕШ Derivação e Integração de Séries de Potências 

A soma de uma série de potências é uma função f(x) = X;-o c,(x — a)" cujo domínio é o in- 
tervalo de convergência da série. Gostaríamos de poder derivar e integrar tais funções, e o teo- 
rema a seguir (que não demonstraremos) diz que podemos fazer isso por derivação ou inte- 
gração de cada termo individual na série, como faríamos para um polinômio. Isso é chamado 
derivação e integração termo a termo. 


2| Teorema Se a série de potências X c,(x — a)" tiver um raio de convergência R > 0, 


então a função f definida por 


© 


f(x) = с + clx — а) + ex — a +=) ex — ay 


п=0 


é diferenciável (e portanto contínua) no intervalo (a — R, a + R)e 
Na parte (ii), | co dx = cox + C1 é 


G) Ше =c + 2cx e a) ak Зсз(х _ а)? E У nox =Е ay! escrito como ex =a) + C, onde 
C = C, + aco; assim, todos os termos da 


n-l 


© 


série têm a mesma forma. 


— a? = ais 
@ [л de= C + ada a) ta 872-4 879... 
2 3 
MTM 
=C+ 5 о п+ 1 


Os raios de convergência das séries de potências nas Equações (1) e (ii) são ambos А. 


OBSERVAÇÃO 1 As Equações (i) e (ii) no Teorema 2 podem ser reescritas na forma 


(iii) zi c(x a| = e FE [ex — а)"] 
(iv) | РЕ 2 ck X= ar far = 3 |с — а)"ах 


Sabemos que, para somas боа a derivada de uma soma é a soma das derivadas, e que 
a integral de uma soma é a soma das integrais. As Equações (1) e (iv) afirmam que o mesmo 
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é verdadeiro para somas infinitas, desde que estejamos lidando com séries de poténcias. (Para 
outros tipos de séries de funções a situação não é tão simples; veja o Exercício 38.) 


OBSERVAÇÃO 2 Embora o Teorema 2 diga que o raio de convergência permanece o mesmo 
quando uma série de potências é derivada ou integrada, isso não significa que o intervalo de 
convergência permaneça o mesmo. Pode acontecer de a série original convergir em uma ex- 
tremidade enquanto a série derivada diverge nesse ponto (veja o Exercício 39). 


OBSERVAÇÃO 3 A ideia de derivação de uma série de potências termo a termo é a base para 
um método poderoso para resolver as equações diferenciais. Discutiremos esse método no 
Capítulo 17. 


No Exemplo 3 da Seção 11.8, vimos que a função de Bessel 


é definida para todo x. Então, pelo Teorema 2, Jo é diferenciável para todo x, e sua derivada é 
encontrada pela derivação termo a termo, como a seguir: 


= d (—1)"х?" oo (— 1)" nx?! 
Jx) = = = 
бб) 2 dx 2"(nly. 2 21) 


SENDA Expresse 1/(1 — x)? como uma série de potências pela derivação da Equação 1. 
Qual é o raio de convergéncia? 


SOLUÇÃO Derivando cada lado da equação 


1 Б 
=1+i1+ 0240 =D х" 
l=x n=0 
1 2 : ==} 
obtemos um— 5 d+ 2x+. 3x += У пх" 
(1—х) п=1 


Podemos trocar n рог п + 1 e escrever a resposta como 


1 o 
= п 
Te У (п + Dx 
(1 m x) n=0 
De acordo com o Teorema 2, o raio de convergência da série derivada é o mesmo que o raio 
de convergência da série original, a saber, R = 1. EE 


DEN Encontre uma representação em série de potências para In(1 + x) e seu raio de 
convergência. 


SOLUÇÃO Observamos que, a derivada desta função é 1/(1 + x). Da Equação 1 temos 
1 _ 1 

1+х 1 — (=x) 

Integrando ambos os lados da equação, obtemos 


=1-х+л%— bi, |x|<1 


E. 
п (1+0 = |46 = [а x+x2+--)dx 
ER с кг 

"X 3 4 
= У Cy кс |х|<1 
n=1 n 


Para determinarmos o valor de C colocamos x = 0 nessa equação e obtemos In(1 + 0) = C. 
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Assim, C = 0e 


2 3 4 


х х х = х" 
In(1 — = y — = = — doEs =j == 
=) == 2 ( om 


|х| < 1 
O raio de convergéncia é o mesmo que o da série original: R — 1. 


SEND Encontre uma representação em série de potências para f(x) = tg 'x. 


SOLUÇÃO Observamos que f'(x) = 1/(1 + x?) e encontramos a série pedida pela integração 
da série de potências para 1/(1 + x?) encontrada no Exemplo 1. 


Е To Пе нша --)dx 
o x x 
=Crr D+ Da. 
Cs q 


Para encontrarmos С, colocamos х = 0 e obtemos C = tg ' 0 = 0. Portanto 


3 x) x! 


т А 
рх =x- +— = У (1) 
BOW a q 2 ( ) 


х2"! 


2n +1 


Como o raio de convergéncia da série рага 1/(1 + х?) é 1, o raio de convergéncia dessa sé- 
rie para tg !x é também 1. EE 


EXEMPLO 8 


(a) Calcule f [1/(1 + x")]dx como uma série de potências. 

(b) Use a parte (a) para aproximar p [1/(1 + x?)]dx com precisão de 10 7. 

SOLUCÁO 

(а) A primeira etapa é expressar o integrando, 1/(1 + x^), como a soma de uma série de po- 


téncias. 
Como no Exemplo 1, começamos com a Equação 1 e trocamos x por —x”: 


Lo 4 - 
1+x 


++... 


Agora integramos termo a termo: 


1 = оо x" 
c dum —1)"х"ах = С + Yi 
= " jX( Ж 2 ( "mri 
EN 8 i 15 х22 a 
A 15 22 


Essa série converge para | —x”| < 1, isto é, para |х| < 1. 


(b) Ao aplicar o Teorema Fundamental do Cálculo, náo importa qual antiderivada utilizamos; 
assim vamos usar a antiderivada da parte (a) com C — 0: 


0,5 1 x? xb x? € 
IN -dx= | x- + -e 
o 1+x 8 15 22 


0 


1 1 1 1 


[D 
+ 
2 Bu “12Р, 22:27 


(Tn + 1)27"*! 


A série de potência рага tg 'x obtida no 
Exemplo 7 é chamada série de Gregory 
devido ao matemático escocês James 
Gregory (1638-1675), que antecipou algu- 
mas das descobertas de Newton. 
Mostramos que a série de Gregory é válida 
quando —1 < x < 1, mas verifica-se 
(embora não seja fácil de provar) que 
também é válida quando x = +1. Observe 
que quando x = 1 a série se torna 


т_|-1{1_1, 
4 3 5 7. 
Esse belo resultado é conhecido como a 


fórmula de Leibniz para zr. 


Este exemplo ilustra uma maneira na qual 
as representações em séries de potência 
são úteis. Integrar 1/(1 + х”) manual- 
mente é incrivelmente difícil. Sistemas de 
computação algébrica devolvem formas 
diferentes da resposta, mas elas são todas 
extremamente complicadas. (Se você tem 
um SCA, tente você mesmo.) Na realidade 
é muito mais fácil lidar com a resposta em 
série infinita obtida no Exemplo 8(a) do que 
com a resposta finita dada por um SCA. 
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Essa série infinita é o valor exato da integral definida, mas, como é uma série alternada, 
podemos aproximar a soma usando o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas. Se parar- 
mos de somar depois do termo com n — 3, o erro é menor que o termo com n — 4: 


Logo, temos 


1 


29.25 = 6,4 X 1071 


1 1 


| 1 pa 


o 1+x 


E Exercícios 


+ 
2 8.2* 15.2" 


55927 ™ 049951374 шшш 


1. Se o raio de convergência da série de potências 25-6 c,x" for 10, 
qual será o raio de convergência da série 7; nc,x" !? Por qué? 
2. Suponha que você saiba que a série X;-o bax” converge para 
[x | < 2. O que você pode dizer sobre a série a seguir? Por quê? 


ES de 
n=0 M +1 
3-10 Encontre uma representação em série de potências para a função 


ntl 


e determine o intervalo de convergéncia. 


3. fe) = —— 4. го) = 2 
5, f) = 52 6. f(x) = — 
1. М0) = 52 id 
9. f(x) = : — 10. f(x) - 


11-12 Expresse a fungáo como a soma de uma série de poténcias 
usando primeiro frações parciais. Encontre o intervalo de conver- 
géncia. 


3 2 
1. f(x) = x 12. f(x) = mE 


—x—2 —x-—1 


13. (a) Use derivação para encontrar a representação em série de po- 
tências para 


fa) = + 


Qual é o raio de convergência? 
(b) Use o item (a) para encontrar uma série de potências para 


1 


fa) = xy 


(c) Use item (b) para achar uma série de poténcias para 


x? 


Ў = + 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


14. (a) Use a Equação 1 para determinar uma representação em sé- 
rie de potências para f(x) = In(1 + x). Qual é o raio de con- 
vergéncia? 

(b) Use o item (a) para encontrar uma série de poténcias para 
Рх) = xIn(1 — x). 

(c) Ao colocar x = » no seu resultado da parte (a), expresse In 2 
como a soma de uma série infinita. 

15-20 Encontre uma representação em série de potências para a fun- 

ção e determine o raio de convergência. 

15. f(x) = In(5 — x) 16. f(x) = x tg !(x) 


x? x y 
х? ж + х 


КЧ 21-24 Encontre uma representação em série de potências para f, trace 


fe várias somas parciais s,(x) na mesma tela. O que acontece quando 


n cresce? Е 
21. f(x) = +16 22. f(x) = In(x? + 4) 
23. f(x) = (+ ке) 24. f(x) = (67102) 


25-28 Calcule a integral indefinida como uma série de poténcias. 
Qual é o raio de convergéncia? 


2s. | — di 


t 
26. f Em dt 


tg x 


27. | х21п(1 + x)dx 28. Í dx 


x 


29-32 Use uma série de potências para aproximar a integral definida 
com precisão de seis casas decimais. 


2. (^ — a 
| pas 


30. |“ In(1 + x^) dx 


31. [x arctg(3x) dx 32. ni 


33. Use o resultado do Exemplo 7 para calcular arctg 0,2 com preci- 
sáo de cinco casas decimais. 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


34. Demonstre que a função 


za ы x^ 


n=0 (2n)! 
é uma solução da equação diferencial 
Ро) + f(x) = 0 


35. (a) Mostre que Jo (a função de Bessel de ordem O dada no Exem- 
plo 4) satisfaz a equação diferencial 


* o (x) + x Ji Qo  x?^J(x) = 0 


(b) Calcule jn Jo(x) dx com precisáo de trés casas decimais. 
36. A função de Bessel de ordem 1 é definida por 


ло = X CD 


£ na + Dm» 


(a) Mostre que J; satisfaz a equação diferencial 


х?Д'(х) + хл (х) + (х2 = DG) = 0 
(b) Mostre que Jo(x) = —Ji(x). 
37. (a) Mostre que a função 
Ра) = se E 


n=0 n! 


é uma solução da equação diferencial 


FU) = f(x) 
(b) Mostre que f(x) = e”. 

38. Seja f(x) = (sen nx)/n?. Mostre que a série X f(x) converge 
para todos os valores de x, mas que a série de derivadas X f; (x) 
diverge quando x = 2n7r, n um inteiro. Para quais valores de x a 
série X fy (x) converge? 
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39. Considere 


n 


does E 


n-l п? 
Encontre os intervalos de convergéncia para f Fes" 
40. (a) Começando com a série geométrica 35-0 x”, encontre a soma 
da série 


© 
У пх"! 


п=1 


|х[<1 
(b) Encontre а soma de cada uma das séries а seguir. 


© 
© Xa |х|<1 T 

n-l n-l 
(c) Encontre a soma de cada uma das séries a seguir. 


MAS 


n-2 


Gi) ao 


n=2 2" n=1 27 
41. Use a série de potências para tg ‘х para demonstrar a seguinte ex- 


|х| < 1 


pressáo para 7r como a soma de uma série infinita: 


к=з 00 


n=0 = + 1)3" 
42. (a) Completando o quadrado, mostre que 


1/2 dx T 
| xX-x+1 343 
(b) Usando a fatoração de x? + 1 como uma soma de cubos, 
reescreva a integral no item (a). Depois expresse 1/(xº + 1) 
como a soma de uma série de potências e use-a para de- 
monstrar a seguinte fórmula para т: 


e c 2,1 ) 


4 n=0 8” 3n+1 3n+2 


Na seção anterior pudemos encontrar representações para uma certa classe restrita de funções. 
Aqui investigaremos problemas mais gerais: Quais as funções que têm representações de sé- 


ries de potências? Como podemos achar tais representações? 


Começaremos supondo que f seja qualquer função que possa ser representada por uma sé- 


rie de potências: 


= 


Рх) = co + ei(x — a) + ex — а) + сз(х — а) + сх — ay + 


-le=al <R 


Vamos tentar determinar quais coeficientes с, devem aparecer em termos de f. Para começar, 
observe que, se colocarmos x = a na Equação 1, então todos os termos após o primeiro são O 


e obtermos 


Fla) = co 


Pelo Teorema 11.9.2, podemos derivar a série na Equação 1 termo a termo: 


e a substituição de x = a na Equação 2 fornece 
Fa) = а 


Agora derivamos ambos os lados da Equação 2 e obtemos 


2| f'(x) = ei + 2с›(х — a) + 3e(x — а)? + dela — a) + 


[x —a| <R 
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Taylor e Maclaurin 


A série de Taylor é assim chamada em 
homenagem ao matemático Inglés Brook 
Taylor (1685-1731) e da série de Maclaurin 
é assim denominada em homenagem ao 
matemático escocês Colin Maclaurin 
(1698-1746), apesar do fato de que a série 
de Maclaurin é realmente apenas um caso 
especial da série de Taylor. Mas a ideia de 
representar funções específicas como 
somas de séries de poténcias remonta a 
Newton, e a série geral de Taylor era 
conhecida pelo matemático escocês 
James Gregory, em 1668, e pelo 
matemático suíço John Bernoulli, na 
década de 1690. Taylor aparentemente 
ignorava a obra de Gregory e Bernoulli 
quando publicou suas descobertas sobre a 
série em 1715, em seu livro Methodus 
incrementorum directa et inversa. A série 
de Maclaurin é assim denominada devido 
a Colin Maclaurin porque ele a popularizou 
em seu livro de cálculo Treatise of Fluxions 
publicado em 1742. 


w 


РО) = 20 + 2*3e(x — a) + 3 + 4с(х ^ ap + 


|x= a| « R 


Novamente colocamos x = a na Equação 3. O resultado é 
f"(a) = 2e 


Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivação da série na Equação 3 fornece 


4 f"(x) = 2+ 3с -2:3-*4c6(x а) -3:4*5e(x — a + 


|x- a| <R 


e a substituição de x = a na Equação 4 fornece 
f"(a) = 2 + 3c3 = 3!с; 
Agora você pode ver o padrão. Se continuarmos a derivar e substituir x = a, obteremos 
Ра) 22-3-4- -+> encan = nl 


Isolando o n-ésimo coeficiente c, nessa equação, obteremos 


fa) 
co = и аа 


п! 


Essa fórmula permanecerá válida mesmo рага n = 0 se adotarmos as сопуепс̧беѕ de que 
0! = 1 e / = f. Assim, demonstramos o teorema a seguir. 


5| Teorema Se ftiver uma representação (expansão) em série de potências em a, isto 
é, se 


Grey de= 


n=0 


|а| 


entáo seus coeficientes sáo dados pela fórmula 


fa) 
E 


n! 


Substituindo essa fórmula para c, de volta na série, vemos que, se ftiver uma expansão em 
série de potências em a, então ela deve ser da seguinte forma: 


© (n) 
в] f) = X L9 s ay 


Ра) y 4 LUA 
1! 2! 


я f" (a) 
(x = ay + 31 


= f(a) + (xa 


A série na Equacáo 6 é chamada série de Taylor da funcáo f em a (ou em torno de a ou 
centrado em a). Para o caso especial а = 0 , a série de Taylor torna-se 


F'O) 


= f(0) + E + FO 


2! 


SO 


x +... 
n! 


1 FO) = 


n=0 


Esse caso surge com frequência e lhe foi dado o nome especial de série de Maclaurin. 


OBSERVAÇÃO Mostramos que, se f puder ser representada como uma série de potências em 
torno de a, então f é igual à soma de sua série de Taylor. Mas existem funções que não são 
iguais à soma de suas séries de Taylor. Um exemplo de tal função é dado no Exercício 74. 
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ELIT Encontre a série de Maclaurin da função f(x) = e" e seu raio de convergência. 


SOLUÇÃO Se f(x) = е", então f(x) = е", portanto f (0) = e? = 1 para todo n. Portanto, 
a série de Taylor para f em O (isto é, a série de Maclaurin) é 


2 FOO a x xX х xx 
s 4M ni E equ sens 
n=0 n! n=0 n! 1! 2! 3! 


Para encontrarmos o raio de convergência fazemos a, = x"/n!. Então, 


x" n! 


(п +1)! x" 


|x| 
n+1 


An+1 


> 0<1 


an 


de modo que, pelo Teste da Razão, a série converge para todo x e o raio de convergência é 
К = ©, [x 


A conclusão que podemos tirar do Teorema 5 e do Exemplo 1 é que se e* tiver uma ex- 
pansão em série de potências em 0, então 


a t. 


Assim, como determinar se e* tem uma representação em série de potências? 

Vamos investigar a questão mais geral: sob quais circunstâncias uma função é igual à soma 
de sua série de Taylor? Em outras palavras, se f tiver derivadas de todas as ordens, quando é 
verdade que 


оо (п) а 
д = X O s Lay 


n=0 


Como com qualquer série convergente, isso significa que f(x) é o limite da sequência das 
somas parciais. No caso da série de Taylor, as somas parciais são 


n a | 
тд = X 2 q - ay 
(а "(а Wa 
= ft) + LL e a) + Oo aj e Lay 


Observe que Т, é um polinômio de grau n chamado polinômio de Taylor de n-ésimo grau 
de fem a. Por exemplo, para a função exponencial f(x) = e", o resultado do Exemplo 1 mos- 
tra que os polinômios de Taylor em 0 (ou polinômios de Maclaurin) com n = 1,2 е 3 são 


2 2 3 


x X X 
T(3)-1-x 0) = 1 +х+ 5 n= iisk pr 


Os gráficos da função exponencial e desses três polinômios de Taylor estão desenhados na 
Figura 1. 
Em geral, f(x) é a soma da sua série de Taylor se 


ЈО) = lim T,G) 
Se considerarmos 
Ral) = f(x) — Tx) de modo que f(x) = Tx) + Rex) 


então, R,(x) é denominado resto da série de Taylor. Se pudermos de alguma maneira mostrar 
que lim, R,(x) = 0, teremos mostrado que 


lim Тэ) = lim [fO — 9] = fO) — lim А0) = ЈО) 


Assim, demonstramos o seguinte teorema: 


у= Тух) 


FIGURA 1 


Quando n aumenta, T, (x) parece aproxi- 
таге“ na Figura 1. Isso sugere que е“ seja 
igual à soma de sua série de Taylor. 
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Fórmulas para o Termo Restante de 
Taylor 


Como alternativas para a desigualdade de 
Taylor, temos as seguintes fórmulas para 
resto. Se f("* for contínua sobre um 
intervalo Z e x € I, então 
l px 
кх) = — | Œ = ret? dr 
п. va 
Essa é chamada forma integral do resto. 
Outra fórmula, chamada forma de Lagrange 
para o resto, afirma que existe um número 
zentre xeatal que 


(n+1) 
f (2) (x = a)! 
(n + 1)! 
Essa versáo é uma extensáo do Teorema do 
Valor Médio (que é o caso n — 0). 


R,(x) = 


8| Teorema Se f(x) = Т,(х) + №,(х), onde T, é o polinômio de Taylor de n-ésimo 


grau defemae 


lim R,(x) = 0 


no 


para |x — a| « R, então f é igual à soma de sua série de Taylor no intervalo 


|x= a| < R. 


Ao tentarmos mostrar que lim, R,(x) = O para uma função específica f, geralmente usa- 
mos o teorema a seguir. 


9 | Desigualdade de Taylor Se | f "* (x) | < M para |x — a| < d, então o resto R,(x) da 
série de Taylor satisfaz a desigualdade 


|К„(х)| = la] para |а| = 


ИК Е 
(n + 1)! 


Para vermos por que isso é verdadeiro para n = 1, assumimos que | /"(х) | = M. Em par- 
ticular, temos f"(x) = М, assim, para a S x S a + d temos 


Fro dt = fm dt 


Uma antiderivada de f” é f”, dessa forma, pela parte 2 do Teorema Fundamental do Cál- 
culo, temos 


Р(х) = (а) = Max-a) ош f(x) (а) + MG — a) 


Logo, ro a = |" Era) + MG — ana 


(x — ay 


ДО) — fla) = fa Mx — a) + M 7 
ло) —/@ — f') — a) = 0 аў 
Mas Ri(x) = f(x) — Ti(x) = f(x) — fla) — f (a)(x — a). Portanto 
к) = a-a’ 


Um argumento similar, usando f"(x) = —M, mostra que 


кб) = Ha ar 


Entáo |RiGo) | sx af 

Embora tenhamos suposto que x > a, cálculos similares mostram que essa desigualdade 
é também verdadeira para x < a. 

Isso demonstra a Desigualdade de Taylor para o caso onde n = 1. O resultado para um n 
qualquer é demonstrado de maneira similar pela integração n + 1 vezes. (Veja o Exercício 73 
para o caso n — 2.) 


OBSERVAÇÃO Na Seção 11.11 exploraremos o uso da Desigualdade de Taylor para apro- 
ximar funções. Nosso uso imediato é aplicá-la em conjunto com o Teorema 8. 
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Ao aplicar os Teoremas 8 e 9, muitas vezes é ütil usar o fato a seguir. 


n 


lim — = 0 


n» n! 


para todo número real x 


Isso é verdade porque sabemos do Exemplo 1 que a série X x"/n! converge para todo x, e 
seu n-ésimo termo tende a 0. 


ELA Demonstre que e” é igual à soma de sua série de Maclaurin. 


SOLUÇÃO Se f(x) = e”, então f!"*D(x) = e" para todo n. Se d é qualquer número positivo e 
|x| < d, então | f"*"(x)| = e* < e^. Assim, a Desigualdade de Taylor, com a = 0 e 
M = е“, diz que 


e! 


(n + 1)! 


п+1 


|, (х) | < |х| рага |х| « d 


Observe que a mesma constante М = e“ serve para cada valor de n. Mas, pela Equação 10, 
temos 


d | ES 
li ntl — jd li —0 
inc cg dl om 
Decorre do Teorema do Confronto que іт, | R,(x) | = 0 e, portanto, lim, (х) = O para 


todos os valores de x. Pelo Teorema 8, e” é igual à soma de sua série de Maclaurin, isto é 


a X 
11 е* = У —  paratodox 


Em particular, se colocarmos x = 1 na Equação 11, obteremos a seguinte expressão para 
o número e como a soma de uma série infinita: 


` 1 1 1 
12 е = y = | + Tr + — + — +.. 


BEU Encontre a série de Taylor de f(x) = e* ema = 2. 


SOLUÇÃO Temos f ()(2) = e? e, assim, colocando a = 2 na definição de uma série de Taylor 
[6], obtemos 


o Ud 2) n V g n 

xe ecce) 

n-0 n: n=0 Е 

Novamente pode ser verificado, como no Exemplo 1, que o raio de convergência é А = o, 
Como no Exemplo 2, podemos verificar que lim, R,(x) = 0, assim 


13 е* = У (х - 2)" 


n=0 Ph. 


para todo x 


Temos duas expansões em série de potência para e”, a série Maclaurin na Equação 11 e da 
série de Taylor na Equação 13. A primeira é melhor, se estivermos interessados em valores de 
x próximos de 0, e a segunda é melhor se x é próximo de 2. 


EIA Encontre a série de Maclaurin de sen x e demonstre que ela representa sen x para 
todo x. 


SOLUÇÃO Arranjamos nossos cálculos em duas colunas como a seguir: 


Em 1748 Leonhard Euler usou a Equação 12 
para achar o valor correto de e até 23 
algarismos. Em 2007 Shigeru Kondo, 
novamente usaram a série em [12], e 
calcularam e com 12 bilhões 

de casas decimais. 
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A Figura 2 mostra o gráfico de sen x com 
seus polinómios de Taylor (ou Maclaurin) 


Ti(x) = x 
y? 
T(x) = x — 3 
xS» 
Ts(x) = ЕП + 5r 


Observe que, quando n aumenta, 7,(х) 
torna-se uma aproximação melhor para 
senx. 


y=sen x 


f(x) = sen x f(0) — 0 
Р(х) = cos x 200) = 1 
f'"(x) = —senx /"О) 50 
f(x) = —cos x ГО = —1 

f? (x) = sen x 10) = 0 


Como as derivadas se repetem em um ciclo de quatro, podemos escrever a série de Maclau- 
rin da seguinte forma: 


f0) f")... TÃO a 
fO) + É x + 7 х? + 31 x^ +. 
x? x? x! oc х?"*! 
= + Re 1)" 
TUN C 53 a 2(=1) (2n + 1)! 


FIGURA 2 


As séries de Maclaurin para e", sen x e 
cos x que encontramos nos Exemplos 2, 4, 
e 5 foram descobertas, utilizando 
diferentes métodos, por Newton. Essas 
equações são notáveis, porque dizem que 
saberemos tudo sobre cada uma destas 
funções, se conhecermos todos as suas 
derivadas no ponto 0. 


* Como f "*"(x) é +sen x ou +cos x, sabemos que | f "*"(x) | < 1 para todo x. Assim, pode- 
mos tomar M — 1 na Desigualdade de Taylor: 


M. a [epo 
(п +1)! p= 


1 [Ro | < 


Pela Equação 10, o lado direito dessa desigualdade tende a O quando n — ^o, dessa forma, 
| (x) |— 0 pelo Teorema do Confronto. Segue que R,(x) — 0 quando n — co, assim, sen x 
é igual à soma de sua série de Maclaurin pelo Teorema 8. p 


Destacamos o resultado do Exemplo 4 para referéncia futura. 


x x! 


+ — — — 
5! 7! 


2n+1 


x? 
15 sen x = х — 3r 
= S ( 1) 

n=0 


Ол +1) para todo x 
n ! 


ЭХО Encontre a série de Maclaurin para cos x. 


SOLUCAO Poderíamos proceder diretamente como no Exemplo 4, mas é mais fácil derivar a 
série de Maclaurin de sen x dada pela Equação 15: 


d d x'. wt. x" 
cos x = — (sen х) = — | x = + Б: 
dx x ! 


d. 3! 5! 7! 
3x? 5х! 7x6 x xx 
ede qo c o uu dies 
3! 5! 7! 2! 4! 6! 


Como a série de Maclaurin de sen x converge para todo x, o Teorema 2 da Secáo 11.9 nos diz 
que a série derivada para cos x também converge para todo x. Assim, 


x? x* y 
16 cosx = 1 + +... 
2! 4! 6! 
oo х2" 
= »(-1) para todo x EEE 
n=0 (2n)! 


ЭЛ Encontre a série de Maclaurin da função f(x) = x cos х. 
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SOLUÇÃO Em vez de calcular derivadas e substituir na Equação 7, é mais fácil multiplicar a 


série para cos x (Equação 16) por x: 


x^ 


xui tad Олуг ; 


n=0 


© 


х2"+1 


(= 1)" =] 


0 (2п)! 


ЭТТЕ Represente f(x) = sen x como a soma de sua série de Taylor centrada em 77/3. 


SOLUÇÃO Arranjando nosso trabalho em colunas, temos 


f(x) = sen x 


f'(x) = cos x 


f'"(x) = —sen x 


Obtivemos duas representações em série 
diferentes para sen x, isto é, a série de 
Maclaurin, no Exemplo 4, e a série de 


кү. 3а 
f E = 2 Taylor, no Exemplo 7. É melhor usarmos a 


série de Maclaurin para valores de x 

| 1 próximos de 0 e a série de Taylor рага 

= valores de x próximos de 7/3. Observe 
2 que o terceiro polinômio de Taylor 7» na 
Figura 3 é uma boa aproximação para sen x 
próximo de 7/3, mas não tão boa para o 
2 próximo de 0. Compare-o com o terceiro 
polinômio de Maclaurin 73 na Figura 2, na 
qual o oposto é verdadeiro. 


f"(x) = —cos x 


yA 


9-59. 3-3 


3 
Xu (+- z) E 


т \? 1 TV 
= х = Раң х = +... 
2-2! 3 2.3! 3 


A demonstração de que essa série representa sen x para todo x é muito semelhante à feita 
no Exemplo 4. (Apenas troque x por x — 7/3 em [14].) Podemos escrever a série na notação 
sigma se separarmos os termos que contêm y3 : 


FIGURA 3 


oo (—-D'V3 T 2n © (= 1)" т 2п+1 
20m)! E E =) + зол Di Ё E z) T 


A série de potências que obtivemos por métodos indiretos nos Exemplos 5 e 6 e na Seção 
11.9 são realmente as séries de Taylor e de Maclaurin das funções dadas, porque o Teorema 
5 afirma que, não importa como uma representação de série de potências f(x) = X c,(x — a)" 
é obtida, é sempre verdade que c, = f "(a)/n!. Em outras palavras, os coeficientes são deter- 
minados unicamente. 

Encontre a série de Maclaurin de f(x) = (1 + x)*, onde k é um número real qual- 
quer. 


sen x = 


SOLUÇÃO Arranjando nosso trabalho em colunas, temos 


fo) = +x /(0) = 1 
Fl) = O + х)! f (0) =k 
Р) = kk — DA + *? f'"(0) = kk — 1) 


Fx) = k(k = D(k — 2) + 3 


f) = kk 1 (n D +)" 


Portanto, a série de Maclaurin de f(x) = (1 + х)“ é 


700) = k(k — 1)(k — 2) 


SA) — Kk — D--- = 


Kk — De (пж), 


je. 


! 
n=0 п. п=0 


п! 
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Essa série é chamada série binomial. Observe que, se k é um inteiro não negativo, então os ter- 
mos são, eventualmente, nulos, de modo que a série é finita. Para outros valores de k, nenhum 
dos termos é 0 e assim podemos tentar o Teste da Razão. Se o n-ésimo termo é an, então 


anı| (ME = e (k-n + DE" n! 
An (n + 1)! klk —1)--- (k— n + Dx" 
k 
1—— 
|К—п| п 
= |х| = |х|—>|х| | quando n о 
n+1 
p= 
n 


Logo, pelo Teste da Razão, a série binomial converge se |x| < 1 e diverge se |x| > 1. mem 


A notação tradicional para os coeficientes na série binomial é 


Ы Е ы 1) 
п п! 
e esses números são chamados coeficientes binomiais. 

O teorema a seguir afirma que (1 + х)“ é igual à soma de sua série de Maclaurin. É pos- 
sível demonstrar isso mostrando que o resto R,(x) tende a 0, mas assim acaba sendo muito 
difícil. A demonstração delineada no Exercício 75 é muito mais simples. 


-— 


7| A Série Binomial Se k for um número real qualquer e | x| < 1, então 


ы k(k — 1 k — Jk — 2 
(1+ х)‘ = У i x =1+kx+ Ge lay X X M 
поли 2! 3! 


Embora a série binomial sempre convirja quando |x| < 1, a questão de ser ou não con- 
vergente nas extremidades, + 1, depende do valor de k. Ocorre que a série converge em 1 se 
—] < k < Оеет ambas as extremidades se k = 0. Observe que se k for um inteiro positivo 
en > k, então a expressão para (k ) contém um fator (k — k), de modo que ( k ) = 0 paran > k 
. Isto significa que a série acaba e se reduz ao Teorema Binomial usual quando k for um in- 
teiro positivo. (Veja a Página de Referéncia 1.) 


1 
DONDE) Encontre a série de Maclaurin da função f(x) = WEE e seu raio de conver- 
E = х 
gência. 


SOLUÇÃO Escrevemos f(x) em uma forma na qual podemos usar a série binomial: 


Lo 1 _ 1 1, RAE 
УА = x x Р 2 4 
41-32] 24]1-— 

4 4 


PET . . 1 DM, 
Usando a série binomial com k = —; e com x substituído por —x/4, temos 


1 1 -1/2 1 = 1 п 
_ r2 Es 2|] X 
V4-x 2 4 be NET 4 
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1 1 1. 1:3- 1:3*:5--.---(2n— 1 
TE x gg овоа 26 Um heel 


+ 
8" 28g" 318 n!8" 


Sabemos de [17] que essa série converge quando | —x/4 | < 1, ou seja, |x| < 4, de modo que 
o raio de convergéncia é R — 4. EE 


Listamos na tabela a seguir, para referência futura, algumas séries de Maclaurin importantes 
que deduzimos nesta seção e na precedente. 


1 © 
= }}хлхл=1+х+х? + + Re 
1= х п=0 
TE DO aii de X PEE - 
d n=0 M! 1! 2! 3! 
29 х?"*! x? 5 a 
sen x = Y (-1)" =x m PNE R=% 
n=0 (2n + 1)! 3! 5| 7 
9o 2n 2 4 6 
ups s ash t pus T 
n=0 (2n)! 2! 4! 6! 
co xe x? х5 x 
t ¡AA —1)" = m a " + Bi 
ja 2 P ani 3 5 7 
oo х" x? P x 
ША cbe eL кшн: R=1 
n( x) 21 ) " x 2 E 
S[k k(k — 1 k(k — Dk — 2 
((+х)*= У, х= 1+ + ( ) 24 ( X ) зү... R=1 
n=0 n 2! 3! 
1 1 1 1 


21440140) Calcule a soma da série + + 
| EXEMPLO 10 | 1.2 2.2? 3.2 4. 24 


SOLUÇÃO Com a notação sigma podemos escrever a série dada como 


Son 50-8 


n-i nº 2 n=1 n 
Em seguida, a partir da Tabela 1 podemos ver que esta série corresponde à entrada para 
In(1 + x) com x = 2. Logo, 


S (-1)* = 1In(1 + 3) = In$ E 


1 
п=1 nº 2" 


Uma razão pela qual as séries de Taylor são importantes é que elas nos permitem integrar 
funções com as quais não podíamos lidar anteriormente. De fato, na introdução deste capítulo 
mencionamos que Newton frequentemente integrava funções expressando-as inicialmente 
como uma série de potências e então integrando-as termo a termo. A função f(x) = e“ não 
pode ser integrada pelas técnicas discutidas até agora porque sua antiderivada não é uma fun- 
ção elementar (veja a Seção 7.5). No exemplo a seguir, usamos a ideia de Newton para inte- 


grar esta função. 


(a) Calcule f e” dx como uma série infinita. 
(b) Calcule [б e“ dx com precisáo de 0,001. 


SOLUÇÃO 

(a) Primeiro encontramos a série de Maclaurin de f(x) = e”, Embora seja possível usar o mé- 
todo direto, vamos encontrá-la simplesmente trocando x por —x? na série para е" dada na Ta- 
bela 1. Então, para todos os valores de x, 


TABELA 1 


Séries de Maclaurin importantes e seus 
raios de convergência 


O Module 11.10/11.11 permite que 
você veja como sucessivos polinômios de 
Taylor se aproximam da função original. 
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Podemos tomar C = 0 na antiderivada na 
parte (a). 


Alguns sistemas de computação algébrica 
calculam limites dessa maneira. 


Е оо (—x?) оо х2" х? х“ xê 
TUE ашы = 1 n = 1 + +... 
dis a c xem HO2 3 
Agora integramos termo a termo: 
А x^ ж x? x^ 
аде | Le эы э— darei! ve] dx 
1! 2! 3! n! 
3 x? x! 2n+1 
=C+x- +++ (-1) 


+ ————— + 
1-17. 5-91 7.3! Qn + Dn! 


2 
=y 


Essa série converge para tudo, porque a série original para e * converge para todo x. 


(b) O Teorema Fundamental do Cálculo fornece 


ZEN x x х" x? ! 
| е“ ах = |х + dE os 
0 3-1! 5:21 7:3! 9-4! 


u 1 1 1 1 
1-3+ 6—5 + 56 


ED gba deg ~ 0,7475 


O Teorema da Estimativa da Série Alternada mostra que o erro envolvido nessa aproximacáo 
é menor que 
1 


1 


1.320 s 


Outro uso da série de Taylor é ilustrado no próximo exemplo. O limite poderia ser encon- 
trado com a Regra de l’ Hóspital, mas, em vez disso, usamos uma série. 


*—1-x 


e 
ЕХЕМРІО 12 Calcule lim == 
x A 


SOLUCAO Usando a série de Maclaurin para e*, temos 


. e—l1-x . 1! 2! 3! 
lim 5 = lim B 
x0 x0 Же 
xl x» x 
+ + 
2! 3! 4! 
— lim 5 
x0 m 


porque as séries de potências são funções contínuas. 


E Multiplicação e Divisão de Séries de Potências 


Se as séries de potências forem somadas ou subtraídas, elas se comportarão como polinômios 
(o Teorema 11.2.8 mostra isso). De fato, como o próximo exemplo ilustra, elas também po- 
dem ser multiplicadas e divididas como polinômios. Encontramos apenas os primeiros termos, 
pois os cálculos para os termos posteriores tornam-se tediosos e os termos iniciais são os mais 
importantes. 


ЗЛУЕ Encontre os três primeiros termos diferentes de zero na série de Maclaurin de 
(a) e*sen x e (b) tg x. 


SOLUÇÃO 
(a) Usando a série de Maclaurin de e* e sen x na Tabela 1, temos 


| х x) x x 
е^ѕепх = {1 + + + ps = pts 
П 2! 3! 3! 


Multiplicamos essas expressões, juntando os termos semelhantes como nos polinômios: 
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l+x+tox +? + 
X x = e zs 
x х +1) ue 
+ —ix!-ix- 
xt tipt. 
Logo, ехѕепх = х + х + іх? + ee 
(b) Usando as séries de Maclaurin da Tabela 1, obtemos 
X^ e 
= — + ... 
И ѕеп х 3! 5! 
xs 
в cosx у x" xt 
21 4! 
Usamos um procedimento parecido com a divisão de polinômios: 
xcix + рх tee 
1 ix + Ax? “x іх? + B — 
х= jx? F ax) = 
1 1 
3 E 365° does 
be bise 
Ex c 
Logo, tgx— xcix + ga + [= 
Embora não tenhamos tentado justificar as manipulações formais usadas no Exemplo 13, 
elas são legítimas. Existe um teorema que afirma que, se f(x) = X c,x" e g(x) = X bax” con- 
vergirem para |x| < R e as séries forem multiplicadas como se fossem polinômios, então, a 
série resultante também convergirá para |x| < R e representará f(x) g(x). Para a divisão, ne- 
cessitamos de by # 0; a série resultante converge para |x| suficientemente pequeno. 
ШЇ] Exercícios 
1. Se f(x) = Хо b,(x — 5)" para todo x, escreva uma fórmula 3. Se f (0) = (n + 1)! paran = 0, 1,2, ... , encontre a série de 


para bs. 
2. É dado o gráfico de f. 


! > 
0 1 X 
(a) Explique por que a série 
1,6 — 0,8(х — 1) + 0,4(x — 1)? - G1(x - 1} ++ 
náo é a série de Taylor de f centrada em 1. 
(b) Explique por que a série 
2,8 + 0,5(х — 2) + L5(x — 22 - G1 x - 2) + +. 


náo é a série de Taylor de f centrada em 2. 


KH E necessário uma calculadora gráfica ou computador 


Maclaurin de f'e seu raio de convergéncia. 
4. Encontre a série de Maclaurin de f centrada em 4 se 


(-1)"n! 

3"(n + 1) 
Qual é o raio de convergéncia da série de Taylor? 

5-12 Encontre a série de Maclaurin de f(x) usando a definição de uma 
série de Maclaurin. [Suponha que f tenha expansáo em uma série de 
potências. Não mostre que R,(x) — 0.] Também encontre o raio de 
convergência associado. 
5. ро) = (1-х) 
7. f(x) = sen тх 
9. р(х) = 2" 
11. f(x) = senh x 


fe 


6. f(x)-In(l + x) 
8. f(x) = cos 3x 
10. f(x) = xe” 

12. f(x) = cosh x 


13-20 Encontre a série de Taylor de f(x) centrada no valor dado de a. 
[Suponha que f tenha expansão em uma série de potências. Não 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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mostre que R,(x) — 0.] Também encontre o raio de convergência as- 
sociado. 

13. f(x) =х* - 30 +1, a=1 
14. f(x) =x- x’, a= -2 

15. f(x) = ах, a=2 

17. f(x) = е", а=3 

19. f(x) = cosx, а= т 


16. f(x) = l/x, а= —3 
18. f(x) = senx, а = m/2 
20. f(x) = үх, а= 16 


21. Demonstre que a série obtida по Exercício 7 representa sen тх 
para todo x. 

22. Demonstre que a série obtida no Exercício 18 representa sen x 
para todo x. 

23. Demonstre que a série obtida no Exercício 11 representa senh x 
para todo x. 

24. Demonstre que a série obtida no Exercício 12 representa cosh x 
para todo x. 

25-28 Use a série binomial para expandir a função como uma série de 

potência. Diga o raio de convergência. 


25. V1— x 26. 8 + x 
1 
21. 0+ xy 28. (1 — xy 


29-38 Use uma série de Maclaurin na Tabela 1 para obter a série de 


Maclaurin da função dada. 
29. f(x) = sen тх 30. f(x) = cos(mx/2) 
31. f(x) = е + e 32. f(x) = е" + 2e * 


33. f(x) = x cos(1x?) 34. f(x) = x! In(1 + x) 
х 2 


35. f(x) = pre 36. f(x) — LT 


37. f(x) = sen?x [Dica: Use sen?x = (1 — cos 2x).] 


X — sen x 


38. f(x) = x^ 


se x £ 0 


se x = 0 


am 


39-42 Encontre a série de Maclaurin de f (por qualquer método) e seu 
raio de convergência. Trace f e seus primeiros polinômios de Taylor 
na mesma tela. O que você observa sobre a relação entre esses poli- 
nómios e f? 

39. f(x) = cos(x?) 
M. f(x) = хе" 


40. f(x) = e™ + cosx 
42. f(x) = tg (x°) 


43. Use a série de Maclaurin para cos x para calcular cos 5° com 
precisão de cinco casas decimais. 
44. Use a série de Maclaurin para e* para calcular 1/ Ve com precisão 
de cinco casas decimais. 
45. (a) Use a série binomial para expandir 1/1 — х2. 
(b) Use a parte (a) para encontrar a série de Maclaurin de sen”'x. 
46. (a) Expanda 1/4/1 + x como uma série de potências. 
(b) Utilize a parte (a) para estimar 1/4/1,1 com precisão de três 
casas decimais. 
47-50 Calcule a integral indefinida como uma série infinita. 


48. [== T dn 


47. IE cos(x?) dx 


50. Гаев) ах 


51-54 Use séries para aproximar a integral definida com a precisão in- 
dicada. 
1/2 . " 
51. [ x^arctg x dx (quatro casas decimais) 
JO 


52. | sen(x* dx (quatro casas decimais) 


53. К VI +x!'dx (|emo| < 5 x 1075) 


54. | xe" dx (lerro| < 0,001) 


55-57 Use séries para calcular o limite. 


. x—In(l+x) . 
55. lim — ——, — — 56. lim 


x0 x 


1 — cos x 


x 


201 +x e 


1 
senx — x + qx? 
5 


57. lim 


x0 X 


58. Use a série do Exemplo 13(b) para calcular 


. tgx—x 
lim ——— 
x0 x^ 
Encontramos esse limite no Exemplo 4 da Secáo 4.4, no Volume 
I, usando a Regra de l’ Hóspital três vezes. Qual método você pre- 
fere? 
59-62 Use multiplicação ou divisão de séries de potências para en- 
contrar os três primeiros termos diferentes de zero na série de Mac- 
laurin de cada função. 


59. y — e™ cosx 60. y = sec x 


61. у= 62. y = е"11(1 — х) 


sen x 


63-70 Encontre a soma da série. 


© q о (= 1)" т?" 
63. =)" 64. ———— — 
2 ) n! n=0 6"(2п)! 
oo 3" oc з” 
65. =p! 66. 
2 du n5" P 5"n! 
= pt 
67. У аиа 
A 4" n + 1)! 
In 2)? In 2) 
miga eU, 
2! 3! 
27 81 
69. 3 4 t H і 
2! 314 
1 1 1 1 
70. і H t | 


71. Mostre que se p é um polinomio de n-ésimo grau, entáo 
р(х) 
pa +1) =} Ё 
i=0 1 
72. Se f(x) = (1 + x°)”, o que é f 90)? 
73. Demonstre a Desigualdade de Taylor para n = 2, isto é, de- 
monstre que, se | f"(x)| < M para |x — a| < d, então 


M 
IR) | |х al рага |х — al «d 


М 


74. (a) Mostre que a função definida рог 


SEQUÉNCIAS E SÉRIES INFINITAS 691 


(b) Seja h(x) — (1 + x) *g(x) e mostre que A'(x) = 0. 
(c) Deduza que g(x) = (1 + x)*. 


e sexo 76. No Exercício 53, na Seção 10.2, foi mostrado que o comprimento 
Ў) = 0 se х= 0 da elipse x = a sen Ө, y = b cos 0, onde a > b > 0, é 
ão é igual à érie de Maclaurin. т 
náo é igua asua série de Maclaurin | rz 4а | /2 VIT 25007 do 
(b) Trace a função na parte (a) e comente seu comportamento pró- 0 


ximo da origem. 


75. Use os seguintes passos para demonstrar [17]. 


onde e = ya? — b? /a é a excentricidade da elipse. 
Expanda o integrando como uma série binomial e use o re- 


(a) Seja g(x) = i-o (K )x". Derive esta série para mostrar que sultado do Exercício 50, na Seção 7.1, para expressar L como uma 


D NN 
PROJETO DE LABORATÓRIO 


série de potências da excentricidade até os termos em еб. 


=1<x<l 


SCA UM LIMITE ELUSIVO 


NER B 
PROJETO ESCRITO 


Este projeto envolve a função 


sen(tg x) — tg(sen x) 


Јо) 


arcsen(arctg x) — arctg(arcsen x) 


1. Use o seu sistema de álgebra computacional para avaliar f(x) para x = 1, 0,1, 0,01, 0,001 e 
0,0001. Parece que f tem um limite quando x — 0? 

2. Use o SCA para traçar f próximo de x = 0. Parece que f tem um limite quando x — 0? 

3. Tente calcular lim, .o f(x) pela Regra de 1 Hóspital, usando seu SCA para encontrar as deri- 
vadas do numerador e do denominador. O que você descobriu? Quantas aplicações da Regra 
de l’ Hóspital são necessárias”? 

4. Calcule lim, о f(x) usando seu SCA para encontrar quantos termos foram necessários da sé- 
rie de Taylor do numerador e do denominador. (Use o comando taylor no Maple ou Se- 
ries no Mathematica.) 

5. Use o comando de limite em seu SCA para encontrar o lim, > o f(x) diretamente (A maioria 
dos sistemas de computação algébrica usa o método do Problema 4 para calcular limites.) 

6. Tendo em vista as respostas aos Problemas 4 e 5, como você explica os resultados dos Pro- 
blemas 1 e 2? 


SCA Е necessário usar um sistema de computação algébrica 


COMO NEWTON DESCOBRIU A SÉRIE BINOMIAL 


O Teorema Binomial, que dá a expansão de (a + Б)“, era conhecido pelos matemáticos chineses mui- 
tos séculos antes da época de Newton para o caso em que o expoente k é um inteiro positivo. Em 1665, 
quando tinha 22 anos, Newton foi o primeiro a descobrir a expansão em série infinita de (a + b) 
quando k é um expoente fracionário (positivo ou negativo). Ele não publicou sua descoberta, mas 
enunciou-a e deu exemplos de como usá-la em uma carta (chamada hoje epistola prior) datada de 
13 de junho de 1676, que ele enviou a Henry Oldenburg, secretário da Royal Society of London, 
para transmiti-la a Leibniz. Quando Leibniz respondeu, ele perguntou como Newton tinha des- 
coberto a série binomial. Newton escreveu uma segunda carta, a epistola posterior, em 24 de ou- 
tubro de 1676, na qual explicou detalhadamente como chegou à sua descoberta por uma rota muito 
indireta. Ele estava investigando as áreas sob as curvas у = (1 — x?) deO ax paran = 0, 1,2, 
3, 4..... Essas sáo fáceis de calcular se n for par. Ao observar padróes e interpolacáo, Newton foi 
capaz de adivinhar as respostas para valores ímpares de n. Então, ele percebeu que poderia obter 
as mesmas respostas expressando (1 — x?)"? como uma série infinita. 

Escreva um relatório sobre a descoberta de Newton da série binomial. Comece dando um enun- 
ciado da série binomial na notação de Newton. Explique por que a versão de Newton é equiva- 
lente ao Teorema 17. Então leia a epistola posterior de Newton e explique os padrões que New- 


n/2 


ton descobriu nas áreas sob as curvas y = (1 — x?)"?. Mostre como ele pôde conjecturar as áreas 
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conjecturar as áreas sob as curvas restantes e como verificou suas respostas. Finalmente, explique 

como essas descobertas levaram à série binomial. Os livros de Edwards [1] e Katz [3] contêm co- 

mentários sobre as cartas de Newton. 

1. Edwards, C. H. The Historical Development of the Calculus. Nova York: Springer-Verlag, 
1979, p. 178-187. 

2. Fauvel J.; Gray J. The History of Mathematics: A Reader. Londres: MacMillan Press, 1987. 

3. Victor Katz. A History of Mathematics: An Introduction. Nova York: HarperCollins, 1993, 
p. 463—466. 

4. Struik, D. J. A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800. Princeton, NJ: Princeton Univer- 
sity Press, 1969. 


1. Aplicacóes dos Polinómios de Taylor 


=y 


FIGURA 1 
х = 0,2 х = 3,0 

Tax) 1,220000 8,500000 
Tx) 1,221400 16,375000 
Tx) 1,221403 19,412500 
Ts(x) 1,221403 20,009152 
Tio(x) 1,221403 20,079665 

e* 1,221403 20,085537 


Nesta seção exploraremos dois tipos de aplicações de polinômios de Taylor. Primeiro, vere- 
mos como eles são usados para aproximar funções — os cientistas de computação gostam de- 
les porque os polinômios são as mais simples das funções. Depois, investigaremos como fí- 
sicos e engenheiros utilizam esses polinômios em campos como relatividade, óptica, radiações 
de corpos negros, dipolos elétricos, velocidade das ondas de água, e na construção de rodo- 
vias no deserto. 


ШШШ Aproximando Funções por Polinômios 


Suponha que f(x) seja igual à soma de sua série de Taylor em a: 


(x = ay 


Na Seção 11.10 introduzimos a notação T, (x) para a n-ésima soma parcial dessa série, a que 
chamamos polinómio de Taylor de n-ésimo grau de f em a. Assim, 
o fa) 
TO) = 2 — 


i=0 


© Da 
қ) = 5210 


п=0 


(x — а) 


Ра) y LUA 


T 2! (х= ар + c+ 


(x а)" 


fa) 
= f(a) + o 


Como f é a soma de sua série de Taylor, sabemos que T(x) — f(x) quando n — o e, assim, 
Т, pode ser usado como uma aproximação para f: f(x) = Tx). 
Observe que o polinómio de Taylor de primeiro grau 


Tx) = f(a) + fala — a) 


é o mesmo que a linearização de faté a que nós discutimos na Seção 3.10, no Volume I. Observe 
também que T; e seus derivados têm os mesmos valores em a que fe f’ têm. Em geral, pode 
ser mostrado que as derivadas de T, em a coincidem com as de f, incluindo até as derivadas de 
ordem n. 

Para ilustrarmos essas ideias, vamos olhar novamente para os gráficos de y = e“ e seus pri- 
meiros polinômios de Taylor, como mostrado na Figura 1. O gráfico de Т, é a reta tangente a 
y = е* em (0, 1); essa reta tangente é a melhor aproximação linear para e* próximo de (0, 1). O 
gráfico de Т é a parábola у= 1 + x + x?/2, e o gráfico de Тз é a curva cúbica 
y = 1 + x + х2/2 + xº/6, que é uma aproximação melhor para a curva exponencial у = e* do 
que 75. O próximo polinômio de Taylor T; seria uma aproximação ainda melhor, e assim por diante. 

Os valores na tabela dão uma ilustração numérica da convergência dos polinômios de Tay- 
lor Tx) para a função y = е". Vemos que, quando x = 0,2, a convergência é muito rápida, 
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mas, quando x = 3 , ela é um tanto mais lenta. De fato, quanto mais longe x está de 0, mais 
lentamente T,(x) converge para e”. 

Quando usamos um polinômio de Taylor T, para aproximar uma função f, temos de fazer 
as seguintes pergunta: Quão boa é uma aproximação”? Quão grande devemos deixar n para ob- 
ter a precisão desejada”? Para respondermos a tais questões, precisamos olhar os valores ab- 
solutos do resto: 


| R.G)| = |Р) — 7,0) | 


Existem três métodos possíveis para estimar o tamanho do erro: 

1. Se uma ferramenta gráfica estiver disponível, podemos usá-la para traçar | R,(x) | e assim 
estimar o erro. 

2. Sea série for alternada, podemos usar o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas. 


3. Em todos os casos podemos usar a Desigualdade de Taylor (Teorema 11.10.9), que diz que, 
se | /"* (x) | < M, então 


| EXEMPLO 1 | 
(a) Aproxime a função f(x) = Ух por um polinómio de Taylor de grau 2 em a = 8. 
(b) Qual é a precisão dessa aproximação quando 7 x x < 9? 


SOLUÇÃO 

(a) ДО) = ух = x^ F(8) = 2 
РО) = 3х7 f (8-735 
PU = - ix^ /"®) = —тд 
РО) = 5x *? 


Então, o polinômio Taylor de segundo grau é 


7'(8) 


ETE E ai 


(x — 8) 


Tx) = f(8) + f ч 


2 
=2+(х— 8) -ml — 8) 
A aproximação desejada é 


Mx = Tax) = 2 + р(х — 8) — m(x — 8)? 


(b) A série de Taylor não é alternada quando x < 8, assim, não podemos usar o Teorema da 
Estimativa de Séries Alternadas nesse exemplo. Mas podemos usar a Desigualdade de Taylor 
соти —2ea-—8 


M 
e) | 8р 


onde | /"(x) | < M. Como x = 7, temos x*?^ > 7% e, dessa forma, 
2.5 


1 = 10 
x) 27 А 78/3 


10 
"(x) = . « 0,0021 
f" = 55 


Portanto, podemos tomar М = 0,0021. Além disso, 7 S x < 9, assim, -1 «x — 8x1 
elx — 8| < 1. Então, a Desigualdade de Taylor dá 


0,0021 | 
31 


_ 0,0021 


|R(x)| = Р < 0,0004 0 


FIGURA 2 
Logo, se 7 = x = 9, a aproximação na parte (a) tem precisão de 0,0004. p 
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0,0003 


7 
0 


FIGURA 3 


O Module 11.10/11.11 mostra 
graficamente os restos em aproximações 
polinomiais de Taylor. 


Vamos usar uma ferramenta gráfica para verificar os cálculos no Exemplo 1. A Figura 2 
mostra que os gráficos de y — Vx e y = Т(х) estão muito próximos um do outro quando x 
está próximo de 8. A Figura 3 mostra o gráfico de | А(х) | calculado a partir da expressão 


| Rx) | = | Ух = TX(x) | 
Vemos a partir do gráfico que 
| Ra(x) | < 0,0003 


quando 7 x x = 9. Então, a estimativa do erro a partir de métodos gráficos é ligeiramente me- 
lhor que a estimativa do erro a partir da Desigualdade de Taylor, nesse caso. 


EXEMPLO 2 


(a) Qual é o máximo erro possível ao usar a aproximagáo 


quando —0,3 x x = 0,3? Use essa aproximação para encontrar sen 12º com precisão de seis 
casas decimais. 
(b) Para quais valores de x essa aproximação tem precisão de 0,00005? 


SOLUÇÃO 
(a) Observe que a série de Maclaurin 


é alternada para todos os valores de x diferentes de zero e os termos sucessivos são decrescentes, 
pois | x | < 1; dessa maneira, podemos usar o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas. O 
erro na aproximação de sen x pelos três primeiros termos de sua série de Maclaurin é de no 
máximo 


Se —0,3 < x < 0,3, então [x | * 0,3; assim, o erro é menor que 


(0,3) 
5.040 


= 43 x 10? 


Para encontrarmos sen 12º, primeiro convertemos para radianos: 


127 T 
sen 12? — sen — sen 
| 180 | | z) 


sT (ZVL (ZVL x 020701169 
15 15) 3! 15] 5! ^ 


Então, com precisão de seis casas decimais, sen 12? = 0,207912. 
(b) O erro será menor que 0,00005 se 
|х|" 


vit 
5.040 0,00005 


Resolvendo essa inequação para x, temos 
|x|? < 0,252 ou |x| < (0,252)'” = 0,821 


Assim a aproximação dada tem precisão de 0,00005 quando | x | < 0,82. [xr 
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O que acontecerá se usarmos a Desigualdade de Taylor para resolver o Exemplo 2? Como 
f(x) = —cos x, obtemos | f(x) | < 1, logo 


1 
Rs) | s x? 


Assim obtemos as mesmas estimativas que usando o Teorema da Estimativa de Séries Alter- 
nadas. 
E com métodos gráficos? A Figura 4 mostra o gráfico de 


| Re(x) | = | sen x — (x — ix? + Lx5)] 


e vemos a partir dele que | Re(x) | < 4,3 X 10^? quando |x| = 0,3. Esta é a mesma estima- 
tiva que obtivemos no Exemplo 2. Para a parte (b) queremos | Rs(x) | < 0,00005, assim tra- 
camos у = | Rs(x) | e y = 0,00005 na Figura 5. Colocando o cursor no ponto de interseção à 
direita, descobrimos que a desigualdade é satisfeita quando |x| < 0,82. De novo, esta é a 
mesma estimativa que obtivemos na solução do Exemplo 2. 

Se nos fosse pedido para aproximar sen 72? em vez de sen 12º no Exemplo 2, teria sido 
mais eficiente usar o polinômio de Taylor em a = 7/3 (em vez de a = 0) porque ele é uma 
aproximação melhor para sen х para valores de x próximos de 17/3. Observe que 72? está mais 
próximo de 60º (ou 77/3 radianos) e as derivadas de sen x são fáceis de calcular em 77/3. 

A Figura 6 mostra os gráficos das aproximações por polinômios de Maclaurin 


3 


Т\(х) =x Tx) = x — = 
х y x' xx 
Il) == y ta T(x) = x 31 + si 7 


da curva seno. Você pode ver que, quando n aumenta, T, (x) é uma boa aproximação para sen 
x em um intervalo cada vez maior. 


FIGURA 6 з AT 


Um uso desse tipo de cálculo feito nos Exemplos 1 e 2 ocorre em calculadoras e compu- 
tadores. Por exemplo, quando você pressiona as teclas sen ou e* em sua calculadora, ou quando 
um programador de computador usa uma sub-rotina para uma função trigonométrica ou ex- 
ponencial ou de Bessel, em muitas máquinas é calculada uma aproximação polinomial. O po- 
linômio é com frequência um polinômio de Taylor que foi modificado de modo que o erro seja 
espalhado mais uniformemente por um intervalo. 


ШЕШ Aplicações à Física 

Os polinômios de Taylor são usados frequentemente na física. Para obter informações sobre 
uma equação, um físico muitas vezes simplifica uma função considerando apenas os primei- 
ros dois ou três termos em sua série de Taylor. Em outras palavras, o físico usa um polinômio 
de Taylor como uma aproximação para a função. A Desigualdade de Taylor pode, então, ser 
usada para medir a precisão da aproximação. O exemplo a seguir mostra uma maneira na qual 
essa ideia é usada em relatividade especial. 


BEUT Na teoria da relatividade especial de Einstein a massa de um objeto se movendo 


a uma velocidade v é 
mo 


nc UE 


FIGURA 4 


0,00006 


y — 0,00005 


= 


FIGURA 5 
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A curva superior na Figura 7 é o gráfico da 
expressáo para a energia cinética K de um 
objeto com velocidade v na relatividade 
especial. A curva inferior mostra a função 
usada para K na física newtoniana clássi- 
ca. Quando v é muito menor que a veloci- 
dade da luz, as curvas sáo praticamente 
idénticas. 


KA 


К = тс? – тос? 


FIGURA 7 


onde mo é a massa do objeto em repouso e c é a velocidade da luz. A energia cinética do ob- 
jeto é a diferenga entre sua energia total e sua energia em repouso: 


2 
К = mc? — тос? 


(a) Mostre que, quando v for muito pequeno comparado a c, essa expressão para K coincide 
com a física clássica de Newton: К = 3 тор. 

(b) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a diferença entre essas expressões para K quando 
|v| = 100 m/s. 


SOLUÇÃO 
(a) Usando as expressões dadas para K e m, obtemos 


К = тс? — тос? = uid moc 
3 VI = vc ° 
02 \ 1⁄2 
=moc | |1 — — — 1 
c 
Com х = —v?/c?, a série de Maclaurin para (1 + x) !? é calculada mais facilmente como uma 
série binomial com k = =. (Observe que |x| < 1 porque v < c.) Por isso, temos 
1.3 —1 AAA Y AU] 
ar O a, IO a 
2! 3! 
—-1-ixctix/- zx + 
K : jit. ism. 1 
e = m ... — 
uk 2c 8c  16c5 


(15,39, 5, 
— E" 
Cloe 8c^ 16cº 


Se v for muito menor que c, todos os termos depois do primeiro são muito menores quando 
comparados com o primeiro termo. Se os omitirmos, obteremos 


(b) Sex = —v?/c?, f(x) = moc[(1 + 3)? — 1], e M for um número tal que | f(x) | = М, 
então podemos usar a Desigualdade de Taylor para escrever 


Temos f"(x) = ¿mocA(1 + x) *2 e nos foi dado que |v| < 100 m/s, portanto 


Зтос? Зтос? 
Y = = =M 
О A(1 = vYA ^ 4(1 — 1007)? PU 
Logo, com c = 3 X 10º m/s, 
1 Зтос? 100“ 


[Ri(x) | = pr < (4,17 х 10 "mo 


2 4(1- 100Y/c?)2 
Assim, quando | v| « 100 m/s, o módulo do erro ao usar a expressáo newtoniana para a energia 
cinética é no máximo (4,2 X 10^ ?)m,. = 

Outra aplicação à física ocorre em óptica. A Figura 8 é adaptada a partir de Optics, 4. ed., 
de Eugene Hecht (São Francisco, 2002). Ela mostra uma onda de uma fonte pontual S en- 
contrando uma interface esférica de raio R centrada em C. O raio SA é refratado em direção 
a P. 
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FIGURA 8 


n, п Hecht, Eugene, Optics, 4. ed., © 2002. Impresso 
e reproduzido eletronicamente com permissão da 
Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ 


Usando o princípio de Fermat de que a luz viaja de modo a minimizar o tempo de percurso, 
Hecht deduz a equação 


mom — l[rs ms, 
1 +— = - 

lo lt RN 4 €, 
onde nı e m são índices de refração e £,, €;, so e s; são as distâncias indicadas na Figura 8. Pela 
Lei dos Cossenos, aplicada aos triángulos ACS e ACP, temos 


Aqui usamos a identidade 


cos(7 — ф) = —cos ф 


2 lo = VR? + (5, + R} — 2R(s, + R) cos ф 


ti = JR? + (s; — RP  2R(s; — R) cos ф 


Como a Equação 1 é difícil para se trabalhar, Gauss, em 1841, a simplificou usando a apro- 
ximação linear cos ф = 1 para valores pequenos de q. (Isso equivale a usar os polinômios de 
Taylor de grau 1.) Então, a Equação 1 se torna a equação mais simples a seguir [como lhe será 
solicitado demonstrar no Exercício 34(a)]: 


So 5i R 


A teoria óptica resultante é conhecida como óptica gaussiana, ou óptica de primeira ordem, 
e tornou-se a ferramenta teórica básica usada no projeto de lentes. 

Uma teoria mais precisa é obtida aproximando cos & por seu polinômio de Taylor de grau 
3 (que é o mesmo que o polinômio de Taylor de grau 2). Ela leva em consideração raios para 
os quais $ não é tão pequeno, isto é, raios que atingem a superfície a distâncias h maiores acima 
do eixo. No Exercício 34(b) lhe será pedido para que use essa aproximação para deduzir a equa- 
ção mais precisa 


Ra ЖИЕ, ape Пі Lad e 1 11? 
So Si R 2s, Ns, R 2s; AR Si 


A teoria óptica resultante é conhecida como óptica de terceira ordem. 
Outras aplicagóes dos polinómios de Taylor à física sáo exploradas nos Exercícios 32, 33, 
35, 36, 37 e 38, e no Projeto Aplicado Radiagáo Proveniente das Estrelas, neste capítulo. 
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man Exercícios 


1. (a)Encontre os polinómios de Taylor até o grau 6 de 
f(x) = cos x centrados em a = 0. Trace fe esses polinômios 
na mesma tela. 

(b) Calcule fe esses polinômios em x = 7/4, 7/2 e т. 
(c) Comente como os polinômios de Taylor convergem para f(x). 

2. (a) Encontre os polinômios de Taylor até o grau 3 de f(x) = 1/x 
centrados em a = 1. Trace fe esses polinômios na mesma tela. 

(b) Calcule f e esses polinômios em x = 0,9 e 1,3. 
(c) Comente como os polinômios de Taylor convergem para f(x). 

3-10 Encontre o polinômio de Taylor T;(x) da função f centradas no 

número a. Faça o gráfico de fe T; na mesma tela. 


3 f()-l/x a=2 

4 fO)=x+te*, a=0 

5. f(x) = соѕх, а = m/2 

6. f(x) = е *ѕепх, а= 0 

7. f() = 1х, а= 1 

8. f(x) = xcox, а= 0 

9. f(x) = хе, а= 0 

10. f(x) = 16715, а= 1 

11-12 Use um sistema de álgebra computacional para encontrar os po- 


linómios de Taylor 7, centrados em a paran — 2, 3, 4, 5. Entáo trace 
os gráfico estes polinômios e f na mesma tela. 
11. f(x) = cotgx, a = m/4 


12. f(x) = J1* x , a=0 


13-22 
(a) Aproxime f por um polinômio de Taylor com grau n no número a. 


(b) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a precisáo da aproxi- 
mação f(x) = T,(x) quando x estiver no intervalo dado. 

(c) Verifique seu resultado na parte (b) tracando | Ra(x) |. 

13. у) = үх, a=4, n=2, 4«x«42 

14. fx) =x”, a=1, n 

15. f(x) = х”, 


а= 1, n=3, 


16. f(x) = ѕепх, а = п/6, п= 4, 0 <х < m/3 

17. f(x) = seex, а= 0, п= 2, -02 <x < 0,2 

18. f(x) = 15(1 + 2х), а= 1, п= 3, 0,5 х 1,5 
19. f(x) = е", а= 0, п= 3, 0<x<01 

20. (х) = х 1х, а= 1, п= 3, 05<x<15 

21. f(x) = xsenx, а= 0, п= 4, -1xxxl 

22. f(x) = senh 2х, а= 0, п= 5, -l=x=<l 


23. Use a informação do Exercício 5 para estimar cos 80° com рге- 
cisáo de cinco casas decimais. 

24. Use a informacáo do Exercício 16 para estimar sen 38? com pre- 
cisáo de cinco casas decimais. 

25. Use a Desigualdade de Taylor para determinar o nümero de ter- 
mos da série de Maclaurin de e* que devem ser usados para esti- 
mar e?! com precisáo de 0,00001. 

26. Quantos termos da série de Maclaurin de In(1 + x) você precisa 
usar para estimar In 1,4 com precisão de 0,001? 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


[4927-29 Use o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas ou a Desi- 


gualdade de Taylor para estimar a gama de valores de x para os quais 
a aproximacáo dada tem precisáo dentro do erro estabelecido. Veri- 
fique sua resposta graficamente. 


х 
27. senx = x — A (| erro| < 0,01) 
POPE 
E =1-H+— 
28. cosx = 1 2 24 (| erro | < 0,005) 
x) х? 
29. arctg x = x — ES + ка (| erro | < 0,05) 


30. Suponha que você saiba que 

pora) = um 

3"(n + 1) 

e que a série de Taylor de f centrada em 4 converge para f(x) para 
todo x no intervalo de convergéncia. Mostre que o polinómio de 
Taylor de grau 5 aproxima f(5) com erro menor que 0,0002. 

31. Um carro está se movendo com velocidade de 20 m/s e acelera- 
cáo de 2 m/s? em um dado instante. Usando um polinómio de Tay- 
lor de grau 2, estime a distáncia que o carro percorre no próximo 
segundo. Seria razoável utilizar esse polinómio para estimar a dis- 
táncia percorrida durante o próximo minuto? 

32. A resistividade p de um fio condutor é o recíproco da condutivi- 
dade е é medida em unidades de ohm-metros (O, -m). A resistivi- 
dade de um dado metal depende da temperatura de acordo com 
a equação 


a(t—20) 


p(t) = pue 


onde ż é a temperatura em °С. Existem tabelas que listam os va- 

lores de œ (o coeficiente de temperatura) e pz (a resistividade a 

20 °С) para vários metais. Exceto a temperaturas muito baixas, a 

resistividade varia quase linearmente com a temperatura, e assim 

é comum aproximar a expressão para p(t) por seu polinômio de 

Taylor de grau 1 ou 2 em t = 20. 

(a) Encontre expressóes para estas aproximagóes linear e qua- 
drática. 

(b)Para o tabela fornece а = 0,0039/C e 
ро = 1,7 X 107% O-m. Trace a resistividade do cobre e as 


cobre, a 


aproximações linear e quadrática para —250ºC < т = 1000°С. 
(c) Para quais valores de t a aproximação linear coincide com a 
expressão exponencial com precisão de 1%? 

33. Um dipolo elétrico consiste em duas cargas elétricas de módulos 
iguais e sinais opostos. Se as cargas forem q e —q e estiverem lo- 
calizadas a uma distância d, então o campo elétrico E no ponto P 
na figura é 


q q 
E——————— 
D (р+ар 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 


Expandindo essa expressáo para E como uma série de poténcias 
de d/D, mostre que E é aproximadamente proporcional a 1/D? 
quando P está muito distante do dipolo. 


P 


k D >k d > 


34. (a) Deduza a Equação 3 para a óptica gaussiana a partir da Equa- 
ção 1 aproximando cos & na Equação 2 por seu polinômio de 
Taylor de grau 1. 

(b) Mostre que se cos ф for substituído por seu polinômio de Tay- 
lor de terceiro grau na Equação 2, então a Equação 1 se torna 
Equação 4 para terceira ordem óptica. [Dica: Use os dois pri- 
meiros termos da série binomial para £; ! e €; '. Use, também, 
o = sen $.] 

35. Se uma onda de água com comprimento L se mover com veloci- 
dade v ao longo de um corpo de água com profundidade d, como 
na figura, então 

2. gL 2та 


mcum e ур 


(a) Se a água for profunda, mostre que v = ygL/(Qm). 

(b) Se a água for rasa, use a série de Maclaurin para tgh para mos- 
trar que y = мда . (Entáo, em água rasa а velocidade de uma 
onda tende a ser independente do comprimento da onda.) 

(c) Use o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas para mos- 
trar que, se L > 10d, então a estimativa v? = gd tem preci- 
são de 0,014gL. 


a 


36. Um disco uniformemente carregado tem raio R e densidade de 
carga superficial o como na figura. O potencial eléctrico V no 
ponto P a uma distância d ao longo do eixo perpendicular central 
do disco é 


V = 2k, ( d. + FR — d) 


onde k, é uma constante (chamada constante de Coulomb). Mos- 
tre que 
Tk RR? 


Ve para d grande 


37. Se um topógrafo mede as diferenças nas elevações dos terrenos 
em um deserto, com a finalidade de construir uma rodovia, ele tem 
de fazer correções por causa da curvatura da Terra. 

(a) Se R é o raio da Terra e L é o comprimento da rodovia, mos- 
tre que a correção a ser feita será 


C = R sec(L/R) — R 
(b) Use um polinômio de Taylor para mostrar que 


38. 


39. 
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+ 
28 | 24R? 
(c) Compare as correções dadas pelas fórmulas em (a) e (b) para 
uma rodovia que tenha 100 km de percurso. (Tome o raio da 
Terra como 6.370 km.) 


O período de um pêndulo com comprimento L que faz um ángulo 
máximo ĝo com a vertical é 


T E p dx 
9-0 1 — k? sen?x 


onde k = ѕеп(20,) e g é a aceleração da gravidade. (No Exercí- 


cio 42 da Seção 7.7, no Volume I, essa integral foi aproximada 

pela regra de Simpson.) 

(a) Expanda o integrando como uma série binomial e use o re- 
sultado do Exercício 50 da Seção 7.1, no Volume I, para mos- 
trar que 


L 1? 13? qs 
T 2m |. E ea E | 


Se 0, não for muito grande, a aproximação T = 27vL/g, 


obtida ao se usar o primeiro termo da série, é frequente- 
mente utilizada. Uma aproximação melhor seria obtida pelos 
dois primeiros termos: 


T= NET + 3k?) 


(b) Observe que todos os termos da série, com excegáo do pri- 
‚ ж o = Los 1 

meiro, tém coeficientes que sáo, no máximo, ;. Use esse fato 

para comparar esta série com a série geométrica e mostre que 


mp (1+3?%)<T<27 


(c) Use as desigualdades em (b) para estimar o período de um 


L 4-3 
g 4 а 


pêndulo сот L = 1 metro e 00 = 10º. Сото isso se compara 
com a estimativa T = 27NL/g? Е se O = 42°? 
Na Seção 4.8 no Volume I, consideramos o método de Newton para 
aproximar uma raiz r da equação f(x) = 0, e a partir de uma 
aproximação inicial x, obtivemos aproximações sucessivas 


X2, X3,..., onde 


ШЕ? 
Fx) 


Use a desigualdade de Taylor com n = 1, а = x, e x = r para 


Ха+1 = Ха — 


mostrar que, se f”(x) existir em um intervalo 1 contendo r, х, 
e xs.» e | о) | = М, | f'G)| > K para todo x € I, então 


M 
| |х rl? 


2К 


[Isso significa que, se x, tem precisão de d casas decimais, então 


[Xs 


Xn+1 terá precisão de cerca de 2d casas decimais. Mais precisa- 
mente, se o erro no estágio n for no máximo 107”, então o erro 
na etapan + 1 será no máximo (M/2K)10 ?".] 
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RADIAÇÃO PROVENIENTE DAS ESTRELAS 


Luke Dodd/Photo Researchers, Inc. 


Qualquer objeto emite radiação quando aquecido. Um corpo negro é um sistema que absorve toda a 
radiação que incide nele. Por exemplo, uma superfície preta não brilhante ou uma grande cavidade 
com um pequeno furo em sua parede (como uma fornalha siderúrgica) é um corpo negro e emite ra- 
diação de corpo negro. Até a radiação do Sol está próxima de ser a radiação de um corpo negro. 

Proposta no fim do século XIX, a Lei de Rayleigh-Jeans expressa a densidade de energia da 
radiação do corpo negro de comprimento de onda À como 


87kT 
As 


A) = 


onde À é medido em metros, T é a temperatura em kelvins (K) e k é a constante de Boltzmann. A 
Lei de Rayleigh-Jeans coincide com as medidas experimentais para comprimentos de onda longos, 
mas diverge drasticamente para comprimentos de onda curtos. [A lei prediz que f(A) — o 
quando A — 0*, mas experiências mostraram que f (A) — 0.] Este fato é conhecido como a ca- 
tástrofe ultravioleta. 

Em 1900, Max Planck encontrou um modelo melhor (conhecido agora como a Lei de Planck) 


para a radiação do corpo negro: 
SmhcA ? 


FU) Quam] 
onde À é medido em metros, Т é a temperatura (em kelvins) e 
= constante de Planck's = 6,6262 x 10? J-s 
c — velocidade da luz — 2,997925 x 10? m/s 
k = constante de Boltzmann's = 1,3807 X 10 ? J/K 
1. Use a Regra de l' Hóspital para mostrar que 
lim f0)=0 е  limfQ)-0 


para a Lei de Planck. Assim, essa lei pode modelar melhor a radiacáo do corpo negro que a Lei 
de Rayleigh-Jeans para comprimentos de onda mais curtos. 

2. Use um polinômio de Taylor para mostrar que, para comprimentos de onda longos, a Lei de 
Planck fornece aproximadamente os mesmos valores que a Lei de Rayleigh-Jeans. 


ИЧ з. Trace f dada por ambas as leis na mesma tela e comente as similaridades e diferenças. Use 
T — 5.700 K (a temperatura do Sol). (Vocé pode querer mudar de metros para unidade mais 
conveniente de micrómetros: 1 jum. = 10 5m.) 


4. Use seu gráfico no Problema 3 para estimar o valor de A para o qual f (A) é um máximo na Lei 
de Planck. 
Ks. Investigue como o gráfico de f muda quando 7 varia. (Use a Lei de Planck.) Em particular, trace 
f para as estrelas Betelgeuse (T = 3 400 К), Procyon (T = 6 400) e Sirius (T = 9 200 К), e tam- 
bém o Sol. Como a radiação total emitida (a área sob a curva) varia com 7? Use o gráfico para 


comentar por que Sirius é conhecida como uma estrela azul e Betelgeuse, como uma estrela 
vermelha. 


r E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


E Revisáo 


Verificacáo de Conceitos 
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1. (а) O que é uma sequência convergente? como você estima sua soma? 
(b) O que é uma série convergente? (c) Se uma série for convergente pelo Teste da Série Alternada, 
(с) O que significa lim, =... a, = 3? como você estima sua soma? 
(d) O que significa Хг a, = 3? 8. (a) Escreva a forma geral de uma série de poténcias. 
2. (a) O que é uma sequência limitada? (b) O que é o raio de convergência de uma série de potências? 
(b) O que é uma sequência monótona? (c) O que é o intervalo de convergência de uma série de potências? 
(c) O que você pode dizer sobre uma sequência monótona limi- 9. Suponha que f(x) seja a soma de uma série de potências com raio 
tada? de convergência R. 
3. (a) O que é uma série geométrica? Sob quais circunstâncias ela (a) Como você deriva f? Qual é o raio de convergência da série 
é convergente? Qual é sua soma? para f"? 
(b) O que é uma série p? Sob quais circunstáncias ela é conver- (b) Como você integra f ? Qual é o raio de convergência da série 
gente? para [ f(x) dx? 
4. Suponha que È a, = 3 es, seja a n-ésima soma parcial da série. 10. (a) Escreva uma expressão para a série de Taylor de n-ésimo 
O que é lim, =. an? O que é іт, Sn? grau de f centrada em a. 
5. Enuncie o seguinte: (b) Escreva uma expressão para a série de Taylor de f centrada 
(a) O Teste para Divergência. em a. 
(b) O Teste da Integral. (c) Escreva uma expressáo para a série de Maclaurin de f. 
(c) O Teste da Comparação. (d) Como você mostra que f (x) é igual à soma de sua série de Tay- 
(d) O Teste da Comparação no Limite. lor? 
(e) O Teste da Série Alternada. (e) Enuncie a Desigualdade de Taylor. 
(f) O Teste da Razão. 11. Escreva a série de Maclaurin e o intervalo de convergência para 
(g) O Teste da Raiz. cada uma das seguintes funções: 
6. (a) O que é uma série absolutamente convergente? (a) 1/(1 — x) (b) e* (c) sen x 
(b) O que vocé pode dizer sobre estas séries? (d) cos x (e) tg !x (f) In(1 + x) 
(c) O que é uma série condicionalmente convergente? 12. Escreva a expansão da série binomial de (1 + x)*. Qual é o raio de 
7. (a) Se uma série for convergente pelo Teste da Integral, como você convergência desta série? 
estima sua soma? 
(b) Se uma série for convergente pelo Teste da Comparação, 
Quiz Verdadeiro-Falso 
Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, 11. Se-lI<a< 1, então lim, >. а" = 0. 
me contrário, explique por que ou dê um exemplo que 12. Se Z a, é divergente, então |а, | € divergente. 
. _ А 13. Se f(x) 22x х? + ix? - converge para todo x, então 
1. Se іт, „а, = 0, então 2 a, é convergente. pe 
Mot ME f"(0) = 2. 
2. A série Zii е convergente: 14. Se (a,) e {bn} são ambas divergentes, então (a, + ba) é diver- 
3. Ѕе іт, >» a, = L, então lim, d2n+1 = L. gente. 
4. Ѕе Х c,6” for convergente, então X с„(—2)" é convergente. 15. Se (a,) e {bn} são ambas divergentes, então (a,b, y é divergente. 
5. Se > c,6" for convergente, então X c,(—6)" é convergente. 16. Se {а„} é decrescente e a, > 0 para todo n, então (a, ) será con- 
6. Se Xc,x" diverge quando x = 6, então ela diverge quando vergente. 
x — 10. 17. Sea, > 0 e È a, converge, então X (—1)"a, também converge. 
7. О Teste da Razão pode ser usado para determinar se X 1/1? con- 18. Sea, > 0 elim,» (a,+1/a,) < 1, então lim, . a, = 0. 
ан | 19. 0,99999...= 1 
8. О Teste da Razão pode ser usado para determinar se X 1/n! con- 20. Selim a, = 2, então lim (is — a,) = 0. 
verge. п> п> 
: y = : 21. Se um número finito de termos forem adicionados a uma série 
9. Se 0 xa, = b,eX b, divergir, então X a, diverge. 2. nm 
convergente, a nova série também é convergente. 
JOE : : - 
10. > mice 22. Se У а. = Ае У b, = В, então У а,Ь, = АВ. 


п=0 п! е 


п=1 п=1 п=1 
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Exercícios 


1-8 Determine se a sequéncia é convergente ou divergente. Se ela for 
convergente, encontre seu limite. 


2+nº gr 
1. An = “чту жыз 2. An = 
1+2n 10" 
n? 
3 а, = 7 4. a, = соѕ(пт/2) 
1+т 
5 п senn 6 шп 
. An = . а = —— 
n +1 vn 
7. (0  3/n)") 8. ((—10)"/nf 
9. Uma sequência é definida recursivamente pelas equações a, = 1, 


ans = 3(a, + 4). Mostre que (a, é crescente e a, < 2 para todo 
n. Deduza que (a, ) é convergente e encontre seu limite. 


К 10. Mostre que lim, . n*e ™ = 0 e use um gráfico para encontrar 


o menor valor de N que corresponde a є = 0,1 na definição de 
limite. 
11-22 Determine se a série é convergente ou divergente. 


© 


ы 
"yt 12. x 


n= Dm +1 n= Lm + 1 

oc n? oo (— 1)” 
13. zu 14. ——— 

2 5" 2 vn F 1 


ы 1 ы п 
15. 16. 1 
2 ny Inn 2 (x + ;) 


4 cos3n 2 n?" 
17. IT 18. > 

2 1 + (1,2) 2 (1 +2n?y 

s 1805 Qn-D a SES)" 
19. i 

2 5"п! n-l n?9" 

AER PESE 

л. Y (ya т 2. У Уп do 

n=1 n=1 n 


23-26 Determine se a série é condicionalmente convergente, absolu- 
tamente convergente ou divergente. 


A ED 24. У In”? 
n-l n=1 
e Cuyo 09 S (= "ут 
25." = 28. Y, — —— 
2 gama 2 In n 


21-31 Encontre a soma da série. 


27. а ы pa 28 se. 
n=1 NS ` n=l n(n d 3) 
о _ _ oo (= 1)"т" 
29. tg (n + 1) — tg? 30. STIL ES 
2 [ á (n j п P 37 (2n)! 
e? e e 
31. 1 — ed | 
1 3! 4! 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


32. Expresse a dízima periódica 4,17326326326... como uma fração. 


33. Mostre que cosh x = 1 + 1x? para todo x. 


34. Para quais valores de x a série X;-1 (In x)" converge? 


© +1 
А 1 п 
35. Encontre a soma da série > 


n=1 


PE com precisão de quatro ca- 


sas decimais. 
36. (a) Encontre a soma parcial ss da série X, 1/ nº e estime o erro 
ao usá-la como uma aproximação para a soma da série. 
(b) Encontre a soma da série com precisáo de cinco casas deci- 
mais. 

37. Use a soma dos oito primeiros termos para aproximar a soma da 
série 52, (2 + 5")^!. Estime o erro envolvido nessa aproxima- 
ção. 

n" 


38. (a) Mostre que a série 
9 P (2n )! 


n 


(b) Deduza que lim Os T —0 


39. Demonstre que, se a série >;=1 a, for absolutamente convergente, 


= + 1 
n=1 n 


é absolutamente convergente também. 


é convergente. 


entáo a série 


40—43 Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia 
da série. 


а. y po 


n=1 n5" n=1 n4" 


o 2"(x = 2)" iz, yan 2"(x a 3) 


42. 
2 (n + 2)! n0 уп +3 


44. Encontre o raio de convergência da série 


(2n)! 
» (n ! y^ 


45. Encontre a série de Taylor de f(x) — 


х" 


sen хета = 7/6. 

46. Encontre a série de Taylor de f(x) = cos хета = 7/3. 

41-54 Encontre a série de Maclaurin de f e seu raio de convergência. 
Você pode usar o método direto (a definição de série de Maclaurin) 
ou séries conhecidas, como a série geométrica, a série binomial ou a 
série de Maclaurin de e", sen x, tg !x eln(1 + x). 


x? 


47. f(x) = qw 48. f(x) = tg '(x?) 
49. f(x) = In(4 — x) 50. f(x) = xe” 
51. f(x) = sen(x*) 52. f(x) = 10º 


53. f(x) = 1/16 — x 


x 


e € y 
55. Calcule f — dx como uma série infinita. 
x 


Ls А (1 cms 
56. Use séries para aproximar |, v1 + x* dx com precisão de duas 


54. f(x) = (1 — 33)5 


casas decimais. 
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57-58 onde R é o raio da Terra e g é a aceleração da gravidade para um 
(a) Aproxime f por um polinômio de Taylor com n-ésimo grau no nú- objeto sobre a superfície da terra. 
mero a. (a) Expresse F como uma série de potências em h/R. 
V (b) Trace fe T, na mesma tela. ИЧ (Ы Observe que se nós aproximamos F pelo primeiro termo da sé- 
(c) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a precisão da aproxi- rie, temos a expressão F = mg, que é normalmente utilizada 
mação f(x) = T, (x) quando x estiver no intervalo dado. quando h é muito menor que R. Use o Teorema da Estimativa 
V (d) Verifique seu resultado na parte (c) traçando | R,(x) |. de Séries Alternadas ou a Desigualdade de Taylor para estimar 
5. f()=Vx, a=1, n=3, 09<x=<11 a gama de valores de h para os quais a aproximação F = mg 
tem precisão dentro de um por cento. (Use R = 6.400 km.) 
58. f(x) = ѕесх, a=0, п= 2, 0x xx m/6 61. Suponha que f(x) = Zi-o cnx" para todo x. 
(a) Se f é uma função ímpar, mostre que 
59. Use séries para calcular o limite a seguir. Co S5 о = = 0:0 —0 
сепа (b) Se f for uma função par, mostre que 
lim ———— — 
9 x су= з= с =. = 0 
60. А força da gravidade em um objeto de massa m a uma altura h 62. Se f(x) = e°, mostre que f QU) = (2n)! | 
acima da superfície da Terra é n! 


mgR? 
PII 
(К + А) 


~ U^ — 


NES 
SETI Calcule a soma da série > сор 
п=0 E . 


SOLUÇÃO O princípio de resolução de problemas que é relevante aqui é reconhecer algo 
familiar. As séries dadas se parecem em alguma coisa com uma série que já conhecemos? 
Bem, ela tem alguns ingredientes em comum com a série de Maclaurin para a função expo- 
nencial: 


A x x 
x 1+х+ LL 
e n n! HE AT 


Podemos fazer esta série parecer mais com a nossa série dada pela substituição de x por x + 2: 


= (a +2) + 2) + 2) 
gung O түттү 
А m 2! 3! 


Mas aqui o expoente no numerador corresponde ao número no denominador cujo fatorial é ti- 
rado. Para que isso aconteça na série dada, vamos multiplicar e dividir por (x + 2): 


ES 1 gety" 


X 2 


n=0 (n + 3)! (х + Do (n+3)! 


ч [E LOEO. LL | 


31 4! 


Vemos que a série entre parênteses é apenas a série para e*t? 


tando. Logo, 


com os trés primeiros termos fal- 


DO eus ale 1- (+2) 


(х + > 
п=0 (п LE 3)! 


2! 


Antes de olhar a solução do exemplo, 
cubra-a e tente resolvê-lo você mesmo. 


704 CÁLCULO 


¿o 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 4 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 5 


Problemas 
1. Sef(x) = sen(x?), encontre f?(0). 
2. Uma função f é definida por 


Onde f é contínua? 


3. (a) Mostre que tg іх = cotg ix — 2 cotg x. 
(b) Encontre a soma da série 


«e d х 
t 

277 

4. Seja (P,) uma sequência de pontos determinados como na figura. Então | AP,| = 1, 


|Р„Р„+\| = 2^, e o ângulo AP, P,,+, é um ángulo reto. Encontre lim, ... Z P, AP. 


5. Para construir a curva floco de neve, comece com um triángulo equilátero com lados 1 
de comprimento. A Etapa 1 na construção é dividir cada lado em três partes iguais, cons- 
truir um triángulo equilátero na parte do meio e entáo apagar a parte do meio (veja a fi- 
gura). A Etapa 2 consiste em repetir a Etapa 1 para cada lado do polígono resultante. Esse 
processo é repetido a cada etapa seguinte. A curva floco de neve é aquela que resulta da 
repeticáo desse processo indefinidamente. 

(a) Sejam sn, l, e p, as representações do número de lados, do comprimento de um lado e 
do comprimento total da n-ésima curva de aproximação (a curva obtida depois da Etapa 
n de construção), respectivamente. Encontre fórmulas para sn, ln e pn. 

(b) Mostre que р, — º quando n > oo, 

(c) Some uma série infinita para encontrar a área dentro da curva floco de neve. 

Observação: As partes (b) e (c) mostram que a curva floco de neve é infinitamente longa, 

mas delimita apenas uma área finita. 


6. Encontre a soma da série 


1 1 1 1 1 1 1 
1+—+—+-—+-—+—+—+—— +. 
2 3 4 6 8 9 12 


onde os termos sáo os recíprocos dos inteiros positivos cujos ünicos fatores primos sáo 2 e 3. 


7. (a) Mostre que, para xy # —1, 


XT) 
arctg x — arctg y = arctg 
1+ xy 
se o lado esquerdo estiver entre —7/2 e 7/2. 
(b) Mostre que arctg 29 — arctg 55 = 7/4. 


(c) Deduza a seguinte fórmula de John Machin (1680-1751): 


ES 
4 


(d) Use a série de Maclaurin para arctg para mostrar que 


4 arctg + — arctg 55 = 


0,1973955597 < arctg 5 < 0,1973955616 
(e) Mostre que 


0,004184075 < arctg 55 < 0,004184077 


(f) Deduza que, com precisão de sete casas decimais, 7 = 3,1415927. 


Machin usou esse método em 1706 para encontrar 7 com precisão de 100 casas decimais. 
Recentemente, com a ajuda de computadores, o valor de 7 tem sido calculado com uma 
precisão cada vez maior. Em 2009, T. Daisuke e sua equipe calcularam o valor de 7 para 
mais de dois trilhões de casas decimais! 


8. (a) Demonstre uma fórmula similar àquela no Problema 7(a), mas envolvendo arccotg em 
vez de arctg. 
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11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


(b) Encontre a soma da série X;-o arccotg(n? + n + 1). 


Encontre o intervalo de convergência de X;-; n^x" e sua soma. 


. Se ao t ait as + +++ + a, = 0, mostre que 


lim (ao /n F аууп + 1 + aon 2 + aj n +k)=0 


Se você não vé como demonstrar isso, tente a estratégia de resolução de problemas com 
uso de analogias (Capítulo 1 — Volume I). Tente os casos especiais k = 1 e k = 2 primeiro. 
Se você vir como demonstrar a asserção para esses casos, provavelmente verá como de- 
monstrá--la no caso geral. 


n? 


Suponha que vocé tenha um grande suprimento de livros, todos do mesmo tamanho, e os 
empilhe na borda de uma mesa, com cada livro se estendendo mais longe da borda da mesa 
do que o livro embaixo dele. Mostre que é possível fazer isso de maneira que o livro no 
topo da pilha fique inteiramente além da mesa. De fato, mostre que o livro do topo pode 
se estender a qualquer distáncia além da borda da mesa se a pilha for alta o suficiente. Uti- 
lize o seguinte método de empilhamento: o livro do topo se estende por metade de seu com- FIGURA PARA O PROBLEMA 12 
primento além do segundo livro. O segundo livro se estende por um quarto de seu com- 
primento além do terceiro. O terceiro se estende por um sexto de seu comprimento além 
do quarto, e assim por diante. (Tente vocé mesmo com um baralho.) Considere centros de 
massa. 
Se a curva y = е sen x, x > 0, for girada em torno do eixo x, o sólido resultante se pa- 
rece com uma sequéncia infinita de bolinhas decrescentes. 
(a) Encontre o volume exato da n-ésima bolinha. (Use uma tabela de integrais ou um sis- 

tema de computação algébrica.) 


(b) Encontre o volume total das bolinhas. 
Se p > 1, calcule a expressão. 
1 1 1 
14 ++ ee 
2” 3? 4” 
D... 1l 
lopty at 
Suponha que círculos de diámetros iguais sejam agrupados o mais junto possível em n fi- 


leiras dentro de um triángulo equilátero. (A figura ilustra o caso л = 4.) Se A for a área do 


Encontre a soma da série >, v(i ==>. 


n=2 


—x/10 


triángulo e A, for a área total ocupada pelas n fileiras de círculos, mostre que FIGURA PARA 0 PROBLEMA 15 
T An т 
ase A Id 


Uma sequência {а„} é definida recursivamente pelas equações 
ao=a = 1 n(n — а, = (п — 1) (п — Das — (п — 3)a,-2 


Encontre a soma da série 3-0 an. Р, 


Tomando o valor de x* em 0 igual a 1 e integrando uma série termo a termo, mostre que 


oo n-1 
[as = Y ir 
0 п=1 п 
Começando com os vértices Pi(0, 1), Px(1, 1), Px(1, 0), P4(0, 0) de um quadrado, construímos 
pontos adicionais conforme mostrado na figura: Р; é o ponto médio de Р.Р, Р, é o ponto 
médio de P;P;, P; é o ponto médio de P;P,, e assim por diante. O caminho espiral poligo- 
nal Р.РРзР.Р5Р,Р;.. . tende a um ponto P dentro do quadrado. 
(a) Se as coordenadas de P, forem (x,, y,), mostre que Ix, + хи + Xa + Х„+з = 2 e en- P, 
contre uma equação similar para as coordenadas y. 
(b) Encontre as coordenadas de P. FIGURA PARA 0 PROBLEMA 18 
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19. 
20. 


23. 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 22 


24. 


25. 


26. 


Encontre a soma da série y LACE 
= Qn + D3" 
Efetue as seguintes etapas para mostrar que 
1 
E + + + 
1-2 3:4 5:6 7:8 
(a) Use a fórmula para a soma de uma série geométrica finita (11.2.3) para obter uma ex- 
pressão para 


= In 2 


EE e c 02172 2! 
(b) Integre o resultado da parte (a) de O a 1 para obter uma expressáo para 
1 1 1 1 1 


1 | Tod 
2 3 4 2n— 1 2n 


como uma integral. 
(c) Deduza a partir da parte (b), que 


1 
< f x? dx 
0 


1 1 1 1 1 dx 
+ + Post = 
1.2 3.4 5*6 (2n — 1)Qn) o 1+х 
(d) Use a parte (c) para mostrar que a soma da série dada é In 2. 


. Encontre todas as soluções da equação 


4 
моти 


Dica: Considere os casos x = 0 e x < 0 separadamente. 


. Triángulos retángulos sáo construídos conforme a figura. Cada triángulo tem altura igual 


alesua base é a hipotenusa do triângulo anterior. Mostre que essa sequência faz um nú- 
mero ilimitado de voltas ao redor de P, demonstrando que X 0, é uma série divergente. 


Considere a série cujos termos são os recíprocos de inteiros positivos que podem ser es- 
critos na base 10 sem usar o dígito 0. Mostre que essa série é convergente e a soma é me- 
nor que 90. 


(a) Mostre que a série de Maclaurin da função 


fQ) = Ez é 2 nx” 


1-x-x? 


onde f, é o n-ésimo número de Fibonacci, isto é, f; = 1, р = 1, e f, = fa-ı + fa-2 para 
n > 3. [Dica: Escreva x/(1 — x — x?) = co + cix + ох? + --- e multiplique ambos os 
lados desta equação por 1 — x — x?.] 

(b) Ao escrever f(x) como uma soma de frações parciais, portanto, obtendo a série de Ma- 
claurin de uma maneira diferente, encontre uma fórmula explícita para o n-ésimo nú- 
mero de Fibonacci. 


Considere 
x! xx x? 
и= 1+ 3! 6! 9! | 
x! x! x! 
v=x+ 
4! 7! 10! 
x^ x^ E 
w Ls +... 
2! 5! 8! 


Mostre que и? + v + и? — 3uvw = 1. 


Demonstre que se n > 1, an-ésima soma parcial da série harmônica não é um inteiro. Dica: 
Seja 2* a maior potência de 2 que é menor ou igual a n e seja M o produto de todos os in- 
teiros ímpares que são menores ou iguais a n. Suponha que s, = m, um inteiro. Então, 
M2's, = M2'm. O lado direito dessa equação é par. Demonstre que o lado esquerdo é ím- 
par, mostrando que cada um de seus termos é um inteiro par, com exceção do último. 


Vetores e a Geometria 
do Espaco 


Exemplos de superfícies e sólidos que estu- 
damos neste capítulo são paraboloides 
(usados para antenas parabólicas) e hiper- 
boloides (usados para torres de resfria- 
mento de reatores nucleares). 


David Frazler/Corbis 


Mark C. Burnett/Photo Researchers, Inc 


Neste capítulo apresentamos vetores e sistemas de coordenadas para um espaço tridimen- 
sional. Esta será a definição para o nosso estudo do cálculo de funções de duas variáveis no 
Capítulo 14 porque o gráfico de tal função é uma superfície no espaço. Neste capítulo, vere- 
mos que vetores fornecem uma descrição particularmente simples descrições de retas e pla- 
nos no espaço. 


708 CÁLCULO 


E Sistemas de Coordenadas Tridimensionais 


FIGURA 1 
Eixos coordenados 


X 


FIGURA 2 
Regra da mão direita 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


Para localizar um ponto no plano são necessários dois números. Sabemos que qualquer ponto 
no plano pode ser representado como um par ordenado (a, b) de números reais, onde a é a 
coordenada x e b é a coordenada y. Por essa razão, um plano é chamado bidimensional. Para 
localizar um ponto no espaço, necessitamos de três números. Representaremos qualquer 
ponto no espaço pela tripla ordenada (a, b, c) de números reais. 

Para representarmos os pontos no espaço, primeiro escolhemos um ponto fixo O (a ori- 
gem) e três retas orientadas O que sejam perpendiculares entre si, denominadas eixos coor- 
denados e denotados eixo x, eixo y e eixo z. Geralmente, colocamos os eixos x e y, denotados 
por como retas horizontais e a reta vertical como o eixo z, e indicamos a orientação dos eixos 
com setas, como mostrado na Figura 1. O sentido do eixo z é determinado pela regra da mão 
direita, como ilustrado na Figura 2. Se você arredondar os dedos de sua mão direita ao redor 
do eixo z de forma a rodar 90º no sentido anti-horário do eixo x positivo para o eixo y posi- 
tivo, o polegar apontará para o sentido positivo do eixo z. 

Os três eixos coordenados determinam três planos coordenados ilustrados na Figura 
3(a). O plano xy é o plano que contém os eixos x e y; o plano yz contém os eixos y e z; O 
plano xz contém os eixos x e z. Estes três planos coordenados dividem o espaço em oito par- 
tes, chamadas octantes. O primeiro octante é determinado pelos eixos positivos. 


x plano yz 
p 
О 
x tea E 
x 
(a) Planos coordenados (b) 


Como muitas pessoas tém dificuldade em visualizar diagramas de figuras em trés dimen- 
sões, pode ser útil fazer o que sugerimos a seguir [veja a Figura 3(b)]. Olhe para algum canto 
inferior de um cómodo e defina-o como origem. A parede que se encontra à sua esquerda está 
no plano xz, a parede à sua direita está no plano yz e o chão está no plano xy. O eixo x está 
ao longo da intersecção do chão com a parede esquerda. O eixo y fica ao longo da intersec- 
ção do chão com a parede direita. O eixo z fica ao longo da intersecção das duas paredes, 
orientado no sentido do teto. Se você está no primeiro octante e imagina outras sete salas 
situadas nos outros sete octantes (três no mesmo andar e quatro no andar abaixo), todas têm 
o canto O em comum. 

Se P é qualquer ponto no espaço, seja a a distância (orientada) a partir do plano yz ao 
ponto P; seja b, a distância a partir do plano xz até o ponto Р, e seja c, a distância do plano 
xy ao ponto P. Representamos o ponto de P pela tripla ordenada (a, b, c) de números reais e 
chamamos a, b e c de coordenadas de P; a é a coordenada x, b é a coordenada y e c é a coor- 
denada z. Assim, para localizarmos o ponto (a, b, c), começamos da origem O e movemos a 
unidades ao longo do eixo x; em seguida, b unidades paralelamente ao eixo y e, por fim, c 
unidades paralelamente ao eixo z, como na Figura 4. 

O ponto P(a, b, c) determina uma caixa retangular como mostrada na Figura 5. Se tra- 
carmos uma perpendicular de P ao plano xy, encontraremos um ponto Q com coordenadas 
(а, b, 0), denominado projeção de P no plano xy. Analogamente, R(0, b, c) е S(a,0, c) são as 
projeções de P nos planos yz e xz, respectivamente. 

Como ilustrações numéricas, os pontos (—4, 3, —5) e (3, —2, —6) estão estão mostra- 
dos na Figura 6. 
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FIGURA 5 FIGURA 6 


O produto cartesiano R X R X К = f(x, y, 21x, y, с e R} é о conjunto de todas as tri- 
plas ordenadas de números reais e é denotado por Rê. Demos uma correspondência biunívo- 
ca entre os pontos P no espaço e triplas ordenadas (а, b, c) no Rê. Isso é denominado um 
sistema de coordenadas retangular tridimensional. Observe que, em termos de coorde- 
nadas, o primeiro octante pode ser descrito como o conjunto de pontos cujas coordenadas 
são todas positivas. Na geometria analítica bidimensional, o gráfico de uma equação envol- 
vendo x e y é uma curva em К. Na geometria analítica tridimensional, uma equação em x, y 
e z representa uma superfície em Rº. 


ИШЕН Que superfícies em R? estão representadas pelas seguintes equações? 
(а): = 3 (by = 5 


SOLUÇÃO 

(a) A equação z = 3 representa o conjunto ((x, y, 2)1 z = 3), que é conjunto de todos os pon- 
tos em R? com coordenada z igual a 3. Este é o plano horizontal paralelo ao plano xy e trés 
unidades acima deste, como na Figura 7(a). 


FIGURA 7 (a) z = 3, um plano ет R? (b) y = 5, um plano em R° 


(b) A equação y = 5 representa o conjunto de todos os pontos em Rº cuja coordenada y é 5. 
Esse é o plano vertical paralelo ao plano xz e cinco unidades à direita deste, como na Figu- 
ra 7(b). == 


OBSERVAÇÃO Quando é dada uma equação, precisamos descobrir a partir do contexto se 
ela representa uma curva em R? ou uma superfície em Rº. No Exemplo 1, y = 5 representa 
um plano em Rê, mas é claro que y = 5 também pode representar uma reta em R? se esti- 
vermos trabalhando com geometria analítica bidimensional. Veja as Figuras 7(b) e (c). 

Em geral, se k é uma constante, então x = k representa um plano paralelo ao plano yz, 
y = k é um plano paralelo ao plano xz e z = k é um plano paralelo ao plano xy. Na Figura 5, 
as faces da caixa retangular são formadas pelos trés planos coordenados x = 0 (o plano yz), 
у = 0 (o plano xz) ez = 0 (o plano xy), e os planos x = а, у = Бес = c. 


| EXEMPLO 2 | 
(a) Quais os pontos (x, y, z) satisfazem as equações 
X*+y=1l e 2=3 


(b) O que a equação x? + у? = 1 representa como uma superfície em [R?? 
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(c) y = 5, uma reta em R? 
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FIGURA 10 
O plano y = x 


ZA 


Р(х, у, 21) 


FIGURA 11 


Р(х, Ya, 22) 


SOLUCAO 

(a) Como z = 3, os pontos estão no plano horizontal z = 3 a partir do Exemplo 1(a). Uma 
vez que x? + y? = 1, os pontos estão sobre o círculo com raio 1 e centro no eixo z. Veja a 
Figura 8. 

(b) Dado que x? + y? = 1, sem restrições em z, vemos que o ponto de (x, y, z) poderia estar 
sobre um círculo em qualquer plano horizontal z = k. Assim, a superfície de х? + y? = 1 em 
R? é constituída por todos os possíveis círculos horizontais x? + y? = 1, z = k, e, conse- 
quentemente, o cilindro circular com raio 1 cujo eixo é o eixo z. Veja a Figura 9. 


dn m 
ЕА y 
X 
FIGURA 8 FIGURA 9 
O círculo x? + у2=1,2= 3 O cilindro x? + y? = 1 Em 


SINES Descreva e esboce a superfície em Қ? representada pela equação у = x. 


SOLUÇÃO A equação representa o conjunto de todos os pontos em R? com coordenadas x e 
y iguais, isto é, ((x, х, z) lx e К, e R}. Trata-se de um plano vertical que intersecta o plano 
xy na reta y = x, z = 0. A porção deste plano que se encontra no primeiro octante está esbo- 
cada na Figura 10. E 


A fórmula familiar para a distáncia entre dois pontos em um plano é estendida facilmen- 
te para a seguinte fórmula tridimensional. 


Fórmula da Distância em Três Dimensões A distância |P;P>| entre os pontos Pi(xi, yi, zi) 
e P»(x», Ya, Z2) É 


|PiPa| = Go — ху)? + (уз у) + (ж 21) 


Para vermos por que essa fórmula é verdadeira, vamos construir uma caixa retangular (como 
na Figura 11), onde P, e P» são vértices opostos e as faces dessa caixa são paralelas aos pla- 
nos coordenados. Se A(x», yi, zi) e B(x», y», zi) são os vértices da caixa indicados na figura, 
então, 


[PA] = [xo = x1 | |AB| = |» = >| ВР, | = |» = 21] 


Como os triângulos P,BP» e P,AB são ambos triângulos retângulos, duas aplicações do Teo- 
rema de Pitágoras fornecem 


[Р.Р > = [P;B| + | BP»? 
e [Р\В| = |Р,А| + | AB]? 


Combinando essas equações, obtemos 


|PP,| = | PIA P + |AB|? + | BP? 
= |x2 = xı + |y» -= y| + |z = |? 


= (x2 = x1) + (y2 — y? + (z2 А)" 


Logo, |Р\Р› | = Ja = xi? + (y2 = yı)? + (z2 = z1)? 
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A distância do ponto P(2, —1, 7) ao ponto Q(1, —3, 5) é 


|РО| == 2) + (3 + 12 + 6-7 =/1+4+4=3 = 


БЛ Encontre a equação da esfera com raio r e centro C(h, k, I). 


SOLUÇÃO Por definição, a esfera é o conjunto de todos os pontos P(x, y, z) cuja distância ao 
ponto C é r. (Veja a Figura 12.) Logo, P está sobre a esfera se e somente se |PC| = r. Ele- Р(х, y, 2) 
vando ao quadrado ambos os lados, temos |PC|? = r? ou 


(«= Ар + (у – К + (с 02 = 2 = 


O resultado do Exemplo 5 vale a pena ser lembrado: 


Equação da Esfera A equação de uma esfera com centro C(h, k, Г) e raio r é 


(к Ар + (у – 0 + (с 0 


Em particular, se о centro é a origem O, então а equação da esfera é 
X+y+27=r FIGURA 12 


БПЛ Mostre que x? + y? + 2 + 4x — бу + 2z + 6 = 0 é a equação de uma esfera e 
encontre seu centro e raio. 


SOLUÇÃO Podemos reescrever a equação dada na forma da equação de uma esfera se com- 
pletarmos os quadrados: 


(2 + 4х + 4) + (у бу+9)+(+2:+1)=—-6+4+9+1 
(х + 2) + (у – 3) + (с +1) = 8 
Comparando essa equação com a forma padrão, vemos que esta é a equação de uma esfera 
com centro (—2, 3, —1) e raio V8 = 2\2. ШШЕ 
SUIT Que região de R? é representada pelas seguintes inequações? 


І1=02+у +254 :=0 


SOLUÇÃO As inequações 
]xx-yctzx4 
podem ser reescritas como 
1=/х2?+у?+ 2° <2 


portanto, representam os pontos (x, у, z) cuja distáncia à origem é pelo menos 1 e, no máxi- 
mo, 2. Mas nos foi dado também que z = 0, estando os pontos, portanto, abaixo do plano xy. 
Assim, as inequações dadas representam a região que está entre as (ou nas) esferas 
X+y +z? = lex + у? + 2 = 4 е sob (ou sobre) o plano ху. O esboço da região está apre- 


sentado na Figura 13. HA FIGURA 13 

E Exercícios 

1. Suponha que, a partir da origem, você tenha percorrido uma dis- 3. Qual dos pontos A(—4,0, —1), B(3, 1, —5) e CG, 4, 6) está mais 
tância de 4 unidades ao longo do eixo x no sentido positivo e próximo do plano yz? Qual ponto pertence ao plano xz? 


então uma distância de 3 unidades para baixo. Quais as coorde- 


nadas de sua posição atual? 4. Quais são as projeções do ponto (2, 3, 5) nos planos xy, yz e xz? 


Desenhe uma caixa retangular que tenha vértices opostos na ori- 
2. Esboce os pontos (0, 5, 2), (4, 0, — 1), (2, 4, 6) e (1, —1, 2) em gem e em (2, 3, 5) e suas faces paralelas aos planos coordena- 

um único conjunto de eixos coordenados. dos. Nomeie todos os vértices da caixa. Determine o 
comprimento da diagonal dessa caixa. 


1. As Homeworks Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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Descreva e esboce a superfície em Rº representada pela equa- 
cáo x + y = 2. 


(a) O que a equação x = 4 representa em R?? O que ela repre- 
senta em R°? Ilustre com esboços. 

(b) O que a equação у = 3 representa em R?? O que z = 5 re- 
presenta? O que o par de equações y = 3 e z = 5 representa? 
Em outras palavras, descreva o conjunto de pontos (x, y, z) tal 
que y = 3 ez = 5. Faça um esboço ilustrativo. 


Encontre os comprimentos dos lados do triângulo PQR. Ele é 


um triângulo retângulo? E isósceles? 


7. 
8. 
9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


P(3,-2, 3. 0(7,0,1), К(1, 2, 1) 

PQ,-1,0), 004, 1,0), Ка, —5, 4) 

Determine se os pontos estáo em uma mesma reta. 

(а) А(2, 4,2, | B(3,7, C2,  C(1,3,3) 

(b) D(O, =5,5), | E(1,—2,4, | F(3.4,2) 

Determine a distáncia entre (3, 7, —5) e cada um dos seguintes. 
(a) Plano xy (b) Plano yz 

(c) Plano xz (d) Eixo x 

(e) Eixo y (f) Eixo z 


Determine uma equação da esfera com centro em (1, —4, 3) e 
raio 5. Qual é a interseccáo dessa esfera com o plano xz? 


Determine uma equação da esfera com centro em (2, — 6, 4) e raio 
5. Descreva sua intersecção com cada um dos planos coordenados. 


Encontre uma equação da esfera que passa pelo ponto (4, 3, —1) 
e tem centro em (3, 8, 1). 


Determine uma equação da esfera que passa pela origem e tem 
centro em (1, 2, 3). 


15-18 Mostre que a equação representa uma esfera e determine seu 
centro e raio. 


15. х?+ y? +z — 2x — 4y + 8z =15 
16. X+ у2 + 22 +8х – бу + 22 + 17 = 0 
17. 22+ 2y + 222 = 8х — 242 + 1 
18. 3х2 + 3y? + 322 = 10 + бу + 124 
19. (а) Prove que o ponto médio do segmento de reta de Pi(xi, yi, 21) 
a Po(xo, ya, 2) É 
xit x) yity zt Tz 
з ' 2 ' 2 
(b) Determine os comprimentos das medianas do triángulo com 
vértices A(1, 2, 3), B(-2, 0, 5) e C(4, 1, 5). 
20. Encontre uma equação de uma esfera que tenha um diámetro 
com extremidades dadas por (2, 1, 4) e (4,3, 10). 
21. Encontre as equações das esferas com centro (2, —3, 6) que toquem 
(a) o plano xy, (b) o plano yz e (c) o plano xz. 
22. Determine uma equação da maior esfera com centro em (5, 4,9) 


contida no primeiro octante. 


23-34 Descreva em palavras a região de R? representada pela equa- 
ção ou inequação. 


23. x=5 24. 


y--2 


25. 
21. 
29. 
31. 
33. 


у<8 26. x 2 —3 
0zzx6 28. 2=1 
X*+y=42=->1 30. y + 22 = 16 
X+y+ 233 32. х= z 
0+2=9 34. 2+ у2+ 22 > 25 


35-38 Escreva inequações рага descrever a região dada. 


35. 
36. 


37. 


38. 


A região entre o plano yz e o plano vertical x = 5. 


O cilindro sólido que está sobre ou abaixo do plano z — 8 e sobre 
ou acima do disco no plano xy com centro na origem e raio 2. 


A região constituída em todos os pontos entre (mas não sobre) 
as esferas de raio г e R centradas na origem, onde r < А. 


O hemisfério superior sólido da esfera de raio 2 centrada na origem. 


39. 


41. 


A figura mostra uma reta Lı no espaço e uma segunda reta Lz, 
que é a projeção de L, no plano xy. (Isto é, os pontos de L, estão 
diretamente abaixo ou acima dos pontos de L1.) 

(a) Determine as coordenadas do ponto Р da reta Гл. 

(b) Localize no diagrama os pontos А, B e C, onde a reta Г. in- 
tercepta os planos xy, o plano yz e o plano xz, respectivamente. 


Considere os pontos P tais que a distância de P para A(— 1, 5, 3) 
seja o dobro da distáncia de P para B(6, 2, —2). Mostre que o con- 
junto desses pontos é uma esfera e determine seu raio e centro. 


Determine uma equação para o conjunto de pontos equidistan- 
tes dos pontos A(— 1, 5, 3) e B(6, 2, —2). Descreva o conjunto. 


Determine o volume do sólido que está contido em ambas as es- 
feras 


2у +42+5=0 
e X2+y+2=4 


Encontre a distância entre as esferas 2 + у? + 22 = 4 e 
X + y? + 2 = 4х + 4y + 4: – 11. 


Descreva e esboce um sólido com as seguintes propriedades. 
Quando iluminado por raios paralelos ao eixo z, a sua sombra é 
um disco circular. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo 
у, sua sombra é um quadrado. Quando iluminado por raios pa- 
ralelos ao eixo x, sua sombra é um triángulo isósceles. 
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122| Vetores 


O termo vetor é usado por cientistas para indicar quantidades (tais como deslocamento ou 
velocidade ou força) que têm ao mesmo tempo módulo, direção e sentido. Um vetor é fre- 
quentemente representado por uma seta ou segmento de reta orientado. O comprimento da 
seta representa o módulo do vetor e a seta aponta na direção e sentido do vetor. Denotamos 
um vetor por uma letra em negrito (v) ou colocando uma seta sobre a letra (v). 

Por exemplo, suponha que uma partícula se mova ao longo de um segmento de reta do 
ponto А para o ponto В. O vetor deslocamento correspondente v, mostrado na Figura 1, 
possui ponto inicial A (o início) e ponto terminal B (o fim) e indicamos isso por 
v = AB. Observe que o vetoru = CD tem o mesmo tamanho, a mesma direção e sentido que 
v, embora esteja em uma posição diferente. Dizemos que u e v são equivalentes (ou iguais) 
e escrevemos u = v. O vetor zero, denotado por 0, tem comprimento 0. Ele é o único vetor 
sem nenhuma direção específica. 


шшш Combinando Vetores 


Suponha que uma partícula se mova de A para B, assim, seu deslocamento é AB. Em seguida, 
a partícula muda de direção e move-se a partir de B para C, com vetor de deslocamento BC, 
como na Figura 2. O efeito combinado desses deslocamentos é que a partícula se moveu de A 
para C. O vetor deslocamento resultante AC é chamado de soma de AB e BC e escrevemos 


— > => 
AC = AB + BC 


Em geral, se começamos com os vetores u e v, primeiro movemos v de forma que seu 
início coincida com o fim de u e definimos a soma de u e v como segue. 


Definição da Adição de Vetores Se u e v são vetores posicionados de maneira que o ponto 
inicial de v é o ponto terminal de u, então a soma u + v é o vetor do ponto inicial de 
u ao ponto final de v. 


A definição de adição de vetores é ilustrada na Figura 3. Você pode ver por que essa defi- 
nição é algumas vezes chamada Lei do Triângulo. 


u+v 


FIGURA 3 Lei do Triângulo FIGURA 4 Lei do Paralelogramo 


Na Figura 4 começamos com os mesmos vetores u e v como na Figura 3 e desenhamos 
uma cópia de v com o mesmo ponto inicial u. Completando o paralelogramo, vemos que 
u + у = у + u. Isso também fornece uma outra maneira de construir a soma: se posicionar- 
mos u e v de maneira que eles comecem no mesmo ponto, então u + v estará ao longo da dia- 
gonal do paralelogramo com u e v como lados. (Esta é a chamada Lei do Paralelogramo.) 


EEN] Desenhe a soma dos vetores a e b mostrados na Figura 5. 


SOLUCAO Primeiro transladamos b e posicionamos seu ponto inicial no ponto final de a, 
tomando cuidado para desenhar uma cópia de b que tenha o mesmo comprimento e direcáo. 
A seguir, desenhamos o vetor a + b [veja a Figura 6(a)] começando no ponto inicial de a e 
terminando no ponto final da cópia de b. 

Alternativamente, podemos posicionar b tal que ele comece onde a começa e construir 
a + b pela Lei do Paralelogramo, como na Figura 6(b). 


A 


FIGURA 1 
Vetores equivalentes 


A 
FIGURA 2 


E 


FIGURA 5 


Visual 12.2 mostra como o Triângulo e 
Leis de Paralelogramo trabalham para vários vetores 
aeb. 
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=Y —1,5v 


FIGURA 7 


Múltinlos escalares de v 


Tu 


FIGURA 9 


—2b 


a—2b 


FIGURA 10 


ое 


FIGURA 8 
Desenhando u — v 


FIGURA 11 


FIGURA 6 (a) (b) [== 


É possível multiplicar um vetor por um número real c. (Neste contexto, chamaremos o 
número real c um escalar, a fim de distingui-lo de um vetor.) Por exemplo, queremos que 2v 
seja o mesmo vetor que v + v, o qual possui a mesma direção e sentido de v mas tem o dobro 
do comprimento. Em geral, multiplicamos um vetor por um escalar da seguinte maneira. 


Definicáo de Multiplicacáo Escalar Se c é um escalar e v é um vetor, entáo a multiplica- 
ção escalar cv é o vetor cujo comprimento é |c| vezes o comprimento de v e cuja 
direção e sentido são os mesmos de v se c > 0 e sentido oposto a v se c < 0. Se 
с = 0 оцу = 0, então су = 0. 


Essa definição está ilustrada na Figura 7. Vemos que os números reais agem como fatores de 

escala aqui; é por isso que são denominados escalares. Observe que os dois vetores não nulos 

são paralelos se são múltiplos escalares um do outro. Em particular, o vetor —v = (—1)v tem 

o mesmo comprimento de v, mas aponta em sentido oposto. É denominado oposto de v. 
Pela diferença u — v de dois vetores, queremos dizer 


u-v=u+(>y) 


Logo, podemos construir u — v desenhando primeiro o opo dsto de v, —v, e então adicio- 
nando a ele o vetor u usando a Lei do Paralelogramo, como na Figura 8(a). Como alternati- 
va, uma vez que v + (u — v) = u, o vetor u — v, quando adicionado a v, fornece u. Assim, 
podemos construir u — v tal como na Figura 8(b), por meio da lei do triángulo. 


(a) (b) 
33g Se a e b são os vetores mostrados na Figura 9, desenhe a — 2b. 


SOLUCAO Primeiro, desenhamos o vetor —2b apontando no sentido oposto a b e com o dobro 
de seu tamanho. Nós o posicionamos com seu ponto inicial no ponto terminal de a e então 
usamos a Lei do Triângulo para desenhar a + (—2b), como na Figura 10. End 


ШЕШ Componentes 


Para alguns propósitos é melhor introduzir um sistema de coordenadas e tratar os vetores 
algebricamente. Se posicionarmos o ponto inicial de um vetor a na origem de um sistema de 
coordenadas retangulares, então o ponto final de a tem coordenadas da forma (ai, a2) ou (ai, 
d», аз), dependendo se nosso sistema de coordenadas for em duas ou três dimensões (veja a 
Figura 11). 


(a, a2) 


| 
| 
| 
| 
`4 


а= (a, a5) a = (a, a», 43) 
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Essas coordenadas sáo denominadas componentes de a e escrevemos 


а = (ai, a») ou a = (a1, а, аз) 


Usamos a notação (a, а>) para о par ordenado que se refere a um vetor para não confundir 
com o par ordenado (ai, аз) que corresponde a um ponto no plano. 

Por exemplo, os vetores apresentados na Figura 12 sáo todos equivalentes ao vetor 
OP = (3, 2) cujo ponto terminal é P(3, 2). O que eles têm em comum é que o ponto termi- 
nal é alcançado a partir do ponto inicial por um deslocamento de três unidades para a direi- 
ta e duas para cima. Podemos pensar em todos esses vetores geométricos como 
representações do vetor algébrico a = (3, 2). A representação particular OP da origem ao 
ponto P(3, 2) é chamado vetor posição do ponto La 

Em três dimensões, o vetor a = OP = (ai, a», as) é o vetor posição do, ponto 
P(ai, a», аз). (Veja a Figura 13.) Vamos considerar qualquer outra representação AB de a, 
onde o ponto inicial é A(xi, yi, zi) e o ponto final é B(x», y», z2). Então, temos que ter 
xit a = X», yi t à? = уед + as = z e, então, aj = x» X1, do = у» yı € d3 = Z2 Z1. 
Portanto, temos o seguinte resultado. 


— 
1| Dados os pontos A(xi, yi, zi) e B(x», y», z2), O vetor a com representação AB é 


a=(x 


хт, y2 yi, Z2 z) 


U EEE Encontre o vetor representado pelo segmento de reta orientado com ponto 

inicial A(2, —3, 4) e ponto final B(—2, 1, 1). 

SOLUÇÃO Por [1], o vetor correspondente a ABé 
a=(-2-2,1- (-3),1-— 4) = (-4,4, —3) En 


A magnitude ou comprimento do vetor v é o comprimento de qualquer uma de suas 
representações e é denotado pelo símbolo |v| ou |||. Usando a fórmula de distância para 
calcular o comprimento de um segmento OP, obtemos as seguintes fórmulas. 


O comprimento de um vetor bidimensional а = (ai, a2) é 
lal = va; + a; 
O comprimento de um vetor tridimensional a = (ai, a», аз) é 


= 2 2 2 
la] = va; + a5 + а, 


Como somamos os vetores algebricamente? A Figura 14 mostra que, se a = (а, аз) e 
b = (bi, bj), então a soma é a + b = (а + bi, a; + bo), pelo menos para o caso em que as 
componentes sáo positivas. Em outras palavras, para somarmos algebricamente vetores, 
somamos suas componentes. Analogamente, para subtrairmos vetores, subtraímos suas 
componentes. A partir dos triángulos semelhantes, na Figura 15, vemos que as componentes 
de ca são ca, e са. Assim para multiplicarmos um vetor por um escalar multiplicamos cada 
componente por aquele escalar. 


Se a = (ai, а) eb = (bi, b»), então 
a t b- (а + bi, az + bo) a — b = (а — bia) — bj) 
ca = (ca, ca») 
Analogamente, para os vetores tridimensionais, 


(ai, da, аз) + (bi, bo, ba) = (а, + bi, da + ba, аз + ba) 


(ar, a», аз) = (bi, bo, bs) == (ai — bi, 42 — bo, as — Рз) 


clai, а, аз) = (cai, cas, саз) 


y^ (4, 5) 


= Y 


pas 


FIGURA 12 
Representações do vetor a = (3, 2) 


ZA 


vetor 
posição de P 


В(х + а, y + az, Z + a3) 


X А(х, у, 2 
FIGURA 13 


Representações de a = (a, а», аз) 


(a, + b,, a, + bj) 


FIGURA 14 


ca 


o 
Q 
N 


| 
| 
| 
| 


а, са, 


FIGURA 15 
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Vetores em п dimensões são usados para listar várias 
quantidades em um modo organizado. Por exemplo, as 
componentes do vetor de dimensão 6 

р = (р, P2, Ps, ра, ps. po 
podem representar os precos de seis itens diferentes 
necessários na fabricação de um artigo particular. 
Vetores de dimensão quatro (x, y, z, £) são usados 
em teoria da relatividade, onde as primeiras três 
componentes especificam a posição no espaço e о 
quarta representa o tempo. 


c 


(a+b)+e 
=a+(b+c) 


= 


а 
Р 


FIGURA 16 


Sea = (4, 0, 3) eb = (—2, 1, 5), encontre |а| e os vetores a + b, a — b, 3b e 
2a + 5b. 


SOLUÇÃO lal = R + 02+32= 25 = 5 

a + b = (4,0, 3) + (-2, 1,5) 
= (4 + (-2),0 + 1,3 + 5) = (2, 1, 8) 

a — b = (4, 0, 3) — (-2, 1, 5) 
= (4 — (—2),0 — 1,3 — 5) = (6, -1, —2) 

ЗЬ = 3(-2,1,5) = (3(-2), 3(1), 3(5) = (—6, 3, 15) 
2а + 5b = 2(4, 0, 3) + 5(—2, 1, 5) 

= (8,0,6) + (—10, 5,25) = (—2, 5, 31) = 


Denotaremos por V> o conjunto de todos os vetores bidimensionais e por V; o conjunto 
de todos os vetores tridimensionais. De forma mais geral, precisaremos, adiante, considerar 
o conjunto V, dos n vetores de dimensão. Um vetor de dimensão n é uma n-upla ordenada: 


а = (ai, 05, ..., An 


onde a;, a2, . . ., an são números reais chamados componentes de a. Adição e multiplicação 
escalar são definidas em termos das componentes, como para os casos n = 2en = 3. 


Propriedades dos Vetores Se a, b e c são vetores em V, e c e d são escalares, então 
1 a+b=b+a 2 a+(b+c)=(a+b)+e 

з a+0=a 4 a+(-a)=0 

5. c(a+b)=ca+cb 6 (c+ da = са + da 

7. (cd)a = c(da) 8 la=a 


Essas oito propriedades dos vetores podem ser facilmente verificadas, tanto geométrica 
quanto algebricamente. Por exemplo, a Propriedade 1 pode ser vista na Figura 4 (equivale à 
Lei do Paralelogramo) ou como a seguir no caso n = 2: 


a +b = (а, а) + (b, b») = (ai + bi, a + bj) 
= (bi + а, b» + а) = (bi, bo) + (ai, а) 
=b+a 


Podemos ver por que a Propriedade 2 (a propriedade associativa) é verdadeira olhando 
para a Figura 16 e aplicando a Lei de Triângulo várias vezes: o vetor PQ é obtido pela pri- 
meira construção a + b e, em seguida, adicionando c ou por adição de a ao vetor b + c. 

Três vetores em V; têm papel especial. Considere 


i = (1,0,0) j= (0, 1, 0) k = (0,0, 1) 


Esses vetores i, j e k são chamados vetores da base canônica. Eles têm comprimento 1 
e direção e sentido dos eixos x, y e z positivos. Da mesma forma, em duas dimensões, defi- 
nimos i = (1, 0) еј = (0, 1). (Veja a Figura 17). 
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УА 
(0,1—4 
j 
0| i 1 x 
(1,0) 
FIGURA 17 
Vetores da base canônica em V, e V, (a) 


а = (ai, a», аз) == (а\, 0, 0) + (0, a», 0) s (0, 0, аз) 
= a(l, 0, 0) + da (0, 1, 0) + аз (0, 0, 1) 


[2] a = ai + aj + ask 

Assim, qualquer vetor em Уз pode ser expresso em termos de i, j е k. Por exemplo, 
(1, —2, 6) =i — 2j + 6k 

Da mesma forma, em duas dimensões, podemos escrever 


[3] a= (ai, а) = аі + aj 


Veja a Figura 18 para a interpretação geométrica das Equações 3 e 2 e compare com a Figu- 
ra 17. 


ESTA Sea =i +2 


SOLUÇÃO Usando as Propriedades 1, 2, 5, 6 e 7 dos vetores, temos 


3k e = 4i + 7k, expresse o vetor 2a + 3b nos termos de i, j е К. 


2a + 3b = 2(i + 2j — 3k) + 3(4i + 7k) 
= 2i + 4j — 6k + 12i + 21k = 14i + 4j + 15k 
= 
Um versor ou vetor unitário é um vetor cujo módulo é 1. Os vetores, i, j e k são exem- 


plos de vetores unitários ou versores. Em geral, se a 4 0, então o vetor unitário que tem 
mesma direção e mesmo sentido de a, chamado versor de a, é 


a] u= а= 
Para verificar isso, seja c = 1/lal. Então, п = ca e c é um escalar positivo, de modo que п 
tem a mesma direção e o mesmo sentido do vetor a. Além disso, 


1 
==, lal = 1 
lal 


[cl la] 


lu] = [cal 


ELA Determine o versor do vetor 2i — j — 2k. 

SOLUÇÃO O vetor dado tem módulo 

Ab = + (СЇЙ СОЎ = 0-3 
portanto, pela Equação 4, o versor é 


301 —ј – 28) = 31—35] – 5k 


I2i -j 


ШЕШ Aplicações 


Vetores sáo üteis em muitos aspectos da física e da engenharia. No Capítulo 13 veremos 
como eles descrevem a velocidade e a aceleração de objetos movendo-se no espaço. Aqui 


aji 


(b) a=aji + a,j + ask 


FIGURA 18 


Gibbs 


Josiah Willard Gibbs (1839-1903), um professor 
de física matemática na Universidade de Yale, 
publicou o primeiro livro em vetores, Vector 
Analysis, em 1881. Objetos mais complicados, 
chamado quatérnions, já haviam sido inventados 
por Hamilton como ferramentas matemáticas 
para descrever o espaço, mas eles não eram 
fáceis para os cientistas usarem. Quatérnions 
têm uma parte escalar e uma parte vetor. A 
ideia de Gibb era usar a parte vetor separada- 
mente. Maxwell e Heaviside tinham ideias 
semelhantes, mas a abordagem de Gibb provou 
ser a maneira mais conveniente para estudar o 
espaço. 
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olharemos para as forças. 

Uma forca é representada por um vetor porque tem módulo (medido em libras ou new- 
tons), direção e sentido. Se várias forças estão agindo em um objeto, a força resultante 
experimentada pelo objeto é o vetor soma dessas forças. 


ЭА Uma carga de 100 kg de massa pende a partir de dois fios сото é mostrado na 


T, T, Figura 19. Encontre as tensóes (forgas) T; e T; em ambos os fios e suas magnitudes. 
SOLUÇÃO Primeiro vamos exprimir T; e T» em função de suas componentes horizontal e 
100 vertical. Da Figura 20 vemos que 
FIGURA 19 5 T; = —|T;¡|cos 50? i + |T;|sen 50° j 


6 T» = |Т›]соз 32? i  |T;|sen 32º 5. 


A força de gravidade que age sobre a carga é F = —100(9,8) j = —980 j. A resultante 
T; + Т, contrabalança Е de modo que 


Logo, 


FIGURA 20 ( —|Tilcos 50° + |T;|cos 32% i + (|Ti|sen 50º + | T|sen 32°)ј = 980j 


1. 


Igualando as componentes, obtemos 


— |Tilcos 50? + |Т,|соѕ 32° = 0 


|T;|sen 50? + |T;|sen 32° = 980 


Resolvendo a primeira destas equações para |T2| e substituindo na segunda, temos 


[T;|sen 50º + ода зеп 32° = 980 
соз 32° 
Ou seja, os módulos das tensões são 
980 
IT| == [= 850 N 


sen 50? + tg 32? cos 50? 


ITilcos 50° 


cos 32? 


e IT;| = = 636 N 


Substituindo esses valores em |5 | е [6 |, obtemos os vetores tensão 


Т, = —539 i + 643 j T = 5391 + 337 j 


Exercícios 


Quais das seguintes grandezas sáo vetoriais ou escalares? Ex- 3. Indique os vetores iguais no paralelogramo mostrado. 
plique. A B 

(a) O custo de um bilhete de cinema 

(b) A correnteza em um rio 

(c) A trajetória inicial do voo entre Houston e Dallas 

(d) A populagáo mundial 


Qual a relacáo existente entre o ponto (4, 7) e o vetor (4, 7)? 
Faça um esboço ilustrativo. 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


4. Escreva cada combinação de vetores como um único vetor. 
— — — — 
(a) PQ + OR (b) RP + PS 
— — — — => 
(c) OS — PS (d) RS + SP + PO 


R 


5. Copie os vetores na figura e use-os para desenhar os seguintes 


vetores. 

(а) u+v (D u+w 
(с) v+w (d u—v 

(e) vtu+w (d u—-w-v 


ee É 


w 


6. Copie os vetores na figura e use-os para desenhar os seguintes 


vetores. 

(a) a+b (b) a—b 
(c) za (d) —3b 
(e) a 2 ( 2Ь-а 


MX 


7. Na figura, a ponta de e e a cauda de d são ambas o ponto médio 
de OR. Expresse e e d em termos de a e b. 


P 
b 
a 
R 
d 
Q 
8. бе os vetores da figura satisfizerem |u| = |v| = 1eu* v w = 0, 
o que é |w]? 

u 
w 

Y 


9-14 Determine o vetor a com representação dada pelo segmento 
de reta orientado AB. Desenhe AB e o equivalente com início na 
origem. 


9 ALI. BG,2) 10. A(—4, 1, B(1,2) 
11. А(—1,3), — BQ,2) 12. AQ, D, — B(0,6) 
13. A(0,3, D, | B2,3, 1) M. 44,0,-2, В(4, 2,1) 
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15-18 Determine a soma dos vetores dados e ilustre geometrica- 
mente. 


15. (—1,4), (6, —2) 16. (3, -1), (—1,5) 


17. (3,0,1), (0,8,0) 18. (1,3, 2), (0,0, 6) 


19-22 Determine а + b, 2а + 3b, [а[ e la — Ы. 


19. а = (5, – 12), b = (-3, —6) 


20. a=4i+j  b-i-2j 
21. a=i+2-3k, b=-2i-—j+5k 


22 2 a=2i-4j+4k, b=2j-k 


23-25 Determine o vetor unitário com mesma direcáo e sentido que 


o vetor dado. 
23. —3i + 7j 24. (-4,2, 4) 


25. 8i — j + 4k 


26. Ache um vetor que possui a mesma direção e o mesmo sentido 
que (—2, 4, 2) mas tem comprimento 6. 


21-28 O que é o ângulo entre o vetor dado e o sentido positivo do 
eixo x? 


21. i- 3j 28. 81+ 6j 


29. Sev está no primeiro quadrante e faz um ángulo de 7/3 com o 
eixo x positivo e |v| = 4, encontre v em forma de componente. 


30. Se uma criança puxa um trenó na neve com força de 50 N a um 
ângulo de 38º com relação à horizontal, ache as componentes 
horizontal e vertical da força. 


31. Um quarterback lança uma bola de futebol com ángulo de ele- 
vacáo 40? e velocidade de 60 pés/s. Encontre os componentes 
horizontal e vertical do vetor velocidade. 


32-33 Encontre o módulo da força resultante e o ângulo que ela faz 
com o eixo x positivo. 


3. у 33. 
20N 


16N 


34. O módulo de uma velocidade é chamado velocidade escalar. 
Suponha que um vento esteja soprando na direção N45° W a 
uma velocidade de 50 km/h. (Isso significa que a direção de onde 
sopra o vento é de 45° oeste da direção norte.) Um piloto está pi- 
lotando um avião na direção N60°E em uma velocidade (velo- 
cidade no ar parado) de 250 km/h. O verdadeiro curso, ou 
caminho, do avião é o sentido da resultante dos vetores veloci- 
dade do avião e do vento. A velocidade escalar em relação ao 
solo do avião é o módulo da resultante. Determine o curso real 
e a velocidade escalar em relação ao solo do avião. 


35. Uma mulher caminha para oeste no convés de um navio, a 
5 km/h. O navio está se movendo para o norte a uma velocidade 


720 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


M. 


42. 


43. 


N 
N 
37° P, 
1 a 
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de 35 km/h. Encontre a velocidade e direção da mulher em re- 
lação à superfície da água. 


Cordas de 3 m e 5 m de comprimento são atadas à decoração 
natalina suspensa sobre uma praça. A decoração tem uma massa 
de 5 kg. As cordas, atadas em diferentes alturas, fazem ângulos 
de 52º e 40º com a horizontal. Determine a tensão em cada fio e 
o módulo de cada tensão. 
= 40º 
52º 


3m 5m 


Um varal de roupas é estendido entre dois postes, 8 m distantes 
um do outro. O fio do varal está bastante esticado, de forma a ser 
considerado horizontal. Quando uma camisa molhada com 
massa de 0,8 kg é pendurada no meio do varal, esse ponto cen- 
tral é deslocado para baixo 8 cm. Determine a tensão em cada 
metade do varal. 


A tensão T em cada extremidade da corrente tem magnitude 25 
N (veja a figura). Qual o peso da corrente? 


N Y 


^ 
^ 
^^ 37° 
a 
A 
e cd 
У ^ 


Um barqueiro quer atravessar um canal que fica a 3 km de lar- 
gura e quer atracar em um ponto 2 km rio acima do seu ponto de 
partida. A corrente flui no canal a 3,5 km/h e a velocidade do 
seu barco é 13 km/h. 

(a) Em que direção ele deve dirigir? 

(b) Quanto tempo a viagem vai demorar? 


Três forças atuam sobre um objeto. Duas das forças estão a um 
ângulo de 100? entre si e têm magnitudes de 25 Ne 12 №. O ter- 
ceiro é perpendicular ao plano das duas forças e tem magnitude 
4 N. Calcule o valor da força que exatamente iria contrabalan- 
çar essas três forças. 


Encontre os vetores unitários que são paralelos à reta tangente à 
parábola y = x? no ponto (2, 4). 


(a) Encontre os vetores unitários que são paralelos à reta tan- 
gente à curva y = 2 sen x no ponto (7/6, 1). 

(b) Encontre os vetores unitários que sáo perpendiculares à reta 
tangente. 

(c) Esboce a curva y — 2 sen x e os vetores nas partes (a) e (b), 
todos começando em (7/6, 1). 


Se A, D e C sáo vértices de um triángulo, determine 
— > > 
АВ + BC + СА. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


Seja C o ponto no segmento de reta AB que está duas vezes mais 
distante de В que de A. Se a = OA, b = OB e с = OC, mostre 
que c = ja + i b. 


(a) Desenhe os vetores a = (3, 2), = (2, - Dec = (7, 1). 

(b) Mostre, por um esboço, que existem escalares s e f tais que 
с = sa + tb. 

(c) Use o esboço para estimar os valores de s e f. 

(d) Determine os valores exatos de s e t. 


Suponha que a e b sejam vetores não nulos, que não sejam pa- 
ralelos e c seja qualquer vetor no plano determinado por a e b. 
Dé um argumento geométrico para mostrar que c pode ser es- 
crito como € = sa + fb para escalares adequados s e t. Em se- 
guida, dé um argumento usando componentes. 


Ser = (x, y, z) e ro = (хо, уо, zo), descreva o conjunto de todos 
os pontos (x, y, z) de tal forma que |r — ro| = 1. 


Ser = (х, y), ri = Ga, у) e r2 = (2, у), descreva o conjunto de 
todos os pontos (x, y) de tal forma que |r — ri| + |r — r| = k, 
onde k > |r; — ral. 


A Figura 16 fornece uma demonstração geométrica da Proprie- 
dade 2 dos vetores. Use as componentes para dar uma demons- 
tração algébrica desse fato no caso n = 2. 


Demonstre a Propriedade 5 de vetores algebricamente para o 
caso de n = 3. Em seguida, use semelhança de triângulos para 
dar uma prova geométrica. 


Utilize vetores para demonstrar que uma reta unindo os pontos 
médios de dois lados de um triângulo é paralela ao terceiro lado 
e tem metade de seu comprimento. 


Suponha que os três planos coordenados sejam todos espelhados 
e que um raio de luz dado pelo vetor a = (ai, a», аз) atinja pri- 
meiro o plano xz, como mostrado na figura. Use o fato de os 
ângulos de incidência e de reflexão serem iguais para mostrar 
que a direção do raio refletido é dada por b = (ai, —a», аз). De- 
duza que, após ser refletido em todos os três espelhos perpendi- 
culares, o raio resultante é paralelo ao raio inicial. (Cientistas 
norte-americanos usaram esse princípio, juntamente com um 
feixe de laser e um conjunto de espelhos em cantoneira na Lua, 
para calcular de modo preciso a distância da Terra à Lua.x) 
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123] O Produto Escalar 


Até aqui aprendemos a somar os vetores e multiplicá-los por um escalar. A questão surge: é 
possível multiplicar dois vetores de modo que o valor resultante seja de alguma utilidade? 
Um desses produtos é o produto escalar, cuja definição vem a seguir. O outro é o produto 
vetorial, que será discutido na próxima seção. 


1| Definição Sea = (а, a», az) eb = (bi, b», b3), então o produto escalar de a e 
b é o número a - b dado por 


a-b= aibi T аР + azb; 


Assim, para achar o produto escalar de a e b, multiplicamos as componentes correspon- 
dentes e somamos. O resultado náo é um vetor. É um número real, isto é, um escalar, por isso 
o nome produto escalar. O produto escalar é também conhecido como produto interno. 
Apesar de a definigáo ter sido dada para os vetores tridimensionais, o produto escalar para 
os vetores bidimensionais é definido de forma análoga: 


(ai, а) ? (bi, bo) = aibi + аЬ» 


EXEMPLO 1 | 
(2, 4) · (3, -1 = 28) + 4(—1)=2 
(21,7, 4) (6,2, — 3) = (-D(9 + 70) + 4(-5) = 6 
G + 2j — 3k) - (2j — k) = 1(0) + 22) + (-3\-1)=7 == 


O produto escalar obedece a muitas das regras que valem para o produto de números 
reais. Esse fato é apresentado no seguinte teorema. 


2| Propriedades do Produto Escalar Se a, b e c são vetores em Уз e c é um escalar, 
então 

1. а-а = lal? 2.a:b=b:a 
3.a:(b+c)=a:b+a:c 4. (ca):b=c(a:b)=a: (cb) 
5.0-a=0 


Essas propriedades são facilmente demonstradas usando a Definição 1. Por exemplo, 
vamos fazer a demonstração das Propriedades 1 e 3: 


1 а:а= а + а + а> lal? 

3. а: (+0) = (а, а, аз) * (bi + ci b2 + Ca, bs + сз) 
а( + с)  ax(bo + с) + аз(Ьз + сз) 

= aibi + asc; + о + ас + azb + азсз 
(aibi + а + азрз) + (асі + ас + азсз) 
a-b+a-c 


As demonstrações restantes ficam como exercício. = 


O produto escalar a · b tem uma interpretação geométrica em termos do ángulo 0 entre 
a e b, definido como o ângulo entre os representantes de a e b, ambos com ponto inicial na 
origem, onde O < 0 < 7. Em outras palavras, O é o ângulo entre os segmentos de reta OA e 
OB da Figura 1. Observe que, se a e b são vetores paralelos, então 0 = 0 ou 0 = 7. 

No teorema a seguir, a fórmula dada é utilizada por físicos como definição do produ- 
to escalar. FIGURA 1 
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Teorema Se 0 é o ângulo entre os vetores a e b, então 
a-b=lallblcos 0 


DEMONSTRAÇÃO Se aplicarmos a Lei dos Cossenos ao triângulo OAB da Figura 1, obteremos 


4 |AB|? = |OAP + |0B|? — 2|OAI |OB| cos Ө 


(Observe que a Lei dos Cossenos ainda se aplica nos casos limites quando 0 = 0 ou т, ou 
a = 0 ou b = 0.) Mas |OA| = lal, |OB| = |Ы e |AB| = |a — Ы, assim, a Equação 4 torna-se 


5 la — bl? = lal? + lb]? — 2 lal |Ы cos 0 


Usando as Propriedades 1, 2 e 3 do produto escalar, podemos reescrever o lado esquerdo 
dessa equação como: 
|a — b|? = (a — b) · (a — b) 


=a:'a-a:b-b:a+b-:b 


= la]? — 2a- b + |b|? 
Portanto, a Equação 5 fornece 
la? — 2а : b + |b|? = Jal? + [b]? — 2 |а| [b] cos Ө 
Logo, —2a: b = —2 lal |b| cos 0 


ou a: b = |а| [Ы cos 6 = 


ANAYA Se os vetores a e b têm módulos 4 e 6 e o ângulo entre eles é 77/3, determine a : b. 
SOLUÇÃO Usando o Teorema 3, temos 


a:b = lal |b| cos (7/3) =4-6-:3= 12 um 


A fórmula do Teorema 3 nos permite ainda determinar o ângulo entre dois vetores. 


[7] 


Corolário Se 0 é o ángulo entre dois vetores nào nulos a e b, entáo 
a:b 
lal Ibl 


BEEJ Determine o ángulo entre os vetores a = (2, 2, —1)e b = (5, —3, 2). 
SOLUÇÃO Uma vez que 


jaj=/2+2+(-1)=3 е  |b]=y5*+(-3)? + 2? = 38 


e uma vez que 
a:b=2(5) + 2-3) + (DG) = 2 

temos, do Corolário 6, 

ab 2 

|а||Ь| | 3438 


cos 0 — 


Assim, o ángulo entre a e b é 


2 
0 = (A) = 1.46 (ou 84º) ШШЕН 


Dois vetores n&o nulos а e b sáo perpendiculares ou ortogonais se o ángulo entre eles 
é 0 = 7/2. O Teorema 3 nos fornece 


a:b = |а [Ы cos(m/2) = 0 
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e reciprocamente se a - b = 0, então cos 6 = 0, portanto, 0 = 7/2. O vetor nulo 0 é consi- 
derado perpendicular a todos os vetores. Temos, portanto, um método para determinar se 
dois vetores são ortogonais. 


7 Dois vetores a e b são ortogonais se e somente se a : b = 0. 


EEN Mostre que 2i + 2j — К é perpendicular a 5i — 4j + 2k. 
SOLUÇÃO Uma vez que 
Qi + 2j — k)- (Si — 4j + 2k) = 25) + 224) + (- 0) = 0 


esses vetores sáo perpendiculares por |7 |. E 


Como cos 0 > 0 se 0 < 0 < TN e cos 0 < 0 se л/2 < 0 < т, vemos que a · b é positi- 
vo para 0 < 7/2 e negativo para 0 > 7/2. Podemos pensar que a · b mede o quão próxima 
está a direção de a da de b. O produto escalar a - b é positivo se a e b apontam para direções 
próximas, O se eles são perpendiculares, e negativo se apontam em direções próximas, mas 
com sentidos opostos (veja a Figura 2). No caso extremo, onde a e b tém mesma direcáo e 
sentido, temos 0 = 0, portanto, cos 0 = 1 e 


a:b= la] Ibl 


Se a e b têm a mesma direção, mas sentidos opostos, então 0 = те, assim, cos 0 = —le 
a:b = -lal |bl. 


ШЕШ Ángulos Diretores e Cossenos Diretores 


Os ângulos diretores de um vetor não nulo a são os ângulos o, 8 e y (no intervalo [0, 77]) 
que a faz com os eixos coordenados positivos x, y e z. (Veja a Figura 3.) 

Os cossenos desses ângulos diretores, cos а, cos 8 e cos y, são chamados cossenos dire- 
tores do vetor a. Usando o Corolário 6 com b substituído por i, obtemos 


aci а, 
8 cos а = — = — 
lalli] Jal 


(Isso pode ser visto diretamente na Figura 3.) 
Da mesma forma, temos 
da a3 


9 cos В = —- cos y = 
a| lal 


Elevando as expressões nas Equações 8 e 9 ao quadrado e somando, obtemos 


10 cosa + cos?B + cos?y = 1 


Podemos ainda usar as Equações 8 e 9 para escrever 
a = (ai, a, аз) = (lal cos а, lal cos В, lal cos у) 


= lal(cos æ, cos В, cos y) 
Portanto 


11 


EN 
E 


a = (cos а, cos B, cos y) 


que diz que os cossenos diretores de a sáo as componentes do vetor unitário de a. 


БЛ Determine os ángulos diretores do vetor a = (1, 2, 3). 
SOLUÇÃO Como |a| = М1? + 22? + 32 = V 14, as Equações 8 e 9 fornecem 


1 2 3 


cos & = Ла ba 


cos y = Ja 


22 a:b>0 
b 

0 agudo 

a:b=0 

NA 0= 7/2 

a:b<0 

0 b 0 obtuso 


FIGURA 2 


Visual 12.34 mostra uma animação 
da Figura 2. 


FIGURA 3 
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Visual 12.3B mostra como a Figura 


4 muda quando variamos a e b. 


FIGURA 4 
Projeção de vetores 


Ra 
[| cos 8 = comp, b 


FIGURA 5 


Projeção escalar 


e também 


= =1 1 e o === zl 2 e o = =1 3 e o 
а = cos | Ji 74^ В = cos Ji 58º y= cos VIA 37° ШЕШ 
ШЕШ Projeções 


A Figura 4 mostra as representações PÓ e PR de dois vetores a e b com a mesma origem P. 
Se Sé o, pé do perpendicular a partir de R à reta contendo PQ, então o vetor com represen- 
tação PS é chamado vetor projeção de b sobre a e é denotado por projab. (Você pode pen- 
sar nele como uma sombra de b.) 

A projeção escalar de b sobre a (também chamada componente de b ao longo de a) é 
definida como o módulo com sinal do vetor projeção, cujo valor é dado pelo número 
[Ы cos Ө, onde 0 é o ángulo entre a e b. (Veja a Figura 5.) Isso é indicado рог compa b. 
Observe que esse número é negativo se 7/2 < 0 < т. A equação 


a: b = Jal |b| cos 0 = lal(Ib|cos 0) 
mostra que o produto escalar de a por b pode ser interpretado como o módulo de a multi- 


plicado pela projecáo escalar de b sobre a. Uma vez que 


| b 
|| cos ө = 2 =-#—.ъ 
la] Jal 


a componente de b ao longo de a pode ser calculada tomando-se o produto escalar de b pelo 
versor de a. Resumindo, temos: 


Projeção escalar de b sobre a: comp, b = | al 
jeçã . a: b a а · b 
Vetor projecáo de b sobre a: proja b = | - | - | E | - z " 


FIGURA 6 


Observe que o vetor projecáo é a projecáo escalar vezes o versor de a. 


Determine a projeção escalar de b = (1, 1, 2) sobre a = (—2, 3, 1). 
SOLUÇÃO Como |а| = (-22 + 32 + 1? = 14, a projeção escalar de b sobre a é 


a-b (-2()-30)*-1Q) 3 


|а| "un un 


O vetor de projecáo é esse escalar multiplicado pelo versor de a: 


поа авас 
Ра Э Ута Ja] 14 7’ 14° 14 == 


compa b = 


Um uso de projeções ocorre em física, no cálculo do trabalho. Na Seção 6.4, no Volume 
I, definimos o trabalho exercido por uma força constante F movendo um objeto por uma dis- 
tância d como W = Fd, mas isso só se aplicava quando a força era exercida ao longo da reta 
de deslocamento do objeto. Suponha agora que a força constante seja um vetor F = PR com 
direção diferente da reta de deslocamento do objeto, como indicado na Figura 6. Se a força 
move o objeto de P a Q, então o vetor de deslocamento é D = PQ. O trabalho realizado é 
definido como o produto da componente da força ao longo de D pela distância percorrida: 


W = (|F| cos 0)|Ю| 


Do Teorema 3, temos 


12 W = |F||D|cos 0 = F - D 
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Assim, o trabalho realizado por uma força constante F é o produto escalar F - D, onde D é 
o vetor deslocamento. 


AMIA Um carrinho é puxado uma distância de 100 m ao longo de um caminho hori- 
zontal por uma forca constante de 70 N. A alca do carrinho é mantida a um ángulo de 35? 
acima da horizontal. Encontre o trabalho feito pela força. 


SOLUÇÃO Se F e D são os vetores força e deslocamento, respectivamente, como mostrado 
na Figura 7, então o trabalho realizado é 
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F 
W-F-:Dz-|FIIDI cos 35º 35º 
= (70)(100) cos 35º = 5 734 N: m = 5 734J RES 
FIGURA 7 
ma força é dada pelo vetor F = 3i move uma partícula do ponto 
ANA Uma força é dada pel Е = 3i + 4j + 5k partícula do p 
PQ, 1, 0) para o ponto Q(4, 6, 2). Determine o trabalho realizado. 
m => 
SOLUÇÃO O vetor deslocamento é D = РО = (2, 5, 2), portanto, utilizando a Equação 12, 
o trabalho realizado é 
W=F-D= (3, 4,5) : (2, 5, 2) 
=6+20 + 10 = 36 
Se a unidade de comprimento é o metro e а força é medida em newtons, o trabalho realiza- 
do é de 36 J. — 
123 | Exercícios 
1. Quais das seguintes expressões têm significado? Quais não 13. (а) Mostre quei-j=j:k=k-i=0. 
fazem sentido? Explique. (b) Mostre quei-i=j:j=k-k=1. 
(а) (a-b):c (b) (a · bje 
(c) lal(b - c) (d) a-(b 4 c) 14. Um vendedor vende a hambúrgueres, b cachorros-quentes e c 
(с) a:b4c (f lal-(b+o) refrigerantes em um determinado dia. Ele cobra $ 2 pelo ham- 
bürguer, $ 1,50 pelo cachorro-quente e $ 1 pelo refrigerante. Se 
2-10 Defina a - b. А = (а, Б, c) e P = (2, 1,5, 1), qual o significado do produto es- 
> .р°? 
2 a=(-2,3), b = (0,7, 1,2) çalar A Ey 
3 а= (-2 1 ) b = (—5, 12) 15-20 Determine o ángulo entre os vetores. (Encontre inicialmente uma 
bui | expressáo exata e depois aproxime o valor até a precisáo de um grau.) 
4 a=(6,-2,3), b = (2, 5, —1) 
| 15. a — (4,3), b = (2, –1) 
5. а= (4,1,2), b = (6, -3, –8 
на ( ] 16. a=(-2,5), b = (5,12) 
6 а= (5, 25, 35), b = (t, —t, 50) 
17. а = (3, —1, 5), b = (-2, 4, 3) 
7. a=i-2j+3k, b = 5i + 9k 
18. а = (4, 0, 2), b = (2, —1, 0) 
8. а= 3і + 2ј – Е, b = 4i + 5k 
19. а= 4i — 3j + К, Ь = 21 – К 
9. |а| = 6, |Ы = 5, eo ángulo entre a e b é 27/3. 
20. а=і + 2j — 2k, b = 4i — 3k 


10. la| 23, |bl = Мб, o ángulo entre a e b é 45º. 


11-12 Se и for um vetor unitário, defina u · veu · w. 


21-22 Determine, aproximando o valor até a precisáo de um grau, os 
trés ángulos do triángulo cujos vértices sáo dados. 


51. 12. bs 21. PQ,0, 00,3), — RG,4) 
22. A(1,0, -1, В(3, 2,0), C(1, 3, 3) 
u M 23-24 Determine se os vetores dados sáo ortogonais, paralelos ou 
bd T nenhum dos dois. 

23. (2a = (—5, 3,7), b = (6, —8, 2) 

(b) a = (4, 6), b = (3, 2) 
ш | (c)a = —i + 2j + 5k, р = 3i + 4) – К 

(d) a = 2i + 6j — 4k, b = —3i — 9j + 6k 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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24. (Ju = (-3,9, 6), 
(b)u =i- j + 2k, 
(с) и = (a, b, c), 


v = (4, —12, -8) 
v=2i-j+k 
v = (—b, a, 0) 


25. Use vetores para decidir se o triángulo com vértices P(1, —3, —2), 
QQ, 0, —4) e R(6, —2, —5) é retángulo. 


26. Determine os valores de x tais que o ángulo entre os vetores 
(2,1, —1) e (1, x, 0) seja 45º. 


21. Determine dois vetores unitários que sejam ortogonais ai + j e 
і + К. 


28. Ache dois vetores unitários que facam um ángulo de 60° com 
v — (3, 4). 


29-30 Encontre o ángulo agudo entre as retas. 
29. 2x -y 2 3, 3x ty —- 7 


30. x+2y=7, 5x —y -2 


31-32 Encontre os ángulos agudos entre as curvas nos seus pontos 
de interseção. (O ângulo entre as duas curvas é o ângulo entre as 
suas retas tangentes no ponto de intersecção.) 


32 y=senx, y=cosx, 0<x< 7/2 


33-37 Determine os cossenos diretores e os ângulos diretores do 
vetor. (Forneça o ângulo diretor com precisão de um grau.) 

33. (2,1,2) 34. (6,3, —2) 
35. і – 2j – ЗК 36. 3i+j+k 
37. (с, с, с), onde c > 0 


38. Se um vetor tem ángulos diretores a = 7/4 e B = 7/3, determine 
o terceiro ângulo diretor y. 


39-44 Determine o vetor projeção e a projeção escalar de b sobre a. 


39. a=(—5, 12), b = (4, 6) 

40. а = (1,4), b = (2, 3) 

4. а = (3,6, 2), b = (1, 2, 3) 
42. a-(-2,3, -6), b = (5, —1, 4) 
43. а= 21 — j + АК, b=j+3k 
44. a=i+j+k, b=i-j+k 


45. Mostre que o vetor ort, b = b — projab é ortogonal a a. (Este 
vetor é chamado projecáo ortogonal de b sobre a.) 


46. Paraos vetores do Exercício 40, determine ort, b e ilustre esbo- 
cando os vetores a, b, proja b e ort, b. 


47. Sea = (3,0, — 1), determine um vetor b tal que comp, b = 2. 


48. Suponha que a e b sejam vetores não nulos. 
(a) Sob quais circunstâncias comp, b = comp; a? 
(b) Sob quais circunstâncias proja b = projp а? 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


Encontre o trabalho feito por uma força F = 8i — 6j + 9k que 
move um objeto do ponto (0, 10, 8) para o ponto (6, 12, 20) ao 
longo de uma reta. A distância é medida em metros e a força em 
newtons. 


Um caminháo-guincho puxa um carro quebrado por uma es- 
trada. A corrente faz um ángulo de 30? com a estrada e a tensáo 
na corrente é 1.500 N. Quanto trabalho é feito pelo caminháo ao 
puxar o carro por 1 km? 


Uma mulher exerce uma força horizontal de 140 N em um en- 
gradado quando ela o empurra para subir uma rampa de 4 m de 
comprimento e com um ángulo de inclinação de 20º acima da 
horizontal. Calcule o trabalho realizado sobre a caixa. 


Encontre o trabalho feito por uma força de 100 N agindo na di- 
reção N50º W ao mover um objeto 5 metros para oeste. 


Use projeção escalar para mostrar que a distância de um ponto 
Px, yi) A reta ax + by t c — 0é 


[axi + by + c| 


JeF 


Use essa fórmula para determinar a distância do ponto (—2, 3) 
à reta Зх — 4y + 5 = 0. 


Ser = (х, у, 2), a = (ai, а, az) e b = (bi, b2, b3), mostre que a 
equação (r — a) - (r — b) = Orepresenta uma esfera e determine 
seu centro e raio. 


Calcule o ángulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas 
arestas. 


Calcule o ángulo entre a diagonal de um cubo e a diagonal de 
uma de suas faces. 


Uma molécula de metano, CH,, é estruturada com os quatro áto- 
mos de hidrogênio nos vértices de um tetraedro regular e o car- 
bono no centro. O ângulo de vínculo é o ângulo formado pela 
ligação H-C-H; é o ângulo entre as retas que ligam o carbono a 
dois átomos de hidrogênio. Mostre que esse ângulo de vínculo 
é de aproximadamente 109,5º. Dica: Tome os vértices do te- 
traedro nos pontos (1, 0, 0), (0, 1,0) , (0, 0,1) e (1, 1, 1), como 
mostra a figura. Mostre então que o centro é (5, 5, 5). 


Sec = |alb + |bla, onde a, b e c são vetores não nulos, mos- 
tre que c é a bissetriz do ângulo entre a e b. 


Demonstre as Propriedades 2, 4 e 5 do produto escalar (Teorema 2). 


Suponha que todos os lados de um quadrilátero tenham o mesmo 
comprimento e que os lados opostos sejam paralelos. Use veto- 
res para demonstrar que as diagonais são perpendiculares. 
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61. Utilize o Teorema 3 para demonstrar a Desigualdade de Cau- 


la + b|? = (a + b) · (a + b) e use a Propriedade 3 do pro- 


chy-Schwarz: duto escalar.] 
la -b| < lallbl 
63. A Lei do Paralelogramo afirma que 
62. A Desigualdade Triangular para vetores é la + bl? |a — >= 2 |a|? + 2|b]? 


la + Ы < lal + [bl (a) Dé uma interpretação geométrica da Lei do Paralelogramo. 
(b) Demonstre a Lei do Paralelogramo. (Veja a sugestáo do 


(a) Dé uma interpretacáo geométrica para a Desigualdade Trian- Exercício 62.) 


gular. 
(b) Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz do Exercício 61 para 64. Mostre que seu + veu — v forem ortogonais, então os vetores 
provar a Desigualdade Triangular. [Dica: Use o fato de que u e v devem ter o mesmo comprimento. 


LE O Produto Vetorial 


Dados dois vetores diferentes de zero a = (ai, a», az) e b = (bi, b», b3), é muito útil encon- 
trar um vetor náo nulo c que é perpendicular a a e b, como veremos na secáo seguinte e nos 
capítulos 13 e 14. Se c = (ci, c», сз) for tal vetor, então a: с = 0 e b · c = 0, e assim 


1 diC1 + a2 + азсз = 0 


2 bici T boc; + bacs =0 


Para eliminarmos сз, multiplicamos | 1 | por b; е |2| por az e subtraímos: 


13 | (арз — asbi)ei + (арз — азРро)с = 0 
A Equação 3 tem a forma рс + дс = 0, рага a qual uma solução óbvia é c = qe 
с = — p. Então, uma solução de |3|é 
Сі = арз — ash» c2 = азр —ajb; 


Substituindo estes valores em |1 |е [2 |, obtemos então 


Са = ab» — aabi 


Isso significa que um vetor perpendicular a ambos a e b é 


(ci, C2, сз) = (ab; — dab», azb, — abs, aiba — abi) Hamilton 


O produto vetorial foi inventado pelo matemáti- 
co irlandês Sir William Rowan Hamilton (1805- 
1865), que tinha criado um precursor de vetores, 
4| Definição Se a = (ai, a», as) e b = (bi, b», bs), então o produto vetorial de a e b chamado quatérnions. Aos 5 anos de idade, 
é o vetor Hamilton podia ler em latim, grego e hebraico. 
Aos 8, acrescentou o francês e o italiano, e aos 
ax b= (aobs — азр, азр — арз, ab» — abı) 10 podia ler em árabe e sânscrito. Na idade de 
21 anos, quando ainda era aluno de graduação 
no Trinity College, em Dublin, Hamilton foi 
Observe que o produto vetorial a X b e dois vetores a e b, ao contrário do produto esca- nomeado professor de Astronomia na Universi- 
lar, é um vetor, também chamado de produto cruzado. Observe que a X b só é definido se dade e Astrônomo Real da Irlanda! 
a e b são vetores tridimensionais. 
A fim de tornarmos a Definição 4 mais fácil de lembrar, usamos a notação de determi- 


nantes. Um determinante de ordem 2 é definido por 


a b 
c d 


O vetor resultante é chamado produto vetorial de a e b e é denotado por a X b. 


= ad — bc 


Por exemplo, = 2(4) — 1(-6) = 14 


2 1 
—6 4 
Um determinante de ordem 3 pode ser definido em termos dos determinantes de segunda 


ordem como: 
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q d аз 
b; bi bi bs bi b 
5 bi bz Рз = а da + as 
Ca Сз Ci C3 Ci Ca 
Cj C2 C3 


Observe que cada termo do lado direito da Equação 5 envolve um número a; da primeira 
linha do determinante, e a; é multiplicado por um determinante de segunda ordem obtido do 
determinante do lado esquerdo pela remoção da linha e da coluna em que aparece o elemento 
ai. Observe também que o sinal de menos aparece no segundo termo. Por exemplo, 


2 
1 

зо 1|-1? INS +(—1) 2 
4 2 =5 3 =5 4 

-54 2 


\ 


1(0 — 4) — 2(6 + 5) + (-1)012 — 0) = —38 


Se reescrevermos a Definição 4 utilizando determinantes de segunda ordem e a base 
canónica de vetores i, j е К, veremos que o produto vetorial do vetor a = aii + aj + ask 
por b = bii + bj + b3k é 


а аз 


b; b 


а аз 


bi Ъз 


2 


а\ а 
bi b 


6 axb= i= j+ k 


Em vista da semelhança entre as Equações 5 e 6, geralmente escrevemos 


i j k 
7 ахь= |а a» as 
bi ba bi 


Apesar de a primeira reta do determinante simbólico da Equação 7 ser constituída de veto- 
res, se fizermos a expansáo como se fosse um determinante comum usando a regra dada pela 
Equação 5, obteremos a Equação 6. A fórmula simbólica dada pela Equação 7 é provavel- 
mente o modo mais fácil de lembrarmos e calcularmos o produto vetorial. 


Sea = (1, 3, 4} eb = (2, 7, —5), então 


i j k 
axb=|1 3 4 
2 7 —5 
3 4 1 4 |. 1 3 
= i— j k 
7 | —5 2 = 2 7 


= (—15 — 28)i — (C5 - 8j + (7 – Ok = -43i+ 13) + К mem 


ЭИ Mostre que a X a = 0 para qualquer vetor a em V3. 
SOLUÇÃO Sea = (ai, a», аз), então 
i j К 
аха= [а a a 
d а а; 
= (aas — азаз)і — (ааз — aai) j + (ara, — аа) k 
=0i-0j+0k=0 Em 
Nós construímos o produto cruzado a X b de modo que ele seria perpendicular a ambos a e 


b. Esta é uma das propriedades mais importantes de um produto cruzado, então vamos enfa- 
tizá-la e confirmá-la no seguinte teorema. 
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8 | Teorema O vetor a X b é ortogonal tanto a a quanto a b. 


DEMONSTRAÇÃO Para mostrarmos que a X b é ortogonal a a, vamos efetuar seu produto 
escalar com segue: 


а аз 


b; bi bi b; 
= ai(asbs — азо) — ax(aibs — asbi)  as(aibo — abi) 


(a X b)*a 


aj — 


= à ,05b5 — ааз — азар; + һуазаз t ааз insi biasas 

=0 
Um cálculo semelhante mostra que a (a X b) - b = 0. Portanto a X b é ortogonal tanto a a 
quanto a b. Es 

Se a e b são representados por segmentos de retas orientados com mesma origem (como 

na Figura 1), então o Teorema 8 diz que a X b é um vetor perpendicular ao plano que passa 
por a e b. O sentido da direção de a X b é dado pela regra da mão direita: Se os dedos de sua 
mão direita se curvarem na direção (através de um ângulo inferior a 180º) de a para b, então 
seu polegar está apontando na direção e sentido de a X b. 


Conhecendo o sentido e a direção do vetor a X b, resta a descrição geométrica de seu 
módulo |a X Ы. Isso é dado pelo teorema seguinte. 


[9] Teorema Se 0 é o ángulo entre a e b (portanto O < 0 < т), então 
la X b| = lallbl sen Ө 


DEMONSTRAÇÃO Das definições de produto vetorial e norma de um vetor, temos 
[a x b|? = (ab; — azb} + (azbı — aba? + (а — аЬ)? 
= aibi — 2a;asbjbs + abi + aibi — 2aiazbıb; + aibi 
+ aibi — 2a1a2b1b, + азр? 
= (aj + az + a$)(bi + bi + b$) — (aibi + aab; + азрз)? 
= аЬ — (a - by 
—laf|bf — [аЬ 2соѕ20 (ео Teorema 123.3) 
= [аЬ (1 — cos?) 
= [а |Ы sen? 


Extraindo а raiz e observando que у/ѕеп20 = sen 0 porque sen 0 = 0 quando 0 < 0 x т, 
temos 


la X b| = lal|b| sen 6 == 


Como um vetor fica completamente determinado se conhecermos seu módulo, direção e 
sentido, podemos dizer que a X b é o vetor perpendicular aos vetores a e b, cuja orientação 
é determinada pela regra da mão direita, e cujo comprimento é [a||b| sen 0. De fato, é exa- 
tamente assim que os físicos definem a X b. 


Corolário Dois vetores diferentes de zero a e b são paralelos se e somente se 
axb=0 


DEMONSTRAÇÃO Dois vetores não nulos a e b são paralelos se e somente se 0 = 0 ou 7. Em 
ambos os casos sen 0 = 0, de modo que |a X b| = Ое, por conseguinte, a X b = 0. mmm 


FIGURA 1 
A regra da mão direita 
fornece a direção de a x b. 


Visual 12.4 mostra como a X b 
muda quando b muda. 


Caracterização geométrica de a X b 
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A interpretacáo geométrica do Teorema 9 pode ser vista examinando-se a Figura 2. Se 
a e b sáo tomados como segmentos de reta orientados com o mesmo ponto inicial, determi- 
nam um paralelogramo com base é [al, altura |b|sen 0 e com área 


\ 


\ 
(Өен? А = lal(|blsen 6) = |a X bl 


Então temos a seguinte forma de interpretar o módulo do produto escalar. 


FIGURA 2 


O módulo do produto cruzado a X b é igual à área do paralelogramo determinado por 
ae b. 


ЭН Encontre um vetor perpendicular ao plano que passa através dos pontos 
P(1,4,6,Q(-2, 5, - D e R(1, —1, 1). 


SOLUÇÃO O vetor РО х PR é perpendicular a ambos PÓ e PR e, portanto, perpendicular 
ao plano que passa por P, Q e R. Sabemos de (12.2.1) que 


PÓ-(-2- Di + (5 – 4j + (-1— 6k = —3i + j — 7k 
PR = (0 - Di + (C1 — 4j + (1 - 6k = —5j — 5k 


Calculando o produto cruzado desses vetores: 


i j k 
> > 
PO x PR = | -3 1 =7 
0 =5 =3 


= (5 — 35)i — (15 — 0)j + (15 – 0)k= -40i — 15j + 15k 


Logo, o vetor (—40, —15, 15) é perpendicular ao plano dado. Qualquer múltiplo por escalar 
náo nulo desse vetor, tal como (—8, —3, 3), é também perpendicular ao plano. Em 


ЭХЕ Encontre a área do triângulo com vértices P(1, 4, 6), Q(-2, 5, -1) e 
R(1, —1, 1). 


SOLUÇÃO No Exemplo 3 calculamos que PÓ X PR — (—40, —15, 15). A área do paralelo- 
gramo com lados adjacentes PQ e PR é o comprimento do produto vetorial: 


ІРО x PR|= v(-40P + (15) + 18? = 5/82 


A área A do triángulo PQR é metade da área desse paralelogramo, ou seja, 2/82. ШШШ 


Se aplicarmos os Teoremas 8 e 9 aos vetores da base canónica i, j е К usando 0 = 7/2, 


obtemos 
ixj=k jXk-i kxi=j 
jxi= -k kxj= -i ixXk--j 
Observe que 
а ixjejxi 


Portanto, o produto vetorial não é comutativo. Também 
ix(ixp=ixk=o—j 
Enquanto 
al üxpxjo0xj-0 


Logo, a propriedade associativa da multiplicação também não vale obrigatoriamente aqui; ou 
seja, em geral, temos 


(a X b) X cz aX (bx c) 


Entretanto, algumas das propriedades usuais da álgebra ainda valem para o produto vetorial. 
O teorema a seguir resume as propriedades dos produtos vetoriais. 
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11| Teorema Sea, bec são vetores e c é um escalar, então 


axb=-bXa 

. (ca) X b = c(a X b) = a Хх (cb) 
ax(b+c)=axb+axc 
.(a+b)xc=axc+bxe 
.a:(bXc)-(axb):c 
.aX(bXc)-(a-cob - (a: b)c 


о л A w кю — 


Podemos demonstrar essas propriedades escrevendo os vetores em termos de suas com- 
ponentes e usar a definicáo de produto vetorial. Faremos, a seguir, a demonstracáo da Pro- 
priedade 5 e deixaremos as outras como exercício. 


DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE 5 Sea = (а, a», аз), b = (bi, bo, b3) e € = (ci, c2, сз), então 


12| a-(b X c) = ai(bacs — bsc2) + axibsci — bic3) + ax(bico — baci) 


= aibzc3 — aibaco + asbscy — aabics + asbico — abc; 


= (ab; — asbz)ci + (азр; — aib3)ca + (а\Ь» — aabi)cs 


=(axb):c [==] 


ШЕШ Produtos Triplos 


O produto a - (b X c) que ocorre na Propriedade 5 é chamado produto misto ou produto 
triplo escalar dos vetores a, b e c. Observe, a partir da Equação 12, que podemos escrever 
o produto escalar triplo como um determinante: 


а da аз 
[13] а. (хе = | b bi 
Сі Сә ©з 


О significado geométrico do produto misto pode ser visto considerando-se о paralelepípe- 
do determinado pelos vetores a, b e c. (Veja a Figura 3.) A área da base do paralelogramo é 
A = |b X cl. Se Ө € o ángulo entre a e b X c, então a altura h do paralelepípedo é 
h = |а| |cos 6]. (Devemos utilizar | cos 0 | em vez de cos Ө caso 0 > 7/2.) Por conseguin- 
te, o volume do paralelepípedo é 


V = Ah = |b x с||а||соѕ 0| = |a* (b x е) | 


Assim, demonstramos a seguinte fórmula. 


FIGURA 3 


14| O volume do paralelepípedo determinado pelos vetores a, b e c é o módulo do 
produto misto: 


V= |a- (b X o 


Se usarmos a Fórmula |14 e descobrirmoXs que o volume do paralelepípedo determina- 
do a, b e c é 0, os três vetores precisam pertencer ao mesmo plano; isso quer dizer que eles 
são coplanares. 


БИШЕ Utilize o produto misto para mostrar que os vetores a = (1, 4, —7), 
b = (2, —1, 4) e c = (0, —9, 18) são coplanares. 


SOLUÇÃO Se usarmos a Equação 13 para calcular o produto misto, teremos: 
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FIGURA 4 


0,25 m 


FIGURA 5 
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1 4 -7 
a-(bxco|2 -1 4 
0 -9 18 

„ү dao Em 

-9 18 0 18 0 —9 


\ 


1(18) — 4(36) — 7(—18) = 0 


Portanto, por |14, o volume do paralelepípedo determinado por a, b e c é 0. Isso significa que 
a, bec sáo coplanares. EEE 

O produto a X (b X c) que ocorre na Propriedade 6 é chamado triplo produto vetorial 
de a, b e c. A Propriedade 6 será usada para deduzir a Primeira Lei de Kepler do movimen- 
to planetário no Capítulo 13. Sua demonstração é pedida no Exercício 50. 


ШШШ Torque 


A ideia de produto vetorial aparece muito frequentemente em física. Em particular, conside- 
ra-se uma força F agindo sobre um corpo rígido em um determinado ponto de um vetor posi- 
ção r. (Por exemplo, ao apertarmos um parafuso aplicando uma força a uma chave de boca, 
como na Figura 4, iremos girar o parafuso). O torque 7 (em relação à origem) é definido 
como sendo o produto cruzado dos vetores posição e força: 


T-rXF 


e mede a tendência do corpo para girar em torno da origem. A direção do vetor torque indi- 
ca o eixo de rotação. De acordo com o Teorema 9, o módulo do torque é 


[т| = lr X F|=Ir||F| sen 6, 


onde 0 é o ângulo entre o vetor posição e o vetor força. Observe que a única componente da 
força F que pode causar a rotação do objeto é a perpendicular a r, ou seja, |F| sen 0. O módu- 
lo do torque é igual à área do paralelogramo determinado por r e F. 


Sgt Um parafuso é apertado aplicando-se uma força de 40 N a uma chave de boca de 
0,25 m, como mostrado na Figura 5. Determine o módulo do torque em relação ao centro do 
parafuso. 


SOLUÇÃO O módulo do vetor torque é 
[т| = |r X F| = |г||Е| sen 75? = (0,25) (40) sen 75? 
= 10 sen 75? = 9,66 N:m 


Se o parafuso tem a rosca para a direita, o vetor torque é 


T = |v|n = 9,66 n 


onde n é um vetor unitário com direção perpendicular à página e sentido para dentro 
do papel. EE 


LE Exercícios 
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1-7 Determine o produto vetorial a X b e verifique que ele é orto- 
gonalaa eb. 


1 а= (6,0,2), b= (0,8,0) 
2 а= (1,1-1), b=(2,4,6) 
3 a=i+3j-2k b=-i+5k 


4 a=j+7k, b=2-j+4 


5 a-i-j-k b=3i+j+3k 
6 a=ti+costj+sentk, b=i-sentj+costk 


7. а= (1,1,0), Ъ= (2,2, 1) 


8 Sea=i-—2keb = j + k, calcule a X b. Esboce a,b ea X b 
como vetores com início па origem. 


9-12 Encontre o vetor, sem usar determinantes, mas usando pro- 
priedades do produto vetorial. 


9 üxjpxk 10. kx (= 2j 


Ti. (j — k) X (k —- i) 12. ü-pxGü-p 


13. Diga se cada expressão a seguir tem sentido. Se não, explique 
por quê. Se tiver, diga se é um vetor ou um escalar. 
(а) а: (b хс) (b) ах (b:c) 
(c) aX(bXoc) (d) a-(b-c) 
(e) (a-b) X(c- d) (D ахь: (сха) 


14-15 Calcule |u X v| e determine se u X v tem o sentido de entrar 
ou sair da página. 


M. 15. [v|=16 


|у|=5 
45 І 
Ts juj=12/ 120 


16. A figura mostra um vetor a no plano xy e um vetor b na direção 
de К. Os seus comprimentos são la] = 3 e |Ы = 2. 
(a) Encontre |a X bl. 
(a) Utilize a regra da mão direita para decidir se as componentes 
de a X b são positivas, negativas ou 0. 


1. Sea=(2,-1,3)eb=(4,2,1),encontrea X b e b X a. 


18. Sea =(1,0,1),b = (2, 1, 
aX(bxc)z(axb)xc. 


—1)ес = (0, 1, 3), mostre que 


19. Determine dois vetores unitários que sejam ortogonais a (3, 2, 1) 
e (-1, 1, 0). 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


20. Determine dois vetores unitários que sejam ortogonais a j — k 
ei + j. 

21. Mostre que 0 X a = 0 = a X 0 para qualquer vetor a em Vs. 

22. Mostre que (a X b) : b = 0 para todo vetor a e b em Va. 

23. Demonstre a Propriedade 1 do Teorema 11. 

24. Demonstre a Propriedade 2 do Teorema 11. 


25. Demonstre a Propriedade 3 do Teorema 11. 


26. Demonstre a Propriedade 4 do Teorema 11. 


27. Encontre a área do paralelogramo com vértices A(— 2,1), 
B(0, 4), C(4, 2) e D, — 1). 


28. Encontre a área do paralelogramo com vértices К(1, 2, 3), 
L(1, 3, 6), M(3, 8, 6 e NG, 7, 3). 


29-32 (a) Encontre um vetor não nulo ortogonal ao plano que passa 
pelos pontos P, Q e R e (b) calcule a área do triângulo PQR. 


29. P(1,0, 1), О(—2, 1, 3), R(4, 2, 5) 
30. P(0,0, —3), О(4, 2, 0), R(3,3,1) 
31. P(0, —2, 0), О(4, 1, —2) R(5, 3, 1) 
32. Р(— 1,3, 1), О(0, 5, 2), R(4, 3, —1) 


33-34 Calcule o volume do paralelepípedo determinado pelos veto- 
resa, bec. 


(6,3,-1), b= 
3. а=і+ј – К, 


w 

e 

e 
ll 


(0, 1, 2), 
b=i-j+k, 


c = (4, –2, 5) 


ec=-i+j+k 


35-36 Calcule o volume do paralelepípedo com lados adjacentes 
РО, PR e PS. 


35. P(—2, 1,0), 
36. P(3,0, D, 


002,3, 2), R(1, 4, — 1), 
Q(—1, 2, 5), R(5, 1, —1), 


S(3, 6, 1) 
S(0, 4, 2) 


37. Utilize o produto misto para mostrar que os vetores 
u =i + 5j — 2k, v = 3i — je w = 5i + 9j — 4k são coplanares. 


38. Use o produto misto para determinar se os pontos A(1, 3, 2), 
B(3, —1, 6), С(5, 2, 0) e D(3, 6, —4) pertencem ao mesmo plano. 


39. O pedal de uma bicicleta é empurrado por um pé com forca de 
60 N, como mostrado. A haste do pedal tem 18 cm de compri- 
mento. Determine o módulo do torque em relação a P. 


40. Determine a intensidade do torque em relação a P se for apli- 
cada uma força de 240 N, como mostrado. 
2m 


P 


734 


41. 


42. 


43. 
M. 


45. 
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Uma chave de boca com 30 cm de comprimento posicionada ao 
longo do eixo y aperta um parafuso colocado na origem. Uma 
força é aplicada no final do cabo da chave com direção dada por 
(0, 3, —4). Determine o módulo da força necessária para que o 
torque resultante no parafuso seja de 100 N-m. 


Seja v = 5j e seja u um vetor com comprimento 3 com início na 
origem e que gira no plano xy. Determine o máximo e o mínimo 
valor possível para u X v. Qual a direção e o sentido deu X v? 


Sea-b=vV3eaxb= (1, 2, 2), defina o ángulo entre a e b. 
(a) Defina todos os vetores v tal que 
(1,2, 1) X v = (3, 1, —5) 
(b) Explique por que não há nenhum vetor v tal que 
(1,2, 1) Ху = (3, 1, 5) 

(a) Seja P um ponto fora da reta L que passa através dos pontos 
Q e R. Mostre que a distância d a partir do ponto P para a reta 
Lé 

o la X bl 

lal 


d 


— — 
onde a = OR eb = ОР. 
(b) Use a fórmula da parte (a) para encontrar a distância o ponto 
P(1, 1, 1) à reta que passa por Q (0, 6, 8) e R (— 1, 4, 7). 
(a) Seja P um ponto fora do plano que passa pelos pontos О, А 
e 5. Mostre que a distância d de P para o plano é 
d la: (b x el 
la X b| 
2 > > 
OR,b = QS e c = ОР. 


(b) Use a fórmula da parte (a) para encontrar a distância do 
ponto P(2, 1, 4) em relação ao plano que passa pelos pontos 
QC, 0, 0), КОО, 2, 0) e S(0, 0, 3). 


Mostre que |a X b|?= lal? |b|? — (a * by. 


onde a 


AAA 


PROJETO DE DESCOBERTA 


48. Sea + b t c = 0, mostre que 
axb=bxXxc=cxXa 


49. Demonstre que (a — b) X (a + b) z 2(a X b). 
50. Demonstre a Propriedade 6 do Teorema 11, isto é, 
ах (b хое) = (a · с)Ь — (a: b)c 
51. Utilize o Exercício 50 para demonstrar que 
ax(bxco+bx(cxa+ex(axb)=0 
52. Demonstre que 


(ахь): (e X d) = E 


a:c b: 
а-а b:d 


53. Suponha que a 4 0). 
(a) Sea- b = a: с, é verdade que b = c? 
(b) Sea X b = a X с, é verdade que b = c? 
(с) Ѕеа ·Ь = а · сеа xX b= a X с, é verdade que b = с? 


54. Se vı, v2 е уз são vetores não coplanares, defina 


Vo X У; уз ХУ, 


= ү: (уз X v3) 


k; k2 


T vic (vo X va) 


Vi X Va 


k; = Vic (vo X v3) 
(Esses vetores aparecem no estudo de cristalografia. Vetores da 
forma niv; + nov? + пзуз, em que cada n; é um número inteiro, for- 
mam um reticulado para um cristal. Vetores escritos de forma seme- 
Ihante, em termos de k;, k2 e ks formam o reticulado recíproco). 

(a) Mostre que k; é perpendicular a v; se i = j. 

(b) Mostre que К; · v; = 1 parai = 1, 2, 3. 

1 
(c) Mostre que К, · (kz X ks) = у: (у X va) 


А GEOMETRIA DE UM TETRAEDRO 


Um tetraedro é um sólido com quatro vértices, P, Q, R e S, e quatro faces triangula- 
res, como mostrado na figura. 


P 1. Sejam vi, v», vs e V4 vetores de comprimentos iguais à área das faces opostas 
aos vértices P, O, R e S, respectivamente, e direções perpendiculares às res- 
pectivas faces e apontando para fora do tetraedro. Mostre que 


vict у + у; + ул=@ 


2. O volume V de um tetraedro é um terço da distância de um vértice à face oposta 
vezes a área dessa face. 
(a) Determine uma fórmula para o volume do tetraedro em termos das coorde- 
nadas de seus vértices P, Q, R e S. 
(b) Encontre o volume do tetraedro cujos vértices são P(1, 1, 1), Q(1, 2, 3), 
R(1,1,2)e S(3, —1, 2). 


3. Suponhamos que o tetraedro na figura tenha um vértice trirretangular $. (Isto 
significa que os trés ângulos de $ são todos ângulos retos.) Sejam A, B e C as 
áreas das três faces que encontram o vértice $, e seja D a área da face oposta 
PQR. Utilizando o resultado do Problema 1, mostre que 

D? = А? + В? + С? 


(Essa é uma versão tridimensional do Teorema de Pitágoras.) 
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125] Equações de Retas e Planos 


Uma reta no plano xy é determinada quando um ponto e uma direção (inclinação ou coefi- 
ciente angular da reta) são dados. A equação da reta pode ser então escrita utilizando-se a 
forma ponto-inclinação. 

Da mesma forma, uma reta L no espaço tridimensional é determinada quando conhece- z 
mos um ponto Po(xo, yo, zo) em L e a direção de L. Em três dimensões, a direção de uma reta 
é convenientemente descrita por um vetor. Seja v um vetor paralelo a L. Seja P(x, y, z) um 
ponto arbitrário sobre L e sejam ro e r os vetores posição de Po e P (isto é, eles têm repre- 
sentantes OP, e OP). Se a é o vetor com representante PoP, como na Figura 1, então pela 
Regra do Triângulo para soma dos vetores temos r = ro + a. Mas, uma vez que a e v são 
vetores paralelos, há um escalar t de tal modo que a = tv. Assim, 


Polxo» Уо, 20) 


1 г = го + Гу FIGURA 1 


que é a equação vetorial de L. Cada valor do parámetro t fornece o vetor posição г de um 
ponto em L. Em outras palavras, como f varia, a reta é traçada pela ponta do vetor г. Como 
a Figura 2 indica, os valores positivos de t correspondem a pontos em L que se encontram de 
um lado de Po, enquanto os valores negativos de t correspondem a pontos que se encontram 
do outro lado de Po. 

Se o vetor v, que fornece a direção da reta L, é escrito sob a forma de componentes 
v = (a, b, c), temos que ty = (ta, tb, tc). Também podemos escrever г = (х, у, 2) e 
Го = (хо, уо, Zo), de modo a equação do vetor | 1 | se torna 


(x, y, z) = (xo + fa, yo + tb, zo + tc) FIGURA 2 
Dois vetores iguais têm as componentes correspondentes iguais. Assim, temos trés equações 
escalares: 
2 x = xo + at y = yo + bt Zz — zo tct 


onde t є К. Essas equações são chamadas equações paramétricas da reta L, que passa pelo 
ponto Ро(хо, yo, zo) e é paralela ao vetor v = (a, b, c). Cada valor do parámetro t fornece um 
ponto (x, y, z) em L. 


| EXEMPLO 1 | A Figura 3 mostra a reta L do Exemplo 1 e 


(a) Determine as equagóes vetorial e paramétrica de uma reta que passa pelo ponto (5, 1, 3) de p comio ODIO DU SARUM 
e é paralela ao vetor i + 4j — 2k. d 
(b) Determine outros dois pontos na reta. 


SOLUCÁO 


(a) Aqui ro = (5, 1, 3) = 5i + j + 3k e v= i + 4j — 2k, portanto, a equação do vetor | 1 | se 
torna 


г = (Si + j + 3k) + і + 4j — 2k) 


ou r=(5+pi+(1+4ġj+ 8-2k 


As equações paramétricas são 


FIGURA 3 


x=5+t y=1+4 z723-—2t 


(b) Escolhendo o valor do parámetro t = 1 temos x = 6, y = 5ez = 1, assim (6, 5, 1) é um 
ponto sobre a reta. Da mesma forma, t = —1 corresponde ao ponto (4, —3, 5). [== 


A equação vetorial e as equações paramétricas de uma reta não são únicas. Se trocarmos 
o ponto ou o parâmetro ou escolhermos um vetor paralelo diferente, a equação muda. Por 
exemplo, se, em vez do ponto (5, 1, 3) escolhermos o ponto (6, 5, 1) no Exemplo 1, as equa- 
ções paramétricas da reta se tornam 


x=6+t y =5+4 z=1-2t 
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Ou, se mantivermos o ponto (5, 1, 3), mas escolhermos o vetor paralelo 2i + 8j — 4k, che- 
garemos às equações 


х=5 + 21 у= 1+ 81 z—3-—4t 


Em geral, se um vetor v = (a, b, c) é usado para descrever a direção de uma reta L, então 
os números a, b e c são as componentes do vetor diretor de L. Uma vez que qualquer vetor 
paralelo v também pode ser usado, vemos que quaisquer três números proporcionais a a, b e 
c poderiam também ser usados como componentes do vetor diretor de L. 

Outra maneira de descrever uma reta L é eliminar o parâmetro t das Equações 2. Se 
nenhum dos números a, b e c for 0, podemos isolar t em cada uma das equações e igualar os 
resultados, obtendo 


Essas equações são chamadas equações simétricas de L. Observe que os números а, be c 
que aparecem nos denominadores das Equações 3 são as componentes do vetor diretor de L, 
isto é, as componentes de um vetor paralelo ao vetor diretor de L. Se a, b ou c é 0, ainda 
podemos eliminar t. Por exemplo, se a = 0, podemos escrever as equações de L como 


JM Le AN 


b с 


X = Xo 
Isso indica que a reta L pertence ao plano vertical x — xo. 


EXEMPLO 2 


(a) Determine as equações paramétricas e simétricas da reta que passa pelos pontos 
AQ, 4, —3) e B(3, —1, 1). 
(b) Qual a intersecção dessa reta com o plano xy? 


A Figura 4 mostra a reta L do Exemplo 2 e o 
ponto P de intersecção com o plano xy. 


SOLUÇÃO 
(a) Não nos foi dado de forma explícita o vetor paralelo à reta, mas observe que o vetor v 
com representação AB é paralelo à reta e 

у=(3—2,—1—4,1—(—3)у)у=(1,—5,4) 


Assim, os números diretores sáo а = 1,b = —5 е с = 4. Considerando o ponto (2, 4, —3) 
como P», vemos que as equações paramétricas |2| são 


х=2 +1 у= 4 — 51 z=-3+4 


e as equações simétricas |3 | são 


FIGURA 4 


x—2 y-4 2+3 


1 =5 4 


(b) A reta intercepta o plano xy quando z = 0; então, tomando z = 0 nas equações simétri- 
cas, obtemos: 


o que fornece x = Le y- І, portanto a reta intercepta o plano ху no ponto (E 1, 0) HM 


Em geral, o procedimento do Exemplo 2 mostra que as componentes do vetor diretor da 
reta L que passa pelos ponto Ро(хо, yo, zo) e Pi(x1, yi, zi) 580 xı — хо, Yı — yo e zi — zoe as 
equações simétricas de L são 

X — Xo _ y = yo _ 2 — 20 


X1 — Xo yı Уо 21 — 20 


Frequentemente precisamos de uma descricáo, náo de uma reta inteira, mas apenas de um 
segmento de reta. Como, por exemplo, poderíamos descrever o segmento de reta AB no 
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Exemplo 2? Se colocarmos f = 0 nas equações paramétricas no Exemplo 2(a), temos o ponto 
(2, 4, —3) e se colocarmos t = 1, temos (3, —1, 1). Assim, o segmento de reta é descrito pelas 
equações paramétricas 


x=2+t y=4-5t 2=-3+4 0О<г<1 
ou pela equação vetorial correspondente 
r(t) = (2 4 — 5t, —3 + 40 0<t<1 


De um modo geral, sabemos a partir da Equação 1 que a equação vetorial de uma reta par- 
tindo (do fim) de vetor го na direção de um vetor v é г = ro + tv. Se a reta também passa 
por (a ponta) ri, então podemos tomar v = rı — ro e então sua equação vetorial é 


r = ro + f(ri — ro) = (1 — fro + tri 


O segmento de reta de ro até rı é dado pelo intervalo do parámetro 0 = f = 1. 


4 O segmento de reta de ro até гу é dado pela equação vetorial 
r(t) = (1 — Bro + tri 0 == 1 


ЭО Mostre que as retas Li е Lz com as equações paramétricas dadas por 
x=1+t у= -2 + 31 21= 4-1 
х = 25 у= 3+5 = —3 + 45 


são retas reversas, isto é, são retas que não se interceptam e não são paralelas (não perten- 
cendo, portanto, a um mesmo plano). 


SOLUÇÃO As retas não são paralelas, pois seus vetores diretores (1, 3, — 1) e (2, 1, 4) não são 
paralelos. (As componentes não são proporcionais.) Se Lı e L; tivessem um ponto de inter- 
secção, haveria valores de t e s tal que 


1+ t=2s 
—2+3t=3+s 
4— t=-3+4s 


А 2 = BE _ 8 = У 
Mas, se resolvermos as primeiras duas equações, obteremos t = 5 e s = s, que não satisfa- 
zem a terceira equação. Não existem valores para t e s que satisfaçam as trés equações, por- 
tanto Lı e L não se interceptam. Desse modo, L, е L são retas reversas. шш 


ШЕШ Planos 


Enquanto as retas no езрасо sáo facilmente determinadas por um ponto е um vetor diretor, 
um plano é um pouco mais complicado de descrever. Um ünico vetor paralelo ao plano dese- 
jado não é suficiente para fixar a “direção” do plano, mas um vetor que seja perpendicular a 
esse plano define de modo completo sua “direção”. Então, um plano no espaço fica determi- 
nado se conhecermos um ponto Po(xo, yo, zo) no plano e um vetor n que seja ortogonal ao 
plano. Esse vetor ortogonal n é chamado vetor normal. Seja P(x, y, z) ser um ponto arbi- 
trário no plano e sejam ro e г os vetores posição Py e P. Então o vetor r — ro é representado 
por РоР. (Veja a Figura 6.) O vetor normal n é ortogonal a todo vetor do plano. Em particu- 
lar, n é ortogonal a r — ro e assim temos 


5 п · (г = го) = 0 


que pode ser reescrito como 


6 n:r-—n-:ro 


Tanto a Equação 5 quanto a Equação 6 são chamadas equação vetorial do plano. 


As retas Lı е L; do Exemplo З são reversas е 
estão na Figura 5. 


FIGURA 5 


FIGURA 6 
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FIGURA 7 


A Figura 8 mostra a parte do plano do Exemplo 
5 delimitada pelo triángulo POR. 


FIGURA 8 
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R(5, 2, 0) 


Para obtermos uma equação escalar para o plano, escrevemos n = (a, b, с), г = (x, y, 2) 
€ ro = (Xo, yo, zo). Então a equação [5| se transforma em 


(a, b, с) x — Xo y — yo Z — Zo) = 0 


ou 


7 а(х — xo) + by — уо) + e(z = zo) = 0 


A Equação 7 é a equação escalar do plano que passa por Po(xo, yo, zo) com vetor normal 
n = (a, b, с). 


ЭХЕ Determine uma equação do plano que passa pelo ponto (2, 4, — 1) e tem como 
vetor normal n = (2, 3, 4). Encontre também suas intersecções com os eixos coordenados e 
faça um esboço do plano. 


SOLUÇÃO Tomando а = 2, b = 3,c = 4, xo = 2, yo = 4ezo = —1 na Equação 7, vemos que 
uma equação do plano é 


2(х — 2) + З3(у—4)+4(@+1)=0 
ou 2x + 3y + 4z = 12 


Para encontrarmos a intersecção com o eixo x, colocamos y = z = 0 nesta equação e obtemos 
x = 6. Da mesma forma, a intersecção com o plano y é 4 e a intersecção com o plano z é 3. Isso 
nos permite esboçar a porção do plano pertencente ao primeiro octante (veja a Figura 7). EEEE 

Agrupando os termos na Equação 7 como fizemos no Exemplo 4, podemos reescrever a 
equação do plano como 


8 ах t by+cz+d=0 


onde d = —(axo + byo + czo). A Equação 8 é chamada equação linear em x, y e z. Recipro- 
camente, pode ser mostrado que, se a, b e c não são todos nulos, a equação linear |8 | repre- 
senta um plano cujo vetor normal é o vetor (a, b, c). (Veja o Exercício 81.) 


Encontre uma equação do plano que passa pelos pontos Р(1, 3, 2), QG, — 1, 6) 
e R(5, 2, 0). 


= > > 
SOLUÇÃO Os vetores a e b correspondentes a PO e PR são 
а = (2, —4, 4) b = (4, —1, -2) 


Como tanto a quanto b pertencem ao plano, seu produto vetorial a X b é ortogonal ao plano 
e pode ser tomado como o vetor normal. Assim, 


i j k 
n=axb=|2 -4 4|= 121+ 20ј + 14k 
4 -1 -2 


Com o ponto P(1, 3, 2) e o vetor normal n, uma equação do plano é 
12(x — 1) + 200 — 3) + 14(z - 2) = 0 


ou бх + 10у + 7z = 50 NEN 


IIS Determine o ponto no qual a reta com equações paramétricas x = 2 + 3t, 
y = —At,z = 5 + t intercepta o plano 4x + 5y — 2z = 18. 


SOLUÇÃO Substituímos as expressões x, y e z das equações paramétricas na equação do plano: 
4(2 + 31) + 5(—A4t) — 25 + t) = 18 


Isto simplifica a — 10t = 20, portanto, t = —2. Por conseguinte, o ponto de interseção ocorre 
quando o valor do parâmetro é t = —2, Então х = 2 + 3(-2) = —4, y = -4(-2) = 8, 


VETORES E A GEOMETRIA DO ESPACO 739 


z = 5 — 2 = 3e, portanto, o ponto de interseção é (—4, 8, 3). E 
Dois planos sáo paralelos se seus vetores normais sáo paralelos. Por exemplo, os planos 
X + 2y — 3z = 4 e 2x + 4y — 6z = 3 são paralelos porque os seus vetores normais são 
n; = (1,2, —3) e m = (2, 4, —6) e m = 2. Se dois planos não são paralelos, eles se inter- 
ceptam em uma reta, e o ángulo entre os dois plano é definido como o ángulo entre os veto- 
res normais aos planos (veja o ángulo 0 na Figura 9). 


EXEMPLO 7 


(a) Determine o ângulo entre os planos x + y + = = lex —2y + 32 = 1. 
(b) Determine as equações simétricas da reta intersecção L desses dois planos. 


SOLUÇÃO 
(a) Os vetores normais a esses planos são 


n; = (1, 1, 1) m = (1, —2, 3) 


Portanto, se 0 é o ângulo entre os dois planos, o Corolário 12.3.6 fornece 


cos 0 = i, M 
[ml na] 


2 
Ө = соз | — | = 72? 
42 


(b) Primeiro precisamos encontrar um ponto em L. Por exemplo, podemos achar o ponto 
onde a reta intercepta o plano xy tomando z = 0 na equação dos dois planos. Isso fornece as 
equações x + y = 1 ex — 2y = 1, cuja solução é x = 1, y = 0. Portanto, o ponto (1, 0, 0) 
encontra-se em L. 

Observe que, como L pertence a ambos os planos, é perpendicular ao vetor normal de 
ambos os planos. Então, um vetor v paralelo a L é dado pelo produto vetorial 


101) + 1-2) +13) 2 
VI+1+1/1+4+9 42 


i j k 
v=nXm=|1 1 1|=5i-2j-3k 
1-2 3 


e assim as equações simétricas de L podem ser escritas como 


x= 1 y 2 


5 =2 =з 


OBSERVAÇÃO Como uma equação linear nas variáveis x, у е z representa um plano e dois 
planos não paralelos se interceptam em uma reta, segue que duas equações lineares podem 
representar uma reta. Os pontos (x, y, z) que satisfazem a ambas as equações 
ax + biy + cz +4, = 0 e ax + bay + cx; + dz = 0 pertencem a ambos os planos, e assim 
esse par de equações lineares representa a reta interseção dos planos (se eles não forem para- 
lelos). Por exemplo, no Exemplo 7, a reta de L foi dada como a reta de intersecção dos pla- 
nosx+y+z=lex-— 2y + 3z = 1. As equações simétricas que encontramos рага L podem 
ser escritas como 


que é um par de equações lineares. Elas descrevem L como a reta intersecção dos planos 
(x = 1y5 = y/(—2) e у/(—2) = z/(—3). (Veja a Figura 11.) 
Em geral, quando escrevemos as equações de uma reta na forma simétrica 
ATX _ YT Yo _ 
a b c 


Z — 20 


podemos pensar na reta como a intersecção de dois planos 
х Хо у уо утуо _ Z7% 


a b ? b с 


FIGURA 9 


A Figura 10 mostra os planos do Exemplo 7 e a 
reta de intersecção L. 


FIGURA 10 


Outro modo de determinar a reta de intersecção 
é resolver a equação do plano para duas 
variáveis em função da terceira, que será 
tomada como parámetro. 


x-l y 
2 = 5 =2 
1 E, 
E y z Eis) 
2 13 
=] 2 | 
- Е EH 
cO 2 
—1 0 à i 0: 1 
y 2 X 
FIGURA 11 


A Figura 11 mostra como a reta / do Exemplo 7 
pode também ser vista como a interseccáo dos 
planos obtidos a partir de suas equações 
simétricas. 
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FIGURA 12 


ЭХ Determine a fórmula da distância D de um ponto Pi(xi, yi, zi) ao plano 
ax t by t cz t d = 0. 


SOLUÇÃO Seja Ро(хо, yo, zo) um ponto qualquer do plano dado e seja b o vetor correspondente 
а PoP,. Então, 


b = (xi хо, yi уо, zi — zo) 


Da Figura 12 podemos ver que a distância D de P, até o plano é igual ao valor absoluto da 
projeção escalar de b sobre o vetor normal n = (a, b, c). (Veja a Seção 12.3.) Assim, 


|n: b| 

[п | 
_ [aGa = xo) + bi уо) + с(а — zo) | 
= | (axi + by; + cz) — (axo + byo + czo) | 
MR 


D =|compb| = 


Uma vez que P» se situa no plano, as suas coordenadas satisfazem a equação do plano e por 
isso temos axo + byo + czo + d = 0. Assim, a fórmula para D pode ser escrita como 


9 p= 1e + bn + ca + d| E 
Va? + b? + c? 


ЭЕ Determine a distância entre os dois planos paralelos 10x + 2y — 2z = 5e 
5x ty-z-l. 


SOLUÇÃO Observemos primeiro que os dois planos são paralelos, pois seus vetores normais 
(10,2, —2) e (5, 1, — 1) são vetores paralelos. Para achar a distância D entre os planos, esco- 
lhemos um ponto qualquer em um plano e calculamos sua distância ao outro plano. Em par- 
ticular, se tomarmos y = z = 0 na equação do primeiro plano, obteremos 10x = 5 e, portanto, 
G, 0, 0) é um ponto desse plano. Pela Fórmula 9, a distância entre [5 0, 0) e o plano 
5x ty—-z—1l1-0é 


p- 150) +10) 10) | 3 v3 
J52? + P + (=1) 343 6 
Assim, a distância entre os planos é 3/6. EE 


No Exemplo 3 mostramos que as retas 
Li: x=1+t у= -2 +31 z=4-t 
Lo: x=2s y=3+s z= —3 + 45 
sáo retas reversas. Determine a distáncia entre elas. 


SOLUÇÃO Como as duas retas / e L, são reversas, elas podem ser vistas como pertencentes 
aos planos paralelos P, e Р». A distância entre Г е L é igual à distância entre P; e P», que 
pode ser calculada como no Exemplo 9. O vetor normal a ambos os planos precisa ser orto- 
сопа] aos vetores v, = (1, 3, — 1) (vetor diretor de Д) e v; = (2, 1, 4) (vetor diretor de L2). 
Assim, o vetor normal é dado por 


i j k 
n=vXw=|13 1|=13i- 6j — 5k 
2 1 4 


Se colocarmos s = 0 nas equações de Г, temos o ponto (0, 3, —3) em /„ e então a equação 
de Р» é 


13(х – 0) – 6(у = 3) – 52+ 3) =0 ou 
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13x — 6у – 52 +3 = 0 


Tomando agora t = 0 na equação de Lı, obtemos o ponto (1, —2, 4) em Pı. Assim, a distán- 
cia entre Lı e L é a mesma que a distância a partir de (1, —2, 4) até 13x — 6y — 5z +3 = 0. 
Pela Fórmula 9, esta distáncia é 


_ [130 -6(-2 – 504) +3] _ 


8 


/A3? + (7-6)? + (—5)? 


125] Exercícios 


1. 


y 230 


= 0,53 


Determine se são verdadeiras ou falsas as seguintes afirmações. 
(a) Duas retas paralelas a uma terceira sáo paralelas. 

(b) Duas retas perpendiculares a uma terceira sáo paralelas. 
(c) Dois planos paralelos a um terceiro sáo paralelos. 

(d) Dois planos perpendiculares a um terceiro sáo paralelos. 
(e) Duas retas paralelas a um plano sáo paralelas. 

(f) Duas retas perpendiculares a um plano sáo paralelas. 

(g) Dois planos paralelos a uma reta sáo paralelos. 

(h) Dois planos perpendiculares a uma reta sáo paralelos. 

(1) Dois planos ou se interceptam ou são paralelos. 

(j) Duas retas ou se interceptam ou sáo paralelas. 

(k) Um plano e uma reta ou se interceptam ou são paralelos. 


2-5 Determine uma equação vetorial e equações paramétricas para 


a reta. 

2. Areta que passa pelo ponto (6, —5, 2) e é paralela ao vetor 
(1,3, —3) 

3. A reta que passa pelo ponto (2, 2,4, 3,5) e é paralela ao vetor 
3i + 2j — k 

4. A reta que passa pelo ponto (0, 14, —10) e é paralela à reta 
x=->-1+2,y=6-3t,2=3+0t 

5. А reta que passa pelo ponto (1, 0, 6) e é perpendicular ao plano 


x+3y+7=5 


6-12 Determine as equações paramétricas e as equações simétricas 


para a reta. 

6. A reta que passa pela origem e pelo ponto (1, 2, 3) 

7. A reta que passa pelos pontos (0. » 1) e (2, 1, —3) 

8. Areta que passa pelos pontos (1,0, 2,4, 4,6) e (2,6, 1,2, 0,3) 

9. А reta que passa pelos pontos (— 8, 1, 4) e (3, —2, 4) 

10. A reta que passa por (2, 1, 0) e é perpendicular tanto a i + j 
quanto j + k 

1. A reta que passa por (1, —1, 1) e é paralela à reta 
x42 y =2=3 

12. Areta de intersecção dos planos x + 2y + 32=1lex—y+z=1 

13. A reta que passa por (—4, —6, 1) e (—2, 0 —3) é paralela à reta 
que passa pelos pontos (10, 18, 4) e (5, 3, 14)? 

1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


A reta que passa por (—2, 4, 0) e (1, 1, 1) é perpendicular à reta 
que passa pelos pontos (2, 3, 4) e (3, —1, —8)? 


(a) Encontre equações simétricas para a reta que passa pelo 

ponto (1, —5, 6) e é paralela ao vetor (—1, 2, —3). 

(b) Determine os pontos nos quais a reta da parte (a) intercepta 
os planos coordenados. 


(a) Encontre as equações paramétricas da reta que passa por 
(2, 4, 6) e é perpendicular ao plano x — y + 3z = 7. 
(b) Em que pontos essa reta intercepta os planos coordenados? 


Ache a equação vetorial рага o segmento de reta de (2, — 1, 4) а 
(4, 6, 1). 


Encontre as equações paramétricas para o segmento de reta de 
(10,3, 1) a (5, 6, —3). 


19-22 Determine se as retas Lı e Lz são paralelas, reversas ou con- 
correntes. Se forem concorrentes, determine seu ponto de intersec- 


cáo. 


19. 


20. 


І:х=3 +21, y=4-t z=1+3 
Lo: x=1+4s, y=3-2s, z=4+ 5s 
І:х= 5 – 121, y=3+9s, z=1—3t 
Ілх= 3 + 85, у= – 65, 2= 7 + 25 


21. Lı: 
1 =2 —3 
Es x—3 y+4 2-2 
1 3 =7 
=] =2 
2. Li >=% =t 
1 —1 3 
A x—2 ^ y=3 2 
2 =2 


23-40 Determine a equação do plano. 


23. 


24. 


O plano que passa pelo ponto (6, 3, 2) e é perpendicular ao vetor 
(—2, 1, 5) 


Plano que passa pelo ponto (4, 0, —3) e cujo vetor normal é 


j+2k 
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25. O plano que passa pelo ponto (— 1, 5, 3) e cujo vetor normal é 
i+4j+k 


26. O plano que passa pelo ponto (2, 0, 1) e é perpendicular a reta 
x=3,y=2-—-t,2=3+4t 


27. O plano que passa pelo ponto (1, —1, — 1) e é paralelo ao plano 
5x—y-zs6 


28. O plano que passa pelo ponto (2, 4, 6) e é paralelo ao plano 
z=x +) 


29. O plano que passa pelos pontos (1, 5 1) e é paralelo ao plano 
xtytz-0 


30. O plano que contémaretax = 1 +, у = 2 – 1,2 = 4 —3teé 


paralelo ao plano 5х + 2y +z = 1 
31. О plano que passa pelos pontos (0, 1, 1), (1, 0, D, e (1, 1, 0) 
32. O plano que passa pela origem e pelos pontos (2, —4, 6) e (5, 1, 3) 


33. O plano que passa pelos pontos (3, — 1, 2), (8,2, 4), e(— 1, —2, 
—3) 


34. O plano que passa pelo ponto (1, 2, 3) e contém a reta x = 3t, 
y=1+£2=2-t 


35. O plano que passa pelo ponto (6, 0, —2) e contém a reta 
x=4-—2,y=3+5tz=7+4t 


36. O plano que passa pelo ponto (1, —1, 1) e contém a reta com 
equações simétricas x = 2y = 3z 


37. O plano que passa pelo ponto (—1, 2, 1) e contém a reta de in- 
terseção dos planos x + y — z = 2e 2x — y + 3z = 1 


38. O plano que passa pelos pontos (0, —2, 5) e (—1, 3, 1) e é per- 
pendicular ao plano 2z = 5x + 4y 


39. O plano que passa pelo ponto (1, 5, 1) e é perpendicular aos pla- 
nos 2х + y — 2z = 2ех +3z=4 


40. O plano que passa pela reta de intersecção dos planos x — z = 1 
e y + 2z = 3 e é perpendicular ao plano x + y — 2z =1 


41-44 Use as intersecções com os eixos coordenados como uma 
ajuda para esboçar o plano. 


M. 2x+5y+2=10 42. 3x+y+22=6 


43. бх — Зу + 4: = 6 4. бх + 5у – 35 = 15 


45-47 Determine o ponto no qual a reta intercepta о plano dado. 


45. x=3-t y=2+t, 2=5t, x—y+22=9 


46. x=1+2, y=4t, z—-2—35 x+2y-2+1=0 


4. x=y-=1=2; 4x-y+3=8 


48. Em que ponto a reta que passa por (1, 0, 1) e (4, —2, 2) inter- 
cepta o plano x + y + = 6? 


49. Determine as coordenadas do vetor diretor da reta intersecgáo 
dos planosx+y+z=1lex+z=0. 


50. Determine o cosseno do ángulo entre os planosx+y+z=0 


ех + 2у + 32 = 1. 


51-56 Determine se os planos sáo paralelos, perpendiculares ou 
nenhum dos dois. No caso de nenhum dos dois, calcule o ángulo 
entre eles. 


У. x c 4y – 32 = 1, 3x + бу + 7: = 0 


52. 2z = 4у — x, 3x — 12у + 62-1 


53. xty+tz=l, x—-ytz-l 


54. 2x 


3yt4z—5, х+бу + 4: = 3 


5b. х= 4у – 24, 8y = 1 + 2x + 4z 


56. х + 2у + 25 = 1, 2x - у + 22 = 1 


57-58 (a) Determine as equações simétricas da reta intersecção dos 
planos e (b) determine o ángulo entre os planos. 


57. х+у+х=1, х + 2у + 25 = 1 


58. 3x – 2y +z =1, 2х + y – 32 = 3 


59-60 Encontre equações simétricas para а reta de intersecção dos 
planos. 


59. 5x —2y -2z- 1, dxctytz-6 


60. z=2x—-y—5, х= 4х + Зу – 5 


61. Determine uma equação do plano constituído de todos os pon- 
tos que sáo equidistantes dos pontos (1, 0, —2) e (3, 4, 0). 


62. Determine uma equação do plano constituído de todos os pon- 
tos que sáo equidistantes dos pontos (2, 5, 5) e (—6, 3, 1). 


63. Determine a equacáo do plano que x intercepta o eixo x em a, o 
eixo y em b e o eixoz em c. 


64. (a) Determine o ponto dado pela intersecção das retas: 
г = (1,1,0) +1(1, —1, 2) 
г = (2,0, 2) + s(—1, 1, 0) 
(b) Determine a equação do plano que contém essas retas. 


65. Encontre as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto 
(0, 1, 2), é paralela ao plano x + y + z = 2 e é perpendicular à 
retax=1+ty=1->mt,2=2ft. 


66. Determine as equacóes paramétricas da reta que passa pelo 
ponto (0, 1, 2), é perpendicular à retax=1+ty=1-—t, 
z = 2t e intercepta essa reta. 


67. Quais dos quatro planos seguintes sáo paralelos? Existem dois 
coincidentes? 


Pi: Зх + бу – 3z = 6 
Рз: 9y = 1 + 3x + 6z 


Р»: 4х — 12y + 8: = 5 
Раг = х + 2у – 2 


68. Quais das quatro retas seguintes sáo paralelas? Existem duas 
coincidentes? 


Li:x-—1- 6t, y=1-3t, z=121+5 
1„:х = 1+ 21, у=1, z=1+4t 
L5:2x-2=4-—4y=z+1 

La: т = (3, 1,5) + КД, 2, 8) 


69-70 Utilize a fórmula que aparece no Exercício 45 da Segáo 12.4 
para determinar a distáncia do ponto á reta dada. 


69. (41,25 x=1+4 y-3-2t 2=4-3t 


70. (0, 1, 3); 


х= 21, у=6- 21, = 3 +1 


71-72 Determine а distáncia do ponto ao plano dado. 


7. (1, —2,4), 3x + 2у + 6х = 5 


72. (—6,3, 5), х- 2у - 4 = 8 


73-74 Determine а distáncia entre os planos paralelos dados. 
13. 2x - Зу +: = 4, 4x — бу + 22 = 3 


14. 6z = 4у – 25, 9: = 1 – 3x + бу 


75. Mostre que а distáncia entre os planos paralelos 


ax + by + cz + di = 0eax + by t ez t d; = 0é 


[di 2! 


O Jart bF e? 


76. Determine as equações dos planos que são paralelos ao plano 
x + 2y — 2z =1 e que distam duas unidades dele. 


77. Mostre que as retas com equações simétricas x = y = z e 
x + 1 = y/2 = z/3 são reversas e determine a distância entre elas. 


PROJETO DE LABORATÓRIO 


78. 


79. 


81. 


82. 
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Encontre a distância entre as retas de inclinação com equações 
paramétricas x = 1 + t, y = 1 + 6t,z = 2tex = 1 + 2s, 
у= 5 + 15s,z = —2 + 6s. 


Seja L; a reta que passa pela origem e pelo ponto (2, 0, — 1). Seja 
Lə a reta que passa pela origem e pelo ponto (1, —1, 1) e 
(4, 1, 3). Encontre a distância entre L; e Lo. 


Seja Lı a reta que passa pela origem e pelo ponto (1, 2, 6) e 
(2, 4, 8). Seja L2 a reta de interseção dos planos тг e 772, onde 
Tı éo plano x-y + 2z + 1 = 0 e л» é o plano que passa pelos 
pontos (3, 2, — 1), (0, 0, 1) e (1, 2, 1). Encontre a distáncia entre 
Li e L. 


Se a, b e c não são todos nulos, mostre que a equação 
ax + by + cz + d = 0 representa um plano e (a, b, c) é o vetor 
normal ao plano. 


Dica: Suponha a з 0 e reescreva a equação na forma 


ds i г) Р р(у = 0) + с(х – 0) = 0 


Dé а interpretacáo geométrica de cada família de planos. 
()x+ty+tz=c (D x+y+cz=1 
(c)ycos0 + zsen ð = 1 


COLOCANDO O 3D EM PERSPECTIVA 


reta resultante. 


Programadores de computação gráfica enfrentam o mesmo desafio que os grandes 
pintores do passado: como representar uma cena tridimensional como uma imagem 
plana em um plano bidimensional (a tela ou um monitor). Para criar a ilusáo de pers- 
pectiva, na qual os objetos próximos parecem maiores que aqueles mais distantes, os 
objetos tridimensionais na memória do computador sáo projetados em uma tela retan- 
gular a partir do ponto de visáo onde o olho ou a cámera estáo localizados. O volume 
de visão — a porção do espaço que estará visível — é a região contida nos quatro pla- 
nos que passam pelo ponto de visão e por uma aresta da tela retangular. Se os obje- 
tos na cena se estendem além dos quatro planos, eles são truncados antes que os dados 
sejam enviados para a tela. Esses planos são, portanto, chamados plano cortantes. 


1. Suponha que a tela seja representada por um retângulo no plano yz com vértices 
(0, +400, 0) e (0, + 400, 600), e a câmera esteja localizada em (1 000, 0, 0). Uma 
reta L na cena passa pelos pontos (230, —285, 102) e (860, 105, 264). Em quais 
pontos L será contada pelos planos cortantes? 


2. Se o segmento de reta cortado for projetado na tela, identifique o segmento de 


3. Use equações paramétricas para traçar as arestas da tela, o segmento de reta cortado 
e sua projeção na tela. A seguir, adicione retas que conectem o ponto de visão a 
cada extremidade dos segmentos cortados para verificar que a projeção está correta. 


4. Um retângulo com vértices (621, — 147, 206), (563, 31, 242), (657, — 111, 86) e 
(599, 67, 122) é adicionado à cena. A reta L intercepta esse retângulo. Para fazer 
o retângulo parecer opaco, um programador pode usar retas escondidas, as quais 
removem partes do objeto que estão atrás de outros objetos. Identifique a parte de 
L que deve ser removida. 
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126] Cilindros e Superfícies Quádricas 


Já olhamos para dois tipos especiais de superfícies — planos (Seção 12.5) e esferas (Seção 
12.1). Aqui, estudaremos outros dois tipos de superfícies — cilindros e superfícies quádricas. 

Para esboçar o gráfico dessas superfícies é útil determinar a intersecção da superfície com 
planos paralelos aos planos coordenados. Essas curvas são denominadas cortes (ou secções 
transversais) da superfície. 


HA Cilindros 


Um cilindro é uma superfície constituída de todas as retas (chamadas geratrizes) que são 
paralelas a uma reta dada e que passam por uma curva plana. 


ЭЭЛЕ Esboce o gráfico da superfície z = x?. 


SOLUÇÃO Observe que a equação do gráfico, z = x”, não envolve y. Isto significa que qual- 
quer plano vertical com a equação y = К (em paralelo com o plano xz) intersecta o gráfico 
de uma curva com a equação z = x?. Os cortes verticais são, portanto, parábolas. A Figura 1 
x mostra como o gráfico é formado tornando a parábola z = x? no plano xz e movendo-a na 
direção do eixo y. O gráfico é uma superfície chamada de cilindro parabólico, constituída 
por um número infinito de cópias deslocadas da mesma parábola. Aqui, as geratrizes do cilin- 
dro são paralelas ao eixo y. En 

Observamos que a variável y náo aparece na equagáo do cilindro do Exemplo 1. Esse fato 
é comum ás superfícies cujas geratrizes sáo paralelas a um dos eixos coordenados. Se uma 
das variáveis x, y ou z está faltando na equação da superfície, a superfície é um cilindro. 


FIGURA 1 
A superfície z = x? é 
um cilindro parabólico. 


DAVA Identifique e esboce as superfícies. 
()x+y=1 (6) у2+ 2 = 1 


SOLUÇÃO 

(a) Como z não aparece e as equações x? + y? = 1, = k representam uma circunferência de 
raio 1 no plano z = k, a superfície x? + y? = 1 é um cilindro circular cujo eixo é o eixo z. 
(Veja a Figura 2.) Aqui, as geratrizes são retas verticais. 


(b) Nesse caso, a variável x é que está faltando, e a superfície é um cilindro circular cujo eixo 


é o eixo x. (Veja a Figura 3.) Ela é obtida tomando-se a circunferência y? + z? = 1, 
x = 0 no plano yz e deslocando-a paralelamente ao eixo x. 


[Z] OBSERVAÇÃO Quando estamos tratando de superfícies, é importante reconhecer que uma 
equação como x? + y? = 1 representa um cilindro e não uma circunferência. O corte desse 
cilindro x? + y? = 1 no plano xy é a circunferência de equações x? + y? = 1, z = 0. 


EM Superfícies Quádricas 


Uma superfície quádrica é o gráfico de uma equação de segundo grau nas três variáveis x, 
у ez. À equação mais geral é 


Ax? + By? + C2+Dxy + Eyz + Fxz + бх + Ну + 6 +Ј = 0 


onde A, В, C, . . . , J são constantes, mas por rotação e translação essa equação pode ser posta 
em uma de duas formas padráo 


FIGURA 3 y?+2?=1 Ах? + Ву + C2? +J=0 ou Ax + By? + =0 


As superfícies quádricas são as correspondentes tridimensionais das cônicas no plano. (Veja 
a Seção 10.5 para uma revisão das seções cônicas.) 


343/28: Utilize cortes para fazer o esboço da superfície quádrica com equação 


2 2 
qub uu =1 
9 4 
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SOLUÇÃO Substituindo z = 0, determinamos que o corte no plano xy é x? + y?/9 = 1, que 
reconhecemos ser a equação de uma elipse. Em geral, o corte horizontal no plano z = k é 


que é uma elipse, desde que k? < 4, ou seja, —2 < k < 2. 
Da mesma forma, os cortes verticais também são elipses: 


y? 2? 

Т а ТЕ x=k (se 1 <k< 1) 
2 k? 

pu p y=k (se —3 < k < 3) 


A Figura 4 mostra como desenhar alguns cortes para indicar a forma da superfície. Essa su- 
perfície é chamada elipsoide, visto que todos os seus cortes sáo elipses. Observe a simetria 
em relacáo a cada plano coordenado; isto é reflexo do fato de só aparecerem poténcias pares 
de x, y e z. E FIGURA 4 


2 2 


Elipsoide x? + Tt. 


gta 


ERMITA Utilize cortes para esboçar a superfície z = 4x? + y?. 

SOLUÇÃO Impondo x = 0, obtemos z = y?, de forma que o plano yz intercepta a superfície 
em uma parábola. Impondo x = k (uma constante), obtemos z = y? + 402. Isso significa que, 
se cortarmos o gráfico por qualquer plano paralelo ao plano yz, obteremos uma nova pará- 
bola com concavidade para cima. Da mesma forma, tomando у = k , o corte é z = 4x? + k, 
que corresponde novamente a uma parábola com concavidade para cima. Tomando z = k, 
obteremos os cortes horizontais 4x? + y? = k, que reconhecemos como uma família de elip- 
ses. Sabendo a forma dos cortes, podemos esboçar o gráfico da Figura 5. Pelo fato de os cor- 
tes serem parábolas e elipses, a superfície quádrica z = 4x? + y? é denominada paraboloide 
elíptico. 


ИЛЕ Esboce a superfície z = y? — 22. 


FIGURA 5 

A superfície z = 4x? + y? é um paraboloide 
elíptico. Os cortes horizontais são elipses 

e os cortes verticais são parábolas 


SOLUÇÃO Os cortes nos planos verticais x = k são parábolas z = y? — k?, com concavidade 
рага cima. Os cortes em y = k são parábolas z = —x? + k?, com concavidade para baixo. Os 
traços horizontais são y? — x? = k, uma família de hipérboles. Na Figura 6 desenhamos esses 
cortes e mostramos como eles aparecem quando colocados nos planos corretos na Figura 7. 

Na Figura 8 colocamos juntos os cortes da Figura 7 para formar a superfície z = y? — x’, 
um paraboloide hiperbólico. Observe que o formato da superfície perto da origem se asse- 


ZA 


FIGURA 6 

Os cortes verticais sáo parábolas; 
os cortes horizontais sáo hipérboles. 
Todos os cortes sáo identificados 
por um valor de k. Cortes em х = k são z = y? — k? Cortes em y = k são z = —x° + К? Cortes em z = k são y? — x? = k 
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FIGURA 7 


Cortes movidos para 
seus planos corretos 


Em Module 12.6A vocé pode 
investigar como cortes determinam a forma 
de uma superfície. 


FIGURA 8 


A superfície z = y? — x? é 
um paraboloide hiperbólico. 


Cortes em x = k Cortes em y = k Cortes em z = k 


melha a uma sela. Essa superfície será alvo de estudos futuros na Seção 14.7, quando discu- 


tirmos os pontos de sela. 
2 


2 
x z 
3435/41034 Esboce a superfície A + y? – Ps 1. 


SOLUÇÃO О corte em qualquer plano horizontal z = k é a elipse 


2, k? 
+y’ = 1+ z—k 
4 4 


mas os cortes nos planos xz e yz são as hipérboles 


2 
o 


x) r 
E ew e y=S==1 х=0 


Essa superfície é chamada hiperboloide de uma folha e está esboçada na Figura 9. mE 


A ideia de usar os cortes para desenhar a superfície é empregada em programas de com- 
putadores que fazem gráficos tridimensionais. Na maioria desses programas, os cortes nos 
planos verticais x = k e y = k são desenhados para valores de k, igualmente espaçados, e par- 


FIGURA 9 


tes do gráfico são eliminadas utilizando-se a técnica de remover linhas escondidas. A Tabe- 
la 1 mostra gráficos de computador de seis quádricas básicas na forma padrão. Todas as 
superfícies são simétricas em relação ao eixo z. Se uma quádrica é simétrica em relação a um 
eixo diferente, sua equação se modifica de modo apropriado. 
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TABELA 1 Gráfico de Superfícies Quádricas 


Todos os cortes sáo elipses. 
Se a = b = с, o elipsoide é 


uma esfera. 


Superfície Equacáo Superfície Equação 
m x y 2 2 2 y 
Elipsoide — + — + —=1 D rd Es 
а? p e e а? p 


Cortes horizontais sáo elipses. 
Cortes verticais nos planos 

x = k e y = k são hipérboles se 
k # 0, mas são um par de retas 


quando k = 0. 


Cortes horizontais são elipses. 
Cortes verticais são parábolas. 
A variável elevada à primeira 
potência indica o eixo do 


paraboloide. 


Hiperboloide de Duas Folhas 


Cortes horizontais são 
hipérboles. Cortes verticais 
são parábolas. O caso aqui 


ilustrado corresponde a c < 0. 


DENIA Identifique e esboce as superfícies 4x? — y? + 222 + 4 = 0). 


SOLUÇÃO Dividindo por —4, colocamos a equação na forma padrão: 


y? 22 
-x + = 1 
4 2 


Comparando essa equação com as da Tabela 1, vemos que ela representa um hiperboloide de 
duas folhas, exceto que aqui o eixo do hiperboloide é o eixo y. Os cortes nos planos xy e yz 
sáo as hipérboles 


1 0 E as 0 
—— = т = е — = — = x= 
4 2 


A superfície não tem corte no plano xz, mas os cortes nos planos verticais y = k para |k| > 
2 são as elipses 


y NN Е 
x 1 yk 
2 4 
que podem ser escritas como 
x? z 
+ 1 y=k 


2 2 = 
E Vg AE: 
4 4 


Esses cortes foram usados para fazer o esboço na Figura 10. 


z 
— +—-—=1 
c 


Cortes horizontais sáo elipses. 
Cortes verticais são hipérboles. 
O eixo de simetria corresponde 
à variável cujo coeficiente é 


negativo. 


Cortes horizontais em z = k 
são elipses se k > c ou se 

k < —c. Cortes verticais são 
hipérboles. Os dois sinais de 


menos indicam duas folhas. 


Em Module 12.6B você pode 
verificar como mudanças em a, b e c na 
Tabela 1 afetam a forma da superfície 
quádrica. 


FIGURA 10 
4x? - y? + 222 +4=0 
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David Frazler/Corbis 


Uma antena parabólica reflete sinais para 
0 foco de um paraboloide. 


SMA Classifique a superfície quadrática x? + 22 — бх — y + 10 = 0. 


SOLUÇÃO Completando os quadrados, reescrevemos a equação como 
ы a Ca) ar 
Comparando essa equação com a Tabela 1, vemos que se trata de um paraboloide elíptico. 


Aqui, entretanto, o eixo do paraboloide é paralelo ao eixo y e foi transladado de forma que 
o vértice é o ponto (3, 1, 0). Os cortes nos planos y = k (k > 1) são as elipses 


(x—3y-22-k-1 y-k 
O corte no plano xy é a parábola com a equação у = 1 + (x — 3}, z = 0. A parábola é apre- 
sentada na Figura 11. 


FIGURA 11 
x2+272- 6x—y+10=0 


ШЕШ Aplicações de Superfícies Quádricas 


Exemplos de superfícies quádricas podem ser encontrados no mundo a nossa volta. De fato, 
o mundo propriamente dito é um bom exemplo. Embora a Terra seja usualmente modelada 
como uma esfera, um modelo mais preciso é um elipsoide, pois a rotação da Terra causa um 
achatamento nos polos. (Veja o Exercício 47.) 

Paraboloides circulares, obtidos pela rotação de uma parábola em torno de seu eixo, são 
usados para coletar e refletir luz, som e sinais de rádio e televisão. Em um radiotelescópio, por 
exemplo, sinais das estrelas distantes que atingem a bacia são todos refletidos para o receptor 
no foco e assim amplificados. O mesmo princípio se aplica a microfones e antenas de satélite 
na forma de paraboloides. 

Torres de resfriamento para reatores nucleares são usualmente projetadas na forma de 
hiperboloides de uma folha, por razões de estabilidade estrutural. Pares de hiperboloides são 
usados para transmitir movimento de rotação entre eixos transversais. (Os dentes das engre- 
nagens são as retas geradoras do hiperboloide. Veja o Exercício 49.) 


Mark C. Burnett/Photo Researchers, Inc 


Reatores nucleares tém torres de arrefecimento com a Hiperboloides produzem transmissão por engrenagens. 
forma de hiperboloides. 


126] Exercícios 
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1. (а) O que a equação y = x? representa como uma curva em R?? 
(b) O que ela representa como uma superfície em R?? 
(c) O que a equação z = y? representa? 


2. (а) Esboce o gráfico de y = e* como uma curva em К. 
(b) Esboce o gráfico de y = e* como uma superfície em R°. 
(c) Descreva e esboce a superfície z = e”. 


3-8 Descreva e esboce a superfície. 


3. y+42=4 4 z¿=4-=x? 
5 z=1-y 6 у=? 
71. ху=1 8. z=seny 


9. (a) Encontre e identifique os cortes da superfície quádrica 
xX? + у*— 2 = 1 e explique por que o gráfico parece com o 
gráfico do hiperboloide de uma folha da Tabela 1. 
(b) Se trocarmos a equação na parte (а) para x? — y? + 2= 1, 
como isso afeta o gráfico? 
(c) E se trocarmos a equação em (a) para x? + y? + 2y — 2= 0? 


10. (a) Encontre e identifique os cortes da superfície quádrica 
== y + 2 = 1 e explique por que o gráfico se parece 
com o gráfico do hiperboloide de duas folhas da Tabela 1. 
(b) Se a equação na parte (a) for trocada рага x? — y? — 72 = 1, 
o que acontece com o gráfico? Esboce o novo gráfico. 


11-20 Use cortes para esboçar e identificar as superfícies. 


1. х= у +47 12. 92 - у +2 = 0 


13. 2 = у +47 14. 2502 + 4y? + 2 = 100 
15. -x + 4y- 2 = 4 16. 42+ 9y + := 0 

17. 362 + y? + 362 = 36 18. 42 — 16? + 2 = 16 
19. у= 22 — х2 20. х= у 2 


21-28 Faça uma correspondente entre а equação e seu gráfico (iden- 
tificado por I- VIII). Justifique sua escolha. 


21. +4y"+9%=1 22. 902 + Ay c 2-1 
2. 2-у+ 2 = 1 24. —-y-g-1 
25. y=2 +z 26. у= х2 + 22 
27. 2+ 2221 28. у= 22 — 12 


І 2 II 


III 


A Е necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


VI а 


УП 2 УШ 2 


29-36 Coloque a equação na forma padrão, classifique a superfície 


e esboce-a. 
29. у= tiz 30. 428 — y +202 = 


31. 2 + 2у – 202 = 32. у= 2? +402 +4 


33. 42+ y? + 422 — 4y — 24: + 36 = 0 


34. 40+ 2 — х 


16у — 4: + 20 = 0 


35. X- y +z- 4х – 2у -2z +4 = 0 


36. 2 — y + 22 — 2х + 2у + 4: +2 = 0 


КМ 37-40 Use um computador com um programa que trace superfícies tri- 


dimensionais. Experimente diversos pontos de vista e diversos tama- 
nhos de janela retangular até conseguir uma boa visão da superfície. 


37. -42 -y +z =1 38. 2-y-2=0 

39. —42 -y +22 = 0 40. x? — 6х + 4y - 2 = 0 

41. Esboce a região delimitada pelas superfícies z = Vx? + y? е 
X+ у= | paral Sz «2. 

42. Esboce a região delimitada pelos paraboloides z = x? + у ?е 
2=2-x-y, 

43. Determine uma equação da superfície obtida pela rotação da pa- 
rábola y = x? em torno do eixo y. 

44. Determine uma equacáo da superfície obtida pela rotacáo da reta 
x = 3y em torno do eixo x. 

45. Determine uma equação da superfície constituída de todos os 
pontos que são equidistantes do ponto (— 1, 0, 0) e do plano 
x = 1. Identifique a superfície. 

46. Determine uma equação da superfície constituída de todos os 
pontos P para os quais a distância de P ao eixo x é o dobro da 
distância de P ao plano yz. Identifique a superfície. 

47. Tradicionalmente, a superfície da Terra tem sido modelada como 


uma esfera, mas o World Geodesic System de 1984 (WGS-84) 
usa um elipsoide como um modelo mais preciso. Ele coloca o 
centro da Terra na origem e o Polo Norte no eixo z positivo. A 
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distáncia do centro ao polo é 6.356.523 km e a distáncia a um 

ponto do Equador é 6.378.137 km. 

(a) Encontre uma equação para superfície da Terra como a usada 
pelo WGS-84. 

(b) Curvas de latitude igual são traços nos planos z = k. Qual é 
a forma destas curvas? 

(c) Meridianos (curvas com longitude constante) são cortes nos 
planos da forma y = mx. Qual é a forma desses meridianos? 


Uma torre de resfriamento de um reator nuclear deve ser cons- 
truída na forma de um hiperboloide de uma folha. O diâmetro da 
base é de 280 m, e o diâmetro mínimo, 500 m acima da base, é 
de 200 m. Encontre uma equação para a torre. 


Mostre que, se o ponto (a, Б, c) encontra-se sobre o paraboloide 
hiperbólico z = y? — x?, então as retas com as equações para- 
métricas x =a + t, y - b t tz = c + 2b aye 


1 Revisáo 


Verificacáo de Conceitos 
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x=a+ty=b-=t,z2=c-— 2(b + а), ambas, encontram-se 
inteiramente sobre este paraboloide. (Isso mostra que o parabo- 
loide hiperbólico é o que é chamado uma superfície regrada; ou 
seja, ela pode ser gerada pelo movimento de uma reta. De fato, 
este exercício mostra que passando por cada ponto do parabo- 
loide hiperbólico existem duas retas geradoras. As únicas outras 
superfícies quádricas que sáo superfícies regradas sáo os cilin- 
dros, cones e hiperboloides de uma folha.) 


Mostre que a curva de intersecção das superfícies 
2+2y-2+3x=1e2x+ 4y!—222— 5у = 0 
se situa num plano. 


Desenhe as superfícies z = x? + y?ez = 1 — y? em uma mesma 
tela usando o domínio |x| < 1,2, |у| < 1,2 e observe a curva de 
intersecção dessas superfícies. Mostre que a projeção dessa 
curva no plano xy é uma elipse. 


Para quaisquer vetoresuevemV;u X v = у Xu. 


ОХ (УХ w)=(u Ху) xw. 


1. Qual a diferença entre um vetor e um escalar? (b) Como calcular o volume do paralelepípedo definido pelos 
vetores a, bec? 
2. Como somamos dois vetores geometricamente? Como os so- 
mamos algebricamente? 11. Como determinar um vetor perpendicular a um plano? 
3. Seaéumvetorec é um escalar, qual a relação entre ca e a geo- 12. Como determinar o ángulo entre dois planos que se interceptam? 
metricamente? Como determinar ca algebricamente? . | 7 А 
13. Escreva as equações vetorial, paramétricas е simétricas рага uma 
4. Como determinar um vetor de um ponto a outro? reta. 
5. Como determinar o produto escalar a - b de dois vetores se você 14. Escreva as equações vetorial e escalar de um plano. 
conhece seus comprimentos e o ângulo entre eles? E se você co- > : r 
P 8 15. (a) Como vocé sabe se dois vetores sáo paralelos? 
nhece suas componentes? E : Г : 
(b) Como vocé sabe se dois vetores sáo perpendiculares? 
jdn é i й 2 
6. Para que o produto escalar é útil? (c) Como você sabe se dois planos são paralelos? 
1 E m o. al 7 TNT 16. (a) Descreva um método para determinar se trés pontos P, Q e 
А screva as expressões рага a projeção escalar e vetor projeção de a di 
b sob П н p projeç projeç R estão alinhados. 
sobre a. Ilustre com diagramas. ; А 
a 8 (b) Descreva um método para determinar se quatro pontos P, O, 
8. Como determinar o produto vetorial a X b de dois vetores se К е $ são coplanares. 
vocé conhece seus módulos e o ángulo entre eles? E se vocé co- 17. (a) Como você determina a distância de um ponto a uma reta? 
nhece suas componentes? (b) Como vocé determina a distáncia de um ponto a um plano? 
"V (c) Como você determina a distância entre retas? 
9. Para que o produto vetorial é útil? 
A . a e. M ont 9 5 A 9 
10. (a) Como calcular a área do paralelogramo definido pelos veto- 18. O que são os traços de uma superfície? Como determiná-los? 
resa e b? m " or PE 
aeb 19. Escreva as equações na forma padrão dos seis tipos de quádricas. 
Teste — Verdadeiro ou Falso 
Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 8. Para quaisquer vetores u e v em V; e qualquer escalar k, 
quê. Caso contrário, explique por que ou dê um exemplo que mostre que é falsa. k(u - v) = (ku) у. 
1. Seu = (ш, uev = (ui, vj), então u ‘у =( uivi, иу»). 9. Para quaisquer vetores u e v em V; e qualquer escalar k, 
2. Рага quaisquer vetores u e v em V5, lu + v| = Jul + |v]. k(u X v) — (ku) X v. 
3. Рага quaisquer vetores u e v em Vs, lu - v| = lullvl. 10. Para quaisquer vetores и, v e w em Уз, 
: utv)xw-—uxw-tvxXw. 
4. Рага quaisquer vetores u e v em Уз, ји X v| = Jul|v!. nv) 
; 11. Рага quaisquer vetores u, е w em Vu: (y X w) = (u X v): w. 
5. Рага quaisquer vetores u e v em V;,u-v—v-u. q q 2 3 ( )-( ) 
12. Рага quaisquer vetores u, v e w em Vs, 
6. 
7. 


Para quaisquer vetores u e v em V5, lu X v| = [у X ul. 


13. Para quaisquer vetores u ue vem V5, (u X v) -u = 0. 
14. Рага quaisquer vetores u e vem Vj, (u + у) Ху = и X v. 
15. O vetor (3, — 1, 2) é paralelo ao plano бх — 2y + 4z = 1. 


16. Uma equação linear Ax + By + Cz + D = О representa uma 
reta no espaço. 


17. O conjunto de pontos [(x, y, 2) | x? + y? = 1) é um círculo. 


Exercícios 


1. (а) Encontre uma equação da esfera que passa pelo ponto 
(6, —2, 3) e tem centro (—1,2, 1). 
(b) Encontre a curva na qual esta esfera intercepta o plano yz. 
(b) Encontre o centro e o raio da esfera 


+ 2у +62 +1=0 


Бу + 2 — 8х 


2. Copie os vetores da figura e utilize-os para desenhar os seguin- 
tes vetores. 


(a)a 4 b (b)a — b (c) -ia (d)2a + b 


£e 


3. Seu е v são os vetores mostrados na figura, determine 
u-velu X vl. O sentido do vetor u X v é entrando ou saindo 
do papel? 


|у|=3 


45° 
|ч|=2 


4. Calcule a quantidade dada se 


a=i+j-2k Db=3-2+k  c-j-—5k 
(а) 2а + 3b (b) ibi 
(c)a :b (d) a X b 
(e) |b X cl Ma-(bxc) 
(g exe (h)a X (b X c) 
(1) comp, b Q) proja b 


(k) O ângulo entre a e b (com precisão de um grau) 


5. Determine os valores de x tais que os vetores (3, 2, x) e 
(2x, 4, x) sejam ortogonais. 


6. Determine dois vetores unitários que sejam ortogonais j + 2k e 
і — 2j + ЗК. 


7. Suponha que u · (у X w) = 2. Encontre 
(а) (u Xx v): w (b)u : (w X v) 
(c) v · (и X w) (d) (и Ху) y 


8. Mostre que, sea, bec estão em V3, então 
(aXb)-[(bxce)X(cxa)] = [a · (b X e)]? 


9. Determine o ángulo agudo entre duas diagonais de um cubo. 
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18. Em А? o gráfico de y = x? é um paraboloide. 

19. Seu: у = 0, então u = 0 ou v = 0. 

20. Seu X v = 0, então u = Оо0џу = 0 

21. Seu: у = Оео Ху = 0, então u = 0 ou v = 0. 


22. Seu ev estão em Уз, então |u · v| < [ul|vl. 


10. Dados os pontos A(1, 0, 1), B(2, 3, 0), C(-1, 1, 4) e 
D(0, 3, 2), determine o volume do paralelepípedo com lados ad- 
jacentes AB, AC e AD. 


11. (a) Encontre um vetor perpendicular ao plano através dos pon- 
tos A(1, 0, 0), B(2, 0, —1) e C(1, 4, 3). 
(b) Determine a área do triángulo ABC. 


12. Uma força constante F = 3i + 5j + 10k move um objeto ao 
longo do segmento de reta de (1, 0, 2) a (5, 3, 8). Determine o 
trabalho realizado se a distância é medida em metros e a força 
em newtons. 


13. Um barco é puxado para a praia usando duas cordas, como mos- 
trado no diagrama. Se é necessária uma forca de 255 N, deter- 
mine o módulo da força exercida em cada corda. 


14. Encontre a magnitude do torque em relação ao ponto P se uma 
forca de 50 N é aplicada como mostrado. 


50N 
30? 


15-17 Determine as equações paramétricas da reta. 
15. A reta que passa por (4, —1, 2) e (1, 1, 5) 


16. A reta que passa por (1,0, —1) e é paralela à reta 
зк-4&=зу=г:+2 


17. A reta que passa por (—2, 2, 4) e é perpendicular ao plano 
2x — y + 5z =12 


18-20 Determine a equação do plano. 
18. O plano que passa por (2, 1, 0) e é paralelo à x + 4y — 3z = 1 
19. O plano que passa por (3, —1, 1), (4, 0, 2) e (6, 3, 1) 


20. O plano que passa por (1, 2, —2) e contém a reta x = 2t, 
y-3—-tz-1l-t3t 
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21. Determine o ponto no qual a reta com equações paramétricas (b) Encontre as equações simétricas da reta que passa por B e é 
x 2 t, y Те. Эрш 4t intercepta o plano perpendicular ao plano da parte (a). 
2х - у tz = 2. (с) Um segundo plano passa рог (2, 0, 4) e tem vetor normal 
(2, —4, —3). Mostre que o ángulo agudo entre os planos é 
22. Encontre a distância desde a origem até a reta x = 1 + t, aproximadamente 43º. 


y=2-t 2=-1+2 


23. Determine se as retas dadas pelas equações simétricas 


(d) Encontre as equações paramétricas para a reta intersecção 
dos dois planos. 


21. Determine a distância entre os dois planos 3x + y — 4z = 2 e Зх 


x—1 y-2 2-3 + y-4=24. 
2 3 4 28-36 Identifique e esboce o gráfico de cada superfície. 
28. x=3 29. х=: 
e хХ+1_у-—3_4+5 30. у=г 31 2= yh 402 
6 = 2 = fei 2— 
32. 4Ax— y + 22 =4 33. —4x +y)—-42=4 
são paralelas, se inclinam ou intersectam. 34. y+2=1+x? 


24. (a) Mostre que os planos x + y 


le2x— 3y + 4z = 5 não 35. 402+ 42 8y + 2= 0 


sáo nem paralelos nem perpendiculares. 


(b) Determine, com precisão de um grau, o ángulo entre os pla- 36. х= у? +z – 2у - Az + 5 
nos. 
37. Um elipsoide é criado pela rotação da elipse 4x? + y? = 16 sobre 
25. Encontre uma equação do plano que passa pela reta de interse- o eixo x. Encontre uma equação do elipsoide. 


ção dos planos x — z = 1e y 4 


plano x + y —2z = 1. 


3 e é perpendicular ao T uU | 
38. Uma superfície é constituída de todos os pontos P tais que a 


distância de P ao plano y = 1 é o dobro da distância de P ao 


26. (a) Encontre uma equação do plano que passa através dos pon- ponto (0, — 1, 0). Determine a equação dessa superfície e iden- 
tos AQ, 1, 1), B(—1, —1, 10) e C(1, 3, —4). tifique-a. 


es Problemas Quentes A 


> чар — 


1m 


1 
2 1m 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 1 


Cada borda de uma caixa cúbica tem comprimento de 1 m. A caixa contém nove bolas esféricas com 
o mesmo raio r. O centro de uma esfera está no centro do cubo e ela toca as outras oito bolas. Cada 
uma das oito bolas toca 3 lados da caixa. As bolas estão firmemente alojadas na caixa. (Veja a 
figura.) Determine r. 


Seja B uma caixa sólida com comprimento L, largura W e altura Н. Seja 5 o conjunto de todos os 
pontos que estão a uma distância de no máximo 1 de algum ponto В. Expresse o volume de S nos 
termos de L, W e H. 


Seja L a reta obtida pela intersecção dos planos cx + y +z = сех — cy + cz 1, onde c é um 

número real. 

(a) Determine as equações simétricas da reta L. 

(b) À medida que o número de c varia, a reta L varre uma superfície S. Encontre uma equação para 
a curva de interseção de $ com o plano horizontal z = t (o corte de 5 no plano z = t). 

(c) Determine o volume do sólido limitado por $ e pelos planos z = 0ez = 1. 


Um avião é capaz de viajar a 180 km/h em condições normais. O piloto decola e voa em direção ao 
norte, guiado pela bússola do avião. Depois de 30 minutos de voo, o piloto constata que, em decor- 
rência do vento, viajou 80 km a um ângulo de 5º a leste do norte. 

(a) Qual a velocidade do vento? 

(b) Para que direção o piloto deveria ter dirigido o avião para alcançar o destino pretendido? 


Suponha que v; е vz sejam vetores com | vı | = 2, | у | = 3 e vi: v2 = 5. Seja vs = projy va, 
V4 = proj y, Vs, Vs = proj ‚у e assim por diante. Calcule 3º. | va |. 


Encontre uma equação da esfera maior que passa através do ponto (—1, 1, 4) e é tal que cada um 
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dos pontos (x, y, z) no interior da esfera satisfaz a condição 
X +y +2 < 136 + 2(х + 2у + 32) 


Suponha que um bloco de massa m seja colocado em um plano inclinado, como mostrado na figura. 

A descida do bloco pelo plano inclinado é freada pela força de atrito; se 0 não for grande o sufi- 

ciente, o atrito impedirá qualquer deslocamento do bloco. As forças que agem sobre o bloco são seu 

peso W, onde [W| = mg (д é a aceleração da gravidade); a força normal М (o componente normal 
da força de reação no plano do bloco), onde [N| = n; e a força F devida ao atrito, que age paralela- 
mente ao plano inclinado, no sentido contrário ao movimento. Se о bloco estiver parado e 0 for au- 
mentado, |F| aumentará até atingir um valor máximo, além do qual o bloco começará a deslizar. 

Neste ángulo 6,, pode ser observado que |F| é proporcional a n. Então, quando |F| é máximo, 

podemos dizer que |F| = un, onde u, é chamado coeficiente de atrito estático e depende dos ma- 

teriais que estão em contato. 

(a) Observe que N + F + W = 0 e deduza que us = tg (0,). 

(b) Suponha que, para 0 > Ө,, uma força adicional exterior Н seja aplicada ao bloco, na horizontal 
a partir da esquerda, e seja [H| = A. Se h é pequeno, o bloco pode ainda deslizar para baixo do 
plano; se h é suficientemente grande, o bloco irá mover-se no avião. Seja Amin o menor valor de 
h que permita ao bloco permanecer parado (de modo que |F| é máximo). 

Escolhendo os eixos coordenados de modo que F esteja na direção do eixo x, determine para cada 

força atuante suas componentes paralela e perpendicular ao plano inclinado e mostre que 


hmin sen Ө + mg cos 0 = n е hmin cos O + jun = mg sen 0 
(c) Mostre que Amin = mg tg (0 — 0;) 
Isso parece razoável? Faz sentido para 0 = 0,2 E quando 0 — 90°? 


Explique. 
(d) Seja Лы, o maior valor que permita ао bloco permanecer parado. (Nesse caso, qual o sentido de 
F?) Mostre que 
Amax = mg tg (0 + 0,5) 
Isso parece razoável? Explique. 


Um sólido tem as seguintes propriedades. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo z, a sua 
sombra é um disco circular. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo y, sua sombra é um 
quadrado. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo, sua sombra é um triângulo isósceles. (No 
Exercício 44 na Seção 12.1 foi solicitado que se descrevesse e se esboçasse um exemplo de um 
sólido, mas há muitos outros sólidos). Suponha que a projeção sobre o plano xz seja um quadrado 
cujos lados têm comprimento 1. 

(a) Qual é o volume do maior sólido? 

(b) Existe um menor volume? 


FIGURA PARA O PROBLEMA 7 


Funções Vetoriais 


Christos Georghiou/Shutterstock 


As funções que usamos até agora foram funções a valores reais. Agora estudaremos 
funções cujos valores são vetores, pois estas são necessárias para descrever curvas e 
superfícies no espaço. Usaremos funções a valores vetoriais também para descrever o 
movimento de objetos no espaço. Em particular, as usaremos para deduzir as leis de 
Kepler para o movimento planetário. 


756 CÁLCULO 


EJ Funcóes Vetoriais e Curvas Espaciais 


Se lim, >a r(t) = L, essa definição 
equivale a dizer que o comprimento, a 


direção e o sentido do vetor r(t) se aproxi- 


mam do comprimento, da direção e do 
sentido do vetor L. 


Em geral, uma função é uma regra que associa a cada elemento de seu domínio um elemento 
de sua imagem. Uma função vetorial, ou função a valores vetoriais, é uma função cujo do- 
mínio é um conjunto de números reais e cuja imagem é um conjunto de vetores. Estamos par- 
ticularmente interessados em funções vetoriais r cujos valores são vetores tridimensionais. Isso 
significa que, para todo número t no domínio de г existe um único vetor de Уз denotado por 
r(t). Se f(t), g(t) e h(t) são as componentes do vetor r(t), então f, g e h são funções a valores 
reais chamadas funções componentes de r e podemos escrever 


г@) = (700), gA, h()) = f()i + g(Dj + п) К 


Usamos a letra t para denotar a variável independente porque ela representa o tempo na 
maioria das aplicações de funções vetoriais. 


Se 
r(A = (4, 1n(3 — 0, Vr) 


então, as funções componentes são 
Ў = г gÀ = In(3 — 0 h(t) = Jt 


Pela convenção usual, o domínio de r é constituído por todos os valores de t para os quais a 
expressão r(?) está definida. As expressões t^, In(3 — t) e Vt são definidas quando 3 — t > 0 
et = 0. Portanto, o domínio de r é o intervalo [0, 3). Е 

O limite de uma função vetorial г é definido tomando-se os limites de suas funções 
componentes como a seguir. 


=> 


Se r(t) = ( f(t), g(t), A(t)), então 
lim r(t) = (lim ҒО), lim g(t), lim ho) 


desde que os limites das funções componentes existam. 


Da mesma forma, poderíamos ter usado uma definição usando o -ô (veja o Exercício 
51). Os limites de funções vetoriais obedecem às mesmas regras que os limites de funções 
reais (veja o Exercício 49). 


sen ft 


SEUA Determine lim r(t), onde r( = (1 + t)i + te 'j + k. 
t— 


SOLUÇÃO De acordo com a Definição 1, o limite de r é o vetor cujas componentes são os 
limites das funções componentes de r: 
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ГА 
lim r() = [lim (1 + 1º)]i + [итге ]] + E sen [к 
t0 t0 t0 f 
=i+k (Pela Equação 3.3.2) [pl 


Uma função vetorial r é contínua em a se 


lim r(t) = к(а) 


Em vista da Definição 1, vemos que r é contínua em a se e somente se suas funções com- 
ponentes f, g e h forem contínuas em a. 

As curvas espaciais e as funções vetoriais contínuas estão intimamente relacionadas. 
Suponha que f, g e h sejam funções reais contínuas em um intervalo 7. Em seguida, o con- 
junto C de todos os pontos (x, y, z) no espaço, onde 


2 x—f(ü y=gb) z-h() 


e t varia no intervalo 7, é chamado curva espacial. As equações em [2] são denominadas 
equações paramétricas de C e t é conhecido como parámetro. Podemos pensar em C como 
tendo sido traçada pelo movimento de uma partícula cuja posição no instante t é 
( Р, g(t), hA). Se considerarmos agora a função vetorial r(A = ( f(t), g(t), h(t)), então r(t) 
é o vetor posição do ponto de P( f(t), g(t), h(t)) em C. Assim, qualquer função vetorial con- 
tínua r define uma curva espacial C que é traçada pela ponta do vetor em movimento r(t), 
como se mostra na Figura 1. 


BENE Descreva a curva definida pela função vetorial 
гї) = (1 - 5,2 + 55, —1 + 6r) 


SOLUÇÃO As equações paramétricas correspondentes são 
x=1+t y=2+5t z=-1+6 


que reconhecemos, a partir da Equação 12.5.2, como as equações paramétricas de uma reta 
passando pelo ponto (1, 2, —1) e paralela ao vetor (1, 5, 6). Como alternativa, podemos ob- 
servar que a função pode ser escrita como r = го + tv, quando го = (1,2, -1) e 
v = (1, 5, 6), e esta é a equação vetorial da reta dada pela Equação 12.5.1. [c 


Curvas planas também podem ser representadas utilizando-se notacáo vetorial. Por exem- 
plo, a curva determinada pelas equações paramétricas x = t? — 2te y = t + 1 (veja o Exem- 
plo 1, na Seção 10.1) poderia também ser descrita pela equação vetorial 


rA = (4 —25,t-- 1) = (à —20i * (r* Dj 


onde i = (1,0) ej = (0, 1). 


EEN Esboce a curva cuja equação vetorial é dada por 


r(t) = costi + sentj + tk 


SOLUÇÃO As equações paramétricas para essa curva são 
x = cost y=sent zt 


Uma vez que x? + y? = cos?t + sen?t = 1, a curva deve situar-se no cilindro circular 
x? + y? = 1.0 ponto (x, y, z) está diretamente acima do ponto (x, y, 0), que se move para a 
esquerda em torno do círculo x? + y? = 1 no plano xy. (A projeção da curva para o plano xy 
tem equação vetorial r(r) = (cos t, sen t, 0). Veja o Exemplo 2 na Seção 10.1.) Como z = f 
a curva gira para cima ao redor do cilindro quando f aumenta. A curva, mostrada na Figura 2, 
é chamada hélice. [| 


A forma de saca-rolha da hélice circular do Exemplo 4 é a mesma das molas. Elas tam- 
bém aparecem no modelo do DNA (ácido desoxirribonucleico, material genético de células 
vivas). Em 1953, James Watson e Francis Crick mostraram que a estrutura da molécula de 
DNA é de duas hélices circulares paralelas interligadas, como na Figura 3. 

Nos Exemplos 3 e 4 demos as equações vetoriais das curvas e pedimos uma descrição 
geométrica ou esboço delas. Nos dois exemplos a seguir, daremos uma descrição geométrica 
da curva e pediremos para encontrar equações paramétricas para ela. 


БЛ Determine uma equação vetorial e as equações paramétricas para o segmento de 
reta ligando o ponto P(1, 3, —2) ao ponto Q(2, — 1, 3). 


SOLUÇÃO Na Seção 12.5 encontramos uma equação vetorial para o segmento de reta que une 
a extremidade do vetor ro à extremidade do vetor гі: 


r(t) = (1 — ro + tr 0O=1=1 
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Xx 


FIGURA 1 


C é traçada pelo movimento da ponta 
do vetor de posição r(t). 


Visual 13.1A mostra diversas 
curvas serem traçadas por vetores posição, 
incluindo aquelas nas 

Figuras 1 e 2. 


FIGURA 3 
Uma hélice dupla 
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A Figura 4 mostra o segmento de linha PQ 


(Veja a Equação 12.5.4.) Aqui tomamos ro = (1,3, —2) er, = (2, —1,3) para obter uma 


по кетр equação vetorial do segmento de linha de P para О: 
r(t) = (1 — 2(1,3, -2) + 1(2, 21,3) 0<t=<1 
ou r(t) = (1+1,3 — 41, -2 + 51) 0O<t<l 


As equações paramétricas correspondentes são 


x=1+t y=3—4t z= +53 O<t=<l E= 


343/8143 Determine uma equação vetorial que represente a curva obtida pela interseção 
P(L 3, —2) do cilindro x? + y? = 1 com o plano y + z = 2. 


FIGURA 4 SOLUÇÃO A Figura 5 mostra como o plano intercepta o cilindro, e a Figura 6 mostra a curva 
de intersecção C, que é uma elipse. 


y+z=2 (0, —1, 3) 
| Й (71, 0, 2) 
| E 
(1,0,2) 
ү 
Ei, 
SL (0, 1, 1) 
x+y =l 
Є 
X y х y 
FIGURA 5 FIGURA 6 


A projeção de C para o plano xy é o círculo x? + y? = 1, z = 0. Então, sabemos do Exem- 
plo 2 na Seção 10.1 que podemos escrever 


x = cost у = sent О=т=2т 
Da equacáo do plano, temos 
g—2—y-2- sent 
Deste modo, podemos escrever as equacóes paramétricas para C como 
x = cost у = sent @= 2 — sent О0О=т=2т 
A equação vetorial correspondente é 
r(t) = costi + sentj + (2 — sen К О=т=2т 


Essa equação é chamada de parametrização da curva C. As setas na Figura 6 indicam o sen- 
tido em que a curva C é percorrida quando o valor do parámetro t aumenta. ши 


ШЕШ Utilizando Computadores para Traçar Curvas Espaciais 


As curvas espaciais sáo inerentemente mais difíceis de desenhar que as curvas planas. Para 
uma representacáo mais precisa precisamos utilizar a tecnologia. Por exemplo, a Figura 7 
mostra o gráfico gerado por computador da curva com equações paramétricas 
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x = (4 + sen 20%) cos t y = (4 + sen 201) sen t z = cos 201 


Essa curva é denominada espiral toroidal, pois está sobre um toro. Outra curva interes- 
sante, o nó de trevo ou trifólio, com equações 


х = (2 + cos 1,51) cost y = (2 + cos 1,5) sent z = sen 1,51 


está ilustrada na Figura 8. Seria muito difícil traçar qualquer uma dessas curvas à mão. 


ta 
> 
ta 


X 


FIGURA 7 Espiral toroidal FIGURA 8 Nó de trevo 


Mesmo com o auxílio de computador no desenho de curvas espaciais, as ilusões ópticas 
tornam difícil entender a forma real da curva. (Isso é especialmente verdadeiro na Figura 8. 
Veja o Exercício 50.) O exemplo seguinte mostra como lidar com este problema. 


ЭХА Utilize um computador para traçar a curva com equação vetorial 
r(t) = (t, t°, t?). Essa curva é chamada cúbica retorcida. 


SOLUÇÃO Começaremos traçando, com o auxílio do computador, a curva com equações 
paramétricas x = t, y = t^, z = t? para —2 < t < 2, O resultado é mostrado na Figura 9(a), 
mas é difícil ver a verdadeira natureza da curva através desse ünico gráfico. A maioria dos 
programas de computador para desenhar em trés dimensóes permite, em vez de utilizar os 
eixos coordenados, colocar uma caixa envolvendo a curva ou superfície. Quando olhamos a 
mesma curva na caixa na Figura 9(b), conseguimos visualizar melhor sua forma. Podemos 
ver que a curva se eleva do canto inferior da caixa para o canto superior mais próximo de 
nós, torcendo-se à medida que sobe. 


(a) (b) (c) 


FIGURA 9 Vistas da cúbica torcida 
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Em Visual 13.1b vocé pode girar a 
caixa na Figura 9 para ver a curva a partir 
de qualquer ponto de vista. 


FIGURA 10 


Visual 13.1C mostra como as 
curvas surgem como intersecções de 
superfícies. 


FIGURA 11 


Alguns sistemas de computação algébrica 
nos proporcionam uma figura bem mais 
clara de uma curva espacial envolvendo-a 
em um tubo. Esse recurso nos permite ver 
se uma parte de uma curva passa pela 
frente ou por trás de outra parte dessa 
curva. Por exemplo, a Figura 13 mostra a 
curva da Figura 12(b), obtida como 
resultado do comando tubeplot 

no Maple. 


Temos uma ideia melhor da curva quando a observamos de diversos ângulos. A parte (c) 
apresenta o resultado da rotação da caixa para fornecer outro ponto de vista. As partes (d), (e) 
e (f) mostram o que vemos quando olhamos diretamente através de uma face da caixa. Em par- 
ticular, a parte (d) mostra a vista de cima da caixa. A curva obtida é a projeção da curva no 
plano xy, a parábola у = x’. A parte (e) exibe a projeção no plano xz a curva cúbica z = x°. 
Fica claro o porquê de essa curva ser chamada cúbica retorcida. 


Outra maneira de visualizar uma curva espacial é desenhá-la em uma superfície. Por exem- 
plo, a cúbica retorcida do Exemplo 7 está no cilindro parabólico y = x?. (Elimine o paráme- 
tro das duas primeiras equações paramétricas, x = t e y = Ё.) A Figura 10 mostra o cilindro 
e a cúbica retorcida sobrepostos, tornando mais fácil enxergar que a curva caminha da origem 
para cima, sobre o cilindro. Usamos essa mesma técnica no Exemplo 4 para visualizar a hé- 
lice circular (veja a Figura 2). 


Um terceiro processo de visualização para a cúbica retorcida é constatar que a curva tam- 
bém está contida na superfície cilíndrica z = x*. Então podemos ver a curva como a intersec- 
ção das duas superfícies cilíndricas y = x? ez = x°. (Veja a Figura 11.) 


! x 01 0 3 

Vimos que uma curva espacial interessante, a hélice, aparece no modelo do DNA. Outro 

exemplo notável de uma curva espacial na ciência é a trajetória de uma partícula de carga posi- 

tiva em campos elétricos e magnéticos ortogonalmente orientados E e B. Dependendo da velo- 

cidade inicial dada à partícula na origem, a trajetória da partícula ou é uma curva espacial, cuja 

projeção sobre o plano horizontal é a cicloide estudada na Seção 10.1 [Figura 12(a)], ou é uma 
curva cuja projeção é a trocoide investigada no Exercício 40 da Seção 10.1 [Figura 12 (b).] 


t 


FIGURA 12 

Movimento de partícula carregada 
em campos elétrico e magnético 
orientados ortogonalmente 
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t 


(а) г) = (t— sent, 1 — cos t, f) (b) г) = (1-5 sen t,1 =5 COS f, ) 


FIGURA 13 


Para mais detalhes sobre a física envolvida e animações das trajetórias das partículas, con- 


sulte os seguintes sites: 


m www.phy.ntnu.edu.tw/java/emField/emField.html 
a Www.physics.ucla.edu/plasma-exp/Beam/ 


Eg Exercícios 


1-2 Determine o domínio das funções vetoriais. 


1 r(t) — (VFF, e, Int + 1) 


t—2 
2. r() = uw + sentj + In(9 — г) К 


17-20 Encontre uma equação vetorial e equações paramétricas para o 
segmento de reta que liga P e Q. 
17. P(0,0,0, Q(1, 2,3) 
19. Р(0, —1, 1), QG. 5i 


18. P(1,0, 1), 
20. P(a, b, c), 


QQ, 3, 1) 
Q(u, v, w) 


3-6 Calcule os limites. 


t 
3. lim (en + j ^ cos zx) 


sen?t 


Int 


Pot t 
4. im ( i+ a == 3 


1—14 Esboce o gráfico da curva cuja equação vetorial é dada. Indique 
com setas a direção na qual o parámetro t cresce. 

7. r( = (sent, t) 8. r() = (0,0) 

9. r() = (,2— 1,21) 10. r(t) = (sen zt, t, cos mt) 
11. r(t) = (1, cos т, 2 sen t) 12. r(A = Pi tj + 26 

13. r() = 121 + ttj 9 tík 

14. r(t) 


costi 


costj + sent К 


15-16 Desenhe as projeções da curva nos trés planos coordenados. 
Use essas projeções para ajudá-lo a esboçar a curva. 
15. r(t) = (t, sen t, 2 cos t) 16. r(A) = (51 0) 


KE É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


21-26 Faça uma correspondência entre as equações paramétricas e os 
gráficos (identificados com números de I- VI). Justifique sua escolha. 
I z II z 


= 
Set 


Ш и ТУ 


E 
Ned 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
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x=tcost, y=t, z=tsent, t=0 
x=cost, y=sent, z= 1/4 + £) 
xt y=V0+9), 2=8P 
x=cost, y= sent, z = cos 2t 
х = cos 8, у = sen8t, z= е, t>0 
х = cost, y-sent z=t 


27. 


28. 


29. 


Mostre que a curva com equações paramétricas x = t cos f, 
у = tsent,z = t está no cone z? = x? + y?, e use esse fato para 
esboçar a curva. 

Mostre que a curva com equações paramétricas x = sen f, 
y = cos f, z = sen?t é a curva de intersecção das superfícies 
z=x)ex? + y? = 1. Use esse fato para esboçar a curva. 

Em quais pontos a curva r(t) = ti + (2t — t°) k intercepta o pa- 
raboloide z = x? + y?? 


30. Em quais pontos a hélice r(t) = (sen f, cos f, f) intercepta a es- 


fera xX + y? + 22 = 57 
31-35 Utilize um computador para traçar a curva da equação vetorial 


dada. Escolha o domínio do parâmetro e ponto de vista de forma a re- 


velar a verdadeira natureza da curva. 


31. 
32. 
33. 
34. 
35. 


r(t) = (cos t sen 2t, sen t sen 21, cos 21) 
r(t) = (t, Int, t) 

r(t) = (t, t sen t, t cost) 

r(t) = (t, e cos t) 

r(t) = (cos 2t, cos 3t, cos 47) 


39. 


[H зв. 


(337. 


Trace a curva com equações paramétricas x = sen f, y = sen 2t, 
z = cos 4t. Explique sua forma representando por gráficos suas 
projeções para os três planos coordenados. 

Trace a curva com equagóes paramétricas 


x = (1 + cos 167) cos t 


y = (1 + cos 167) sent 
z= 1 + cos 16t. 


Explique a aparência da curva, mostrando que ela está em um 
cone. 


“| 38. Trace a curva com equações paramétricas 


x = 41 — 0,25 cos? 10t cost 
у= yl — 0,25 cos? 10t sent 
z = 0,5 cos 107 


Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela está em uma 
esfera. 

Mostre que a curva com equações paramétricas x = Р, 
y =1= 31,2 = 1+ P passa pelos pontos (1, 4, 0) e (9, —8, 28), 
mas não passa pelo ponto (4, 7, —6). 


40-44 Determine a função vetorial que representa a curva obtida pela 


intersecção das duas superfícies. 


40. 
41. 
42. 
43. 


O cilindro de x? + y? = 4 e a superfície z = xy 

О сопе Z= yx? + y? eoplanoz = 1 + y 

O paraboloide z = 4x? + y? e o cilindro parabólico y = x? 
A hipérbole z = x? — y? e o cilindro x? + y? = 


. Osemielipsoide x? + y? + 422 = 4, y > 0, e o cilindro x? + z? = 1 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


746. 


. Tente esboçar à mão a curva obtida pela intersecção do cilindro 


circular x? + y? = 4 com o cilindro parabólico z = x?. Determine 
então as equações paramétricas dessa curva e utilize um compu- 
tador para desenhá-la. 

Tente esboçar à mão a curva obtida pela intersecção do cilindro cir- 
cular у = xà e a metade superior do elipsoide x? + 4y? + 4z? =16. 
Determine então as equações paramétricas dessa curva e utilize um 
computador para desenhá-la. 

Se dois objetos viajam pelo espaço ao longo de duas curvas di- 
ferentes, é sempre importante saber se eles vão colidir. (Será que 
um míssil atingiu seu alvo em movimento? Vão se colidir duas 
aeronaves?) As curvas podem se interceptar, mas precisamos 
saber se os objetos estarão na mesma posição no mesmo instante. 
Suponha que as trajetórias de duas partículas sejam dadas pelas 
seguintes funções vetoriais 


r (2) = (0,7t — 12, 0) 12 (1) = (4t 3,0, 5t — 6) 
para t = 0. As partículas colidem? 
Duas partículas se movem ao longo das curvas espaciais 
r(t) = (50,0) г,() = (1 + 21,1 + 61,1 + 14t) 
As partículas colidem? Suas trajetórias se interceptam? 


Suponha que u e v sejam funções vetoriais que possuem limites 
quando г — a e seja c uma constante. Demonstre as seguintes 
propriedades de limites. 


(а) lim [u(r) + v()] = lim ибо) + lim v() 
(b) lim cu(r) = c lim u(t) 

(c) lim [u() + v(r)] = lim (т) + lim v() 
(d) lim [u(r) X v()] = lim ибо) X lim v(1) 


A visão do nó de trevo apresentada na Figura 8 é correta, mas 
não muito reveladora. Use as equações paramétricas 


x = (2 + cos 1,57) cos t 


y = (2 + cos 1,51) sent 


z = sen 1,5 
para esboçar à mão a curva vista de cima, deixando pequenas fa- 
lhas para indicar os pontos onde a curva se sobrepõe. Comece 
mostrando que sua projeção sobre o plano xy tem coordenadas 
polares r = 2 + cos 1,5te 0 = t, de forma que r varia entre 1 e 
3. Mostre então que z tem um valor máximo e um mínimo quando 
a projeção está entre r — ler — 3. 

Quando você terminar o esboço à mão livre, utilize um com- 
putador para traçar a curva com o observador vendo de cima e 
compare-a ao seu desenho. Trace a curva sob outros pontos de 
vista. Você alcançará melhor resultado se traçar um tubo de raio 
0,2 em torno da curva. (Utilize o comando tubeplot do Maple 
ou o curvetube ou comando Tube no Mathematica.) 

Mostre que lim,» r(t) = b se e somente se para todo € > 0 
existe um número ô > 0 tal que 


se 0<|т—а|<8 então |r() - b| <= 
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EM Derivadas e Integrais de Funções Vetoriais 


Mais adiante neste capítulo, utilizaremos as funções vetoriais para descrever o movimento 
dos planetas e outros objetos no espaço. Vamos nos preparar aqui para desenvolver o cálculo 
com funções vetoriais. 


БЕШ Derivadas 


A derivada г’ de uma função vetorial г é definida do mesmo modo como foi feito para as fun- 
ções a valores reais: 


d t+ h) — r(t 
E e a 
dt h—0 h 


se este limite existir. O significado geométrico dessa definição está representado na Figura 1. 
Se os pontos P e О têm vetores posição r(t) e r(t + h), então PQ representa o vetor 
r(t + h) — r(t), que pode ser visto como um vetor secante. Se h > 0, o múltiplo escalar 
(1/h)(r(t + h) — r(t)) tem o mesmo sentido que r(t + h) — r(t). Quando h — 0, parece que 
esse vetor se aproxima de um vetor que está sobre a reta tangente. Por essa razão, o vetor r'(t) 
é chamado o vetor tangente à curva definida por г no ponto P, desde que r'(r) exista e 
r'(t) 4 0. A reta tangente a C em Р é definida como a reta que passa por P e é paralela ao 
vetor r'(1). Teremos ocasião de considerar o vetor tangente unitário, dado por 


r'(t 
T()- ( ) 
iro | 
ZA 
r(t-- h)—r(t) 
Visual 13.2 mostra uma animação 
da Figura 1. 
(a) O vetor secante PO (b) O vetor tangente r'(t) FIGURA 1 


O teorema seguinte fornece um método conveniente para calcular a derivada de uma fun- 
ção vetorial r por derivação de cada componente de r. 


[2] Teorema Se r(t) = ( f(t), g(t), h(r)) = f(ri + g(t) j + AO) К, onde f,g eh são 
funções diferenciáveis, então 


r'(t) = (700), 90), h(0) = /'(01 + g' (0j + h'(k 


DEMONSTRAÇÃO 


r'(t) ез [r(t + At) — r(t)] 


= jim [CH + Аў, gt AD, hE + AD) — (FÒ, gO, hD) 


\ 


At At At 


At=0 


| (ue +AA) -FA gt + AD —g() h(r AD — zm 
lim. ( -———— > + DD TLD 
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=y 


FIGURA 2 


Observe na Figura 2 os pontos de vetor 
tangente na direção de aumentar. (Veja o 
Exercício 56.) 


A hélice e a reta tangente do Exemplo 3 
estão na Figura 3. 


FIGURA 3 


( „ ft AD—f(n . g(t-AD-—g( . А+ А) = o) 
lim , lim , lim 
Ar—0 At Ar>0 At Ar—0 At 


= (HD, 9'(0), k'O) gems 


EXEMPLO 1 


(a) Determine a derivada de г(0) = (1 + £?)i + te 'j + sen 2t К. 
(b) Encontre o vetor tangente unitário no ponto onde f = 0. 


SOLUÇÃO 
(a) De acordo com o Teorema 2, derivando cada componente de r, obtemos: 


r'() = 32i + (1 — деј + 2cos2tk 
(b) Uma vez que r(0) = ier'(0) = j + 2k, o vetor unitário da tangente no ponto (1, 0, 0) é 


r(0  j+2k 1 


oa 
ТЮ = Trop Vi-4 уз уз" = 


ЭЛЯ ШИЕ Para a curva r(t) = Vt i + (2 — 0) j, determine r'(t) e desenhe o vetor posição 
r(1) eo vetor tangente r'(1). 


SOLUÇÃO Temos 
1 1 
dO ра) e га) = 10 


А curva é plana, е a eliminação do parâmetro das equações x = М, y = 2 — t nos dá 
y —2 — х?, x > 0. Na Figura 2, desenhamos o vetor posição r(1) = i + j começando na 
origem e o vetor tangente r'(1) começando no ponto correspondente (1, 1). EE 


ЭХЕ Determine as equações paramétricas para a reta tangente à hélice com equações 
paramétricas 


x = 2 cost y= sent z=t 
no ponto (0, 1, 7/2). 
SOLUÇÃO A equação vetorial da hélice é r(t) = (2 cos t, sen t, f), de modo que 
r(t) = (—2 sent, cos t, 1) 
O valor do parámetro correspondente ao ponto (0, 1, 7/2) é t = 7/2, e o vetor tangente é 


r'(7/2) = (—2,0, 1). A reta tangente passa por (0, 1, 7/2) e é paralela ao vetor ( —2, 0, 1), 
então, pela equação 12.5.2, suas equações paramétricas são 


T 
x= —2t y=1 = +1 EEE 
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Do mesmo modo que para as funções reais, a segunda derivada da função vetorial r é a de- Ма Seção 13.4 veremos como r'(t) e r"(r) 


rivada de r', ou seja, г” = (r')'. Por exemplo, a segunda derivada da função do Exemplo 3 é podem ser interpretados como os vetores 
velocidade e aceleração de uma partícula 
r'(t) = ( —2 cos t, —sen t, 0) se movendo pelo espaço com vetor posição 


r(t) no instante х. 


ШЕШ Regras de Derivação 


O próximo teorema mostra que as fórmulas de derivação para funções reais têm suas equiva- 
lentes para as funções vetoriais. 


3 | Teorema Suponha que u e v sejam funções vetoriais diferenciáveis, c um escalar 
e f uma função real. Então, 


1. L uO + vio] = wf) + vO 

2. [сщ] = си) 

а LOO = fut) + Out) 

а L uO - v(0] = O + vi?) + ul) + v) 

s. S [u() х vO] = шд x v) + uto x vO 


2 " [u(£(0)] = FOO) (Regra da Cadeia) 


Esse teorema pode ser demonstrado usando-se diretamente a Definigáo 1 ou empregando- 
-se o Teorema 2 e as fórmulas de derivação correspondentes para as funções a valores reais. A 
demonstração da Fórmula 4 está a seguir; as fórmulas restantes são deixadas como exercícios. 


DEMONSTRAÇÃO DA FÓRMULA 4 Sejam 
ult) = (AO, flo, AO) v(t) = (gula), gt), 9з(0)) 


Então ult) * v(t) = fi(t) gl) + flo) glo) + fal) gt) = » fit) gi(t) 


e as regras usuais de derivação do produto fornecem 


3 


E 10960 = X 17090) 


dt = i=1 


ll 


E [ut) у] 


» OGO + 500) 9:00] 


» FOÀ + У HO gio 


\ 


u'(f) - v(t) + u(f) * v'(r) ES 


\ 


Mostre que, se | r(t) | 


todo f. 


c (uma constante), então r'(t) é ortogonal a r(t) para 


SOLUÇÃO Uma vez que 
г() -rA = |r(0) |? = c? 


e c? é uma constante, da Fórmula 4 do Teorema 3 vem 


Ús x [r() - r(0] = r'( + r(  r() - 1'() =2r(0 + ко) 
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Assim, r'(r) * r(t) = 0, que diz que r'(f) é ortogonal a r(t). 
Geometricamente, esse resultado indica que, se a curva está em uma esfera com o centro 
na origem, então o vetor tangente r'(f) é sempre perpendicular ao vetor posição r(f). EM 


ШЕШ Integrais 


A integral definida de uma função vetorial contínua r(t) pode ser definida da mesma forma 
que para a função real, exceto que a integral resulta em um vetor. Mas podemos expressar a 
integral de r como a integral de suas funções componentes f, g e h como segue. (Utilizamos 
a notação do Capítulo 5, no Volume I.) 


Í ^ r(f) dt = lim Y rt) At 
a n= jg 


— lim [537 м) i+ (3 g(t?) м)! + (3 ГО) м) 1 


e também 


Г r(t) dt = (Гле a) і + (1 g(t) a)i + (t h(t) a) k 


Isso mostra que podemos calcular a integral da função vetorial integrando cada componente 
dela. 

Podemos estender o Teorema Fundamental do Cálculo para as funções vetoriais contínuas 
como segue: 


[0 ar = RO]; = RO) — Ка) 


onde R é uma primitiva de r, ou seja, R'(t) = r(t) . Usaremos a notação f r(t) dt para as inte- 
grais indefinidas (primitivas). 


ZAJ Se r(r) = 2 costi + sentj + 2t k , então 


fro dt = (facosra)i+ (i wa) + (1 ха) x 


= 2 senti — costj РК + С 


onde С é um vetor constante de integração, e 


[7 rO а = [2 senri — costj + к] = 2i +j + Tk EEE 


EM Exercícios 
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1. А figura mostra uma curva C dada pela função vetorial r(t). 


16. 


г) 2 ta X (b + tc) 


(a) Desenhe os vetores r(4,5) — r(4) e r(4,2) — r(4). 
(b) Esboce os vetores 


17-20 Determine o vetor tangente unitário T(t) no ponto com valor 


de parámetro dado t. 


r(t) = (te ',2arctg t,2e'), t=0 
гй = (Ë + 3,2 + 1,31 - 4), t—1 
r(t) = costi + 3tj + 2 sen2tk, 1=0 

. r(r) = sen? ti + cos?tj + tg tk, t= 7/4 


r(4,5) — r(4) r(4,2) — r(4) 17. 

0,5 0,2 18. 

(c) Escreva a expressáo para r'(4) e para seu vetor tangente 19. 

unitário T(4). 20 
(d) Desenhe o vetor T(4). 

21 

22. 


. Se r(t) = (t, t°, t ), encontre r'(t), T(1), r"(t) e r'(t) х r'(t). 


Se r(t) = le”, e?', te”), encontre T(0), r"(0) e r'(r) - r"(t). 


23-26 Determine as equações paramétricas para a reta tangente à 
curva dada pelas equações paramétricas, no ponto especificado. 


x21-42yVt, y=P-t z=ť+t, (3,0,2) 
.xée, у= е, z te^; (1, 0, 0) 

=e" cost, y—e'sent, z—e' (1,0,1) 
с Ж Г +3; y=Ié + 3); z=t; (2,104, 1) 


. Encontre uma equação para a reta tangente à curva de intersec- 


ção dos cilindros x? + y? = 25 e y? + 2? = 20 no ponto (3, 4, 2). 


. Encontre o ponto na curva de r(t) = (2 cost, 2 sent, e'), 


0 = t < 7, em que a reta tangente é paralela ao plano 


М3зх +y=1. 


29-31 Determine as equações paramétricas para a reta tangente à 
curva dada pelas equações paramétricas, no ponto especificado. Ilus- 
tre tracando o gráfico da curva e da reta tangente em uma mesma tela. 


~ z=2t— t’; (0,1,0) 
x = 2cost, y = 2 sent, z = 4 cos 21; 


x=t,y=e 


(v3, 1,2) 


x=tcost, y ^f, z —tsent; (—т,т,О) 


23. 
24 
25. 
26 
21 
2. (a) Faça um esboço grande da curva descrita pela função veto- 28 
rial r(t) = (12,1), 0 < т< 2, e desenhe os vetores r(1), 
r(1,1) er(1,1) — r(1). 
(b) Desenhe o vetor r'(1) começando em (1, 1) e o compare AUS 
com o vetor 
r(1,1) — r(1) 
0.1 
Explique por que esses vetores estáo táo próximos um do 8. 
outro tanto em módulo quanto em direção e sentido. 30. 
$ 31. 
(a) Esboce o gráfico da curva plana com a equagáo vetorial dada. 32. 


(b) Encontre r'(t). 
(с) Esboce o vetor posição r(t) e o vetor tangente r'(t) para o 
valor dado de т. 


М 


9-16 Determine a derivada da função vetorial. 


9. r(t) = (t sent, t?, t cos 21) 35. 
10. r(t) = (tg t, sec t, 1/t?) 
11. r() 2i— j - e" k 
12 or()- + 4 
Ж t 1+t 1+1 37. 
13. r(r) — e' i ј + In(1 + 3)k 
14. r(t) = at cos 311 + b sen?tj + c cos?tk T 
15. r() 2 a - tb + £?c 
KH É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


3. r(A = (t—2,0 +1), t 1 

=, 33. 
4. r(t) = (2,0), t=1 
5. r(t)=senti+2costj, t= 1/4 
6. r() —e'ite'j t=0 

2ts ts 34. 
7. r() = e"ite'j 1=0 
8. r(A) = (1 + cost)i + (2 + sent)j, t= 7/6 


(a) Determine o ponto de interseccáo das retas tangentes à 
curva r(t) = (sen 7t, 2 sen gt, cos mt) nos pontos t = Ое 
t — 05. 

(b) Ilustre traçando o gráfico da curva e ambas as tangentes. 

As curvas de ri(t) = (t, t°, t° Y e r(t) = (sen t, sen 2t, t) se in- 

terceptam na origem. Determine o ángulo de interseccáo destas 

com precisáo de um grau. 

—t340)e 

2, 52) se cruzam? Determine o ángulo de 


Em que ponto as curvas ri(t) = (1,1 
r(s)-—-(3-5ss— 
interseccáo destas com precisáo de um grau. 


35-40 Calcule a integral. 


[ (ti — Pj + 3P Kk) dt 


s p (mie 3r 


LHF 
7/2 2, 
| (3 sen?t cos ti + 3 sen t cos?t j + 2 sen t cos t k) dt 
0 


[ei jr 1j + tsen tk) dt 


1 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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39. | (e'i + 21) Int k) dt 50. Se r(r) = u (t) X v(t), onde u e v são as funções de vetor no 
К Exercício 49, encontre r'(2). 
40. | (cos mti + sen mtj + tk) dt 51. Mostre que se r é uma função vetorial tal que exista r", então 


d 

== [r(t) X r'(] = r) x r'() 
41. Encontre r(t) ser'(r) = 2ti + 31°) + /rker(1) = і + j. dt 
42. Encontre r(t) ser(t) = tite'j+te'ker(0) —i 4 j + К. | а 
43. Demonstre a Fórmula 1 do Teorema 3. 52. Determine uma expressáo para E [u(?) · (v(t) x w(2)]. 
44. Demonstre a Fórmula 3 do Teorema 3. 


45. Demonstre a Fórmula 5 do Teorema 3. 


o : r(t) - r'(r). 


46. Demonstre a Fórmula 6 do Teorema 3. ME Seit) айша di ir = |r| 
47. Se u(t) = (sen t, cos t, t) e v(t) = (t, cos t, sen t), utilize a Fór- 
mula 4 do Teorema 3 para encontrar [Dica: | r(t) |? = r(t) + r(1)] 
d 54. Se uma curva tem a propriedade de o vetor posição r(t) estar 
i [u(?) + v(t)] sempre perpendicular ao vetor tangente r'(1), mostre que essa 
curva está em uma esfera com o centro na origem. 


55. Se u(t) = r(t) * [r'(t) X r”(t)], mostre que 


u'(r) = r(t) - [r'(0) x r"(0] 


56. Mostre que o vetor tangente a uma curva definida por uma função 


48. Seu e v são as funções de vetor no Exercício 47, utilize a Fór- 
mula 5 do Teorema 3 para encontrar 


ato) x vio] 


49. Determine f'(2), onde f(t) = u(t) * v(t), u(2) = (1, 2, —1), vetorial r(£) aponta no mesmo sentido da curva com t aumentando. 
u'(2) = (3, 0, 4) e v(r) = (t, г, Р). [Dica: Consulte a Figura 1 e considere os casos h > 0e h < 0 se- 
paradamente.] 


ES Comprimento de Arco e Curvatura 


Na Seção 10.2 definimos o comprimento de uma curva plana com equações paramétricas 
x = f(t), y = g(t), a < t < b, como o limite do comprimento das poligonais inscritas e, para 
o caso no qual f’ e g' são contínuas, chegamos à seguinte fórmula 


L= f LOF + [g(0 P? dt = E NT | " (2) " 


— 


dt dt 


O comprimento de uma curva espacial é definido exatamente da mesma forma (veja a Fi- 
gura 1). Suponha que a curva tenha equação vetorial r(t) = ( f(t), g(t), h(2)), a = t « b, ou, 
o que é equivalente, equações paramétricas x = f(t), y = g(t), z = h(t), onde f", g' e h' são 
funcóes contínuas. Se a curva é percorrida exatamente uma vez à medida que f cresce, a par- 
tir de a para b, é possível mostrar que 


[b 
2 L= | POP + LOT DOT. at 
b dx V dy V? dz V 
= [| «ү фуу (EV E 
@ dt dt dt 
FIGURA 1 Observe que os comprimentos dos arcos de curva dados pelas Fórmulas [1] e [2] podem 


O comprimento de uma curva espacial ser escritos de forma mais compacta 
é o limite dos comprimentos das 


poligonais inscritas. 


3 L= ["r(9 lar 


porque, para curvas planas r(t) = f(t)i + g(t) j, 


rO| = |£0i + g' (3| = HOP  Lg(P 


e para as curvas espaciais r(t) = f(r)i + g(r) j + AD) k, 


rO| = |f'(0i + g'(j + h'Ok| = AFOP + [g OP. + [P 


EEN Calcule o comprimento do arco da hélice circular de equação 
r(t) = costi + sent j + tk do ponto (1, 0, 0) até o ponto (1, 0, 277). 


SOLUÇÃO Uma vez que r'(t) = —senti + cost j + k, temos 


|r'(0| = «(зеп ? + cost + 1 = y2 


O arco de (1, 0, 0) até (1,0, 27) é descrito quando o parámetro percorre o intervalo 
0 <= t < 2те, assim, da Fórmula 3, temos 


L= [7|v]|ar = [7 а= 242 = 


Uma única curva C pode ser representada por mais de uma função vetorial. Por exemplo, 
a cúbica retorcida 


4 n(t) = (t, 0,0) I<t<2 


poderia ser representada também pela função 


[5] ru) = (e", e?", e?) О<и=<=1п2 


onde a relação entre os parámetros t e и é dada por t = e". Dizemos que as Equações 4 e 5 
são parametrizações da curva C. Se fôssemos usar a Equação 3 para calcular o comprimento 
de C usando Equações 4 e 5, gostaríamos de obter a mesma resposta. Em geral, pode ser mos- 
trado que, quando a Equação 3 é usada para calcular o comprimento do arco, a resposta é in- 
dependente da parametrização que é usada. 

Suponhamos agora que C seja uma curva dada pela função vetorial 


r(t) = f(t)i + g()j + h(t)k a<t<b 


onde г’ é contínua e C é percorrida exatamente uma vez à medida que t aumenta de a para b. 
Definimos sua função de comprimento de arco s por 


d d dx M? dy \? dz M 
st) = ("Ito du = | NES «GJ {5 И 


Então s(f) é o comprimento da parte de C entre r(a) e r(t). (Veja a Figura 3.) Se derivarmos 
os dois lados da Equação 6 usando a Parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo, obteremos 


о 


ds 
7 — = rt 
ш o] 


É frequentemente útil parametrizar uma curva em relação ao comprimento do arco, 
pois o comprimento de arco aparece naturalmente a partir da forma da curva e nào depende 
do sistema de coordenadas utilizado. Se uma curva r(t) já está dada em termos de um parâ- 
metro f e s(t) é a função comprimento de arco dada pela Equação 6, podemos ser capazes de 
escrever t como uma função de s:t = t(s). Em seguida, a curva pode ser reparametrizada em 
termos de s substituindo por t: г = r(r(s)). Assim, se s = 3, por exemplo, r(t(3)) é a posi- 
cáo do ponto que está a trés unidades de comprimento do início da curva. 


BEUA Reparametrize a hélice circular r(t) = cos ti + sen tj + tk utilizando o com- 
primento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na direção de crescimento de t. 
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A Figura 2 mostra o arco de hélice cujo 
comprimento é calculado no Exemplo 1. 


(1,0,0) 


X 


FIGURA 2 


x 


FIGURA 3 
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SOLUÇÃO О ponto inicial (1, 0, 0) corresponde ao valor do parámetro г = 0. A partir do 
Exemplo 1, temos 


ds Р 
— = |r'(t)| = J2 
+= rl - v2 
: t t 
e assim s = s) = | |ru) |du = [V2 du = 21 
0 0 
Portanto t = s//2 ea reparametrização pedida é obtida substituindo-se o valor de t: 
r(t(s)) = cos(s//2)i + sen(s//2) ј + (s//2) к [s] 
mw Curvatura 
Visual 13.3A mostra vetores Uma parametrização r(t) é chamada suave em um intervalo / se г’ for contínua e r'(r) 4 0 em 
tangentes unitários animados, como os da І. Uma curva é chamada de suave se tiver uma parametrização suave. Uma curva suave não tem 
Figura 4, para uma variedade de curvas quebras abruptas ou cúspides; quando seu vetor tangente gira, ele o faz continuamente. 


lanas e curvas espaciais. : E : 
р p Se C for uma curva suave definida por uma função vetorial r, lembre-se de que o vetor tan- 


gente unitário T(t) será dado por 
r'(r) 
xo] 


e indica a direção da curva. Da Figura 4, podemos ver que T(t) muda de direção muito deva- 
gar quando a curva C é razoavelmente reta, mas muda de direção mais rapidamente quando a 
curva C se dobra ou retorce mais acentuadamente. 

A curvatura de C em um dado ponto é a medida de quão rapidamente a curva muda de di- 


T(t) = 


FIGURA 4 reção no ponto. Especificamente, definimos a curvatura como o módulo da taxa de variação 

Vetor tangente unitário em pontos do vetor tangente unitário com relação ao comprimento do arco. (Utilizamos o comprimento 
© . . . . ~ 

igualmente espaçados de C de arco, pois assim a curvatura independe da parametrização.) 


8| Definição A curvatura de uma curva é 


onde T é o vetor tangente unitário. 


A curvatura é mais simples de calcular se expressa em termos do parâmetro t em vez de 
s. Assim, usamos a Regra da Cadeia (Teorema 13.2.3, Fórmula 6) para escrever 


dT ата ат lara 
dt ds dt ds ds/dt 
Mas, da Equação 7, ds/dt = |r'(1) |, e então 
| T'(5 | 
9 к) =-= 
|т'@) | 


Mostre que a curvatura de um círculo де raio a é 1/а. 

SOLUÇÃO Podemos tomar o círculo com centro na origem e parametrizado por 
r(f) = acosti + asentj 

Portanto r'(t) = —asenti + acostj e Ir()|=a 


r'(t) 
[r'| 


Logo, та) = = —senti + costj 
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e T'( = —costi — sen tj 
Isso nos dá | T'(r) | = 1, então, usando a Equação 9, temos 
IT| 1 
K(t) ^ — = — En 
Pr (o) | a 


O resultado do Exemplo 3 mostra que pequenos círculos tém uma grande curvatura, en- 
quanto grandes círculos têm uma pequena curvatura, como nossa intuição indica. Podemos 
ver diretamente da definição que a curvatura de uma reta é sempre 0, pois o vetor tangente 
é constante. 

Embora a Fórmula 9 possa ser utilizada em qualquer caso para calcular a curvatura, em 
geral é mais conveniente aplicar a fórmula dada pelo teorema a seguir: 


10| Teorema A curvatura de uma curva dada pela função vetorial r é 


= | r'(r) X r”(0) | 
| r'(t) |} 


к(ї) 


DEMONSTRAÇÃO Como T = r"/|r'| e |r'| = ds/dt, temos 


_ ds 


r'—|r'|T-— 
dt 


e, pela Regra do Produto (Teorema 13.2.3, Fórmula 3), temos 


Usando o fato de que T X T = 0 (veja o Exemplo 2 da Seção 12.4), temos 


d 2 
rxr'— (4) (T x T?) 


t 


Agora | T(A | = 1 para todo г, então T e T' são ortogonais pelo Exemplo 4 na Seção 13.2. 
Portanto, pelo Teorema 12.4.9, 


; А ds Y? ; ds Y? : ds V, 
exei (E; ir xri- (EVit - (E) rr 


ү; im|- Ir xr” _ |r X r” 
cus (ds/dr? Ir? 
[T] |rxr" 
e к= = 
[r'| |т'[ 


SENT Determine a curvatura da cúbica retorcida r(t) = (t, t°, t°} em um ponto gené- 
rico e em (0, 0, 0). 


SOLUÇÃO Calculemos inicialmente os ingredientes necessários: 


г'( = (1,21, 31?) r'(t) = (0, 2, 6t) 
|r| ^ у +41 + 91* 
ij k 
r(A X r" —|1 2t 3 | =6i- 6tj + 2k 
0 6t 


111 
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FIGURA 5 
A parábola y — x? e sua 
função curvatura 


Podemos pensar no vetor normal como 
indicador da direção para a qual a curva 
está se virando em cada ponto. 


FIGURA 6 


pr (o) x r'()| = J36t* + 3612 + 4 =2/9 + 912 + 1 
Entáo, aplicando o Teorema 10, temos 


xr]. 241+98+098 


| r'(0 ? (1 + 41? + 914) 


«(t) 


Na origem, onde г = 0, a curvatura é к(0) = 2. EE 


Para o caso especial de uma curva plana com a equação y = f(x), escolhemos x como 
parâmetro e escrevemos r(x) = xi + f(x) j. Então r'(x) = i + f'(x) j e r"(x) = f"(x) j. 
Como iXj=ke j X j = 0, segue que r(x) X r'(x) = f"(x) К. Nós também temos 


(х) | = 1 + [f'(x) е, assim, pelo Teorema 10, 


Ше] 


В К = т GT? 


SINE Encontre a curvatura da parábola у = x? nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4). 


SOLUÇÃO Como у’ = 2x e y" = 2, a Fórmula 11 nos dá 


к(х) = || = E 
+A 


A curvatura em (0, 0) é k(0) = 2. Em (1, 1) isso é k(1) = 2/5% = 0,18. Em (2, 4) isso é 
к(2) = 2/VT^? = 0,03. Observe a partir da expressão de к(х) ou o gráfico de к na Figura 5 que 
k(x) — 0 quando x — oo, Isso corresponde ao fato de que a parábola parece tornar-se mais 
plana quando x — zoo, [=] 


БЕШ Vetores Normal e Binormal 


Em um ponto dado de uma curva suave r(f), existem muitos vetores que são ortogonais ao 
vetor tangente unitário T(t). Escolhemos um observando que, como | T( | = 1 para todo f, 
temos T(t) - T'(r) = 0 pelo Exemplo 4 da Seção 13.2, de modo que T'(t) é ortogonal a T(t) 
. Observe, no entanto, que T'(r) pode não ser um vetor unitário. Mas se r' também for suave, 
к % Opodemos definir o vetor normal unitário principal №) (ou simplesmente normal 
unitário) como 


T'(r) 


NO = Tro] 


O vetor B(r) = T(t) X N(t) é chamado vetor binormal. Ele é perpendicular a ambos T 
e Ne também é unitário (veja a Figura 6). 


EIA Determine os vetores normal e binormal da hélice circular 
r(t) = costi + sentj + tk 


SOLUCAO Vamos, inicialmente, calcular os ingredientes necessários para o cálculo do vetor 
normal unitário: 


r'(t) = —senti + созт] + К r'| = 2 
T = E = A (—senti + созт] + k) 
T() = L (—cos ti — sen t j) ITO| = E 
2 y2 
М) = TO) = —costi — sen tj = (—cos f, —sen t, 0) 


Isso mostra que o vetor normal em um ponto da hélice circular é horizontal e aponta em di- 
reção ao eixo z. O vetor binormal é 


i j k 
1 1 
B(r) = T(? х N() = —= | —sent cost 1 | = — (sent, —cos t, 1) ШШШ 
2 t t 0 y2 
—cost -—sen 


O plano determinado pelos vetores normal e binormal N e B num ponto P sobre uma curva 
C é chamado plano normal de C em P. E constituída por todas as linhas que são ortogonais 
ao vetor tangente T. O plano determinado pelos vetores T e N é chamado plano osculador 
de C a P. O nome vem do latim osculum, que significa “beijo”. É o plano que se aproxima mais 
do que contém a parte da curva próxima P. (Para uma curva plana, o plano osculador é sim- 
plesmente o plano que contém a curva.) 

O círculo que está no plano osculador de C em P, tem a mesma tangente que C em P, fica 
do lado côncavo de C (na direção em que N aponta) e tem raio p = 1/к (o recíproco da cur- 
vatura) é conhecido como círculo osculador (ou círculo da curvatura) de C em P. É o cír- 
culo que melhor descreve como C se comporta perto de P; que compartilha a mesma tangente, 
normal e curvatura P. 


AMIA Determine as equações do plano normal e do plano osculador da hélice circular 
do Exemplo 6 no ponto Р(0, 1, 7/2). 


SOLUÇÃO O plano normal em P tem vetor normal r'(7/2) = (— 1, 0, 1), portanto sua equa- 
ção é 


т т 
0-0 «0 - (7) -o ou р=х+-- 


О plano osculador em P contém os vetores T е М, e assim seu vetor normal é T X N — B.A 


partir do Exemplo 6, temos 
B т\_ 1 0 1 
2 Колы Ж; 


Um vetor normal mais simples é (1, 0, 1), então uma equação do plano osculador é 


1 
B(t) = 75 (sen f, —cos f, 1) 


T T 
eo +0005 0:2) =0 ou pq [==] 


SINES Determine e desenhe o círculo osculador da parábola y = x? na origem. 


SOLUÇÃO Do Exemplo 5, a curvatura da parábola na origem é k(0) = 2. Dessa forma, o raio 
do círculo osculador é 1/к = 3 e seu centro é (0, 3). Sua equação é, portanto, 
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A Figura 7 ilustra o Exemplo 6 mostrando os 
vetores T, N e B em dois pontos da hélice 
circular. Em geral, os vetores T, Ne B, 
começando nos vários pontos da curva, 
formam um conjunto de vetores ortogonais, 
denominados referencial TNB, que se 
move ao longo da curva quando f varia. 
Esse referencial TNB tem um papel 
importante em um ramo da matemática 
chamado geometria diferencial e em suas 
aplicações em movimento de naves 
espaciais. 


FIGURA 7 


Visual 13.3B mostra como a 
estrutura TNB move ao longo de diversas 
curvas. 


A Figura 8 mostra a hélice e o plano 
osculador do Exemplo 7. 


FIGURA 8 
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УА 
osculador 


circular 


х= 


х? + (у - 5) = 4 


Para o gráfico da Figura 9 usamos as equações paramétricas do círculo: 


1 1 1 
3 COS f у=» +5sent EE 


Resumimos aqui as fórmulas para os vetores tangente unitário, normal unitário e binormal 


т =1ї+ї?ў+ї?К, 0<t<l 


(1, 0) na direção crescente de т. Expresse a reparametrização em 
sua forma mais simples. O que vocé pode concluir sobre a curva? 


б l E e para a curvatura. 

FIGURA 9 r'(t) T'(f) 

T = N) = B(r) = Т) х N(t) 

|т'@)| To) | 
ГА 0 " 

Visual 13.3C mostra como o círculo dT — | E 0] | I | r (1) xr (0) | 
osculador muda conforme um ponto se ds |r| rof 
move ao longo de uma curva. 
ES Exercícios 
1-6 Determine o comprimento da curva dada. 
1. r(t) = (t,cost,3sent), —5=г=5 no = ( 2 Jr | 2t i 
2. r() = Qr, iP) 0<t<l Ü + 1 + 1 
з. rt) = J2ti-e'jte'k, 0<1<1 _ | | : 
A vil costi + sentj +lncostk, О<г=т/4 em relação ao comprimento do arco medido a partir do ponto 
5. 
6. 


r(A = 12ti + 802j + 32k, 0O=<1=<1 


1-9 Encontre o comprimento da curva com precisão de quatro casas 


decimais. (Use sua calculadora para aproximar a integral.) 


r( = (Vt, t, pu ї<тг<4 
r(t) = (t,e * te"), I<t<3 


r(t) = (senf,cost,tgt), 0=t 


= 


= 


т/4 


11. 


12. 


. Trace a curva com equações paramétricas x = sen t, у = sen 2f, 


z = sen 3f. Encontre o comprimento total desta curva com preci- 
sáo de quatro casas decimais. 

Seja C a curva de interseccáo do cilindro parabólico x? — 2y e da 
superfície 3z — xy. Encontre o comprimento exato de C da ori- 
gem até o ponto (6, 18, 36). 

Encontre, com precisáo de quatro casas decimais, o comprimento 
da curva de intersecção do cilindro 4x? + y? = 4 com o plano 
х+у += = 2. 


13-14 Reparametrize а curva com relacáo ao comprimento de arco 


medido a partir do ponto onde t = 0 na direção crescente de t. 


13. 
1. 


г) = 211+ (1—30)j + (5+ 4t)k 
r(t) = e” cos 211+ 2j + e” sen 2t k 


15. 


16. 


Suponha que vocé comece no ponto (0, 0, 3) e se mova 5 unida- 
des ao longo da curva x = 3 sen f, y = 4t, z = 3cos t na direção 
positiva. Onde vocé está agora? 

Reparametrize a curva 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


17-20 
(a) Determine os vetores tangente e normal unitários T(t) e №). 


(b) Utilize a Fórmula 9 para encontrar a curvatura. 


17. 
18. 
19. 
20. 


r(t) = (t, 3 cos t, 3 sen f) 
r(t) = (1?, sent — tcos t, cos t + t sen t), 
r(t) = (21, e, et) 


r() = (5,56, 1?) 


t0 


21-23 Utilize o Teorema 10 para encontrar a curvatura. 


21. r() = Pj * Kk 

22. г() — ti - tj + (1 - ?)k 

23. r(t) = 31i + 4sentj + 4costk 

24. Encontre a curvatura da curva r(t) = (e'cost,e' sent, t) no 
ponto (1, 0, 0). 

25. Encontre a curvatura de r(t) = (t, t°, t?) no ponto (1, 1, 1). 


М 26. Trace o gráfico da curva com equações paramétricas x = cos г, 


у = sen f, z = sen 5t e calcule a curvatura no ponto (1, 0, 0). 


21-29 Use a Fórmula 11 para encontrar a curvatura. 


27. y = x 


28. y = tgx 29. y = xe* 


30-31 Em que ponto a curva tem curvatura máxima? O que acontece 


com a curvatura quando x — 0? 


30. 


y=Inx 31. у= е“ 


32. 


SCA 


Determine a equação de uma parábola que tenha curvatura 4 na 
origem. 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 


33. (a) A curvatura da curva C mostrada na figura é maior em P ou 
em Q? Explique. 
(b) Estime a curvatura em P e Q desenhando o círculo osculador 
nesses pontos. 


yA P 


xy 


FH 34-35 Utilize uma calculadora gráfica ou um computador para traçar 


na mesma tela a curva e sua função curvatura k(x). Esse é o gráfico 
que vocé esperava? 


34. у= х? — 2x? 2 


35. у= х 


SCA| 36-37 Trace а curva espacial e sua função curvatura k(t). Comente 


como a curvatura reflete a forma da curva. 
36. r(t) = (t — sent, 1 — cos t, 4 cos(t/2)}, O=<t< 
37. r(A = (te, e", 21), —5«tx5 


38-39 Dois gráficos, a e b, são mostrados. Um é a curva y = f(x) eo 
outro é o gráfico da sua função curvatura y = k(x). Identifique cada 
uma e justifique suas escolhas. 


38. 39. 


y y 


SCA 


40. (a) Desenhe a curva r(t) = (sen 31, sen 2f, sen 31). Em quantos 


pontos da curva tem-se a impressão de que a curvatura possui 
um máximo local ou absoluto? 

(b) Use um SCA para determinar e fazer o gráfico da função cur- 
vatura. Esse gráfico confirma sua conclusão na parte (a)? 


SCA O gráfico de r(r) = (1 — $ sent, 1 — 5 cost, t) é mostrado na 


M. 


Figura 12(b) da Seção 13.1. Onde você acha que a curvatura é 
maior? Use um SCA para determinar e fazer o gráfico da função 
curvatura. Para quais valores de t a curvatura é maior? 

42. Use o Teorema 10 para mostrar que a curvatura da curva plana 


parametrizada x = f(t), y = g(t) é 


_ dx» -y| 
Le + y^ 
onde os pontos indicam as derivadas em relação a t. 
43-45 Use a fórmula do Exercício 42 para calcular a curvatura. 
B.x=f, у= 
44. x —acosot, y = b sen wt 


45. x = e cost, y=e'sent 


46. Considere a curvatura em x = 0 para cada membro da família de 
funções f(x) = е“. Para quais membros k(0) é maior? 

47-48 Encontre os vetores T, N e B no ponto indicado. 

47. ro = (02, 203,10), (1,1,1) 


SCA 


48. 
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r(t) = (cost, sent, ln cos t}, (1,0,0) 


49-50 Determine as equações dos planos normal e osculador da curva 


no ponto indicado. 


. x = 2 sen 3t, 
.x-t, 


z = 2 cos 3t; 
(1, 1, 1) 


у=, (0, т, —2) 


у=, z-f 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


61. 


. Encontre as equacóes para o círculo osculador da elipse 


9x? + 4y? = 36 nos pontos (2, 0) e (0, 3). Utilize uma calcula- 
dora gráfica ou computador para tragar a elipse e ambos os cír- 
culos osculadores na mesma tela. 


. Encontre as equagóes para o círculo osculador da parábola 


y = 3x? nos pontos (0, 0) e (1, 3). Trace os dois círculos oscula- 
dores e a parábola na mesma tela. 

Em qual ponto da curva x = fé, y = 3t, z = г“ o plano normal 
é paralelo ao plano 6x + 6y — 8z = 1? 

Existe um ponto da curva do Exercício 53 onde o plano oscula- 
dor é paralelo ao plano x + y + z = 1? 

[Observação: Você precisará de um SCA para derivar, simplifi- 
car e calcular um produto vetorial.] 

Determine as equações dos planos normais e osculador da curva 
de interseção dos cilindros parabólicos x = y? ez = x? no ponto 
(1, 1, 1). 

Mostre que o plano osculador em cada ponto da curva 
r(t) = (t + 2,1 — 1,58) é o mesmo plano. O que você pode 
concluir sobre a curva? 

Mostre que a curvatura к está relacionada com os vetores tan- 
gente e normal pela equação 


dT ON 
ds 


Mostre que a curvatura de uma curva plana é к = |4ф/45 


onde $ é o ángulo entre T e i, isto é, ф é o ángulo de inclinação 

da reta tangente. (Isso mostra que a definição de curvatura é con- 

sistente com a definição dada para curvas planas no Exercício 69 

da Seção 10.2.) 

(a) Mostre que dB/ds é perpendicular a B. 

(b) Mostre que dB/ds é perpendicular a T. 

(с) Deduza das partes (a) e (b) que dB/ds = — 7(s)N para algum 
número 7(s) chamado torção da curva. (A torção mede 
quanto a curva é retorcida.) 

(d) Mostre que para uma curva plana a torção é 7(s) = 0. 

As fórmulas seguintes, chamadas fórmulas de Frenet-Serret, 

são de fundamental importância em geometria diferencial: 


1. dT/ds = kN 
2. dN/ds = -KT + 7B 
3. dB/ds = —TN 


(A Fórmula 1 é fornecida a partir do Exercício 57 e da Fórmula 3 
vem de Exercício 59.) Use o fato de que N — B X T para dedu- 
zir Fórmula 2 a partir das Fórmulas 1 e 3. 

Utilize as fórmulas de Frenet-Serret para demonstrar cada um 
dos seguintes itens. (Apóstrofo denota derivadas com relação a t. 
Comece como na demonstração do Teorema 10.) 

(а) r” = s"T + «(s N 

(D r' X r” = «(s В 

(c) r” = [s" — «As PIT + [3 ке" + к'(5)°]М + k7(s') В 
(r' X r^) +” 


d = 
(d) 7 prox r”p? 
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62. Mostre que a hélice circular r(r) = (a cos t, a sen t, bt), onde a 
e b são as constantes positivas, tem curvatura e torção constantes. 
[Use o resultado do Exercício 61(d).] 

63. Utilize a fórmula do Exercício 61(d) para calcular a torcáo da 
curva r(r) — (t, iU, 103). 

64. Encontre a curvatura е torção da curva х = senh t, у = cosh f, 


65. 


z —tno ponto (0, 1, 0). 

A molécula de DNA tem a forma de duas hélices circulares. O 
raio de cada uma das hélices é de cerca de 10 ángstróms (1 
А = 107? cm). Cada hélice, em uma volta completa, sobe 34 А, 
e existem cerca de 2,9 x 10º voltas completas. Estime o com- 
primento de cada hélice circular. 


66. Consideremos o problema de projetar uma linha férrea de modo 


a fazer transições lisas entre as seções de trilhos retos. Um trilho 
existente ao longo da parte negativa do eixo x precisa ser ligado 
a um trilho que corre ao longo da reta y = 1 para x = 1. 

(a) Determine um polinômio P = P(x) de grau 5 tal que a função 


F definida por 
0 se х= 0 
Е(х) = 4 Р(х) ѕе 0 <х<1 
1 sex=1 


seja contínua e tenha derivada e curvatura contínuas. 
(b) Utilize uma calculadora gráfica ou um computador para tra- 


çar o gráfico de F. 


EM Movimento no Espaço: Velocidade e Aceleração 


FIGURA 1 


Nesta seção, mostraremos como as ideias dos vetores tangente e normal, assim como as de cur- 
vatura, podem ser usadas na física para estudar o movimento de objetos, sua velocidade e sua 
aceleração, quando estão se movendo ao longo de uma curva espacial. Em particular, segui- 
remos os passos de Newton, usando seu método para deduzir a Primeira Lei de Kepler para o 
movimento planetário. 

Suponha que uma partícula se mova no espaço de forma que seu vetor posição no instante 
t é r(t). Observe da Figura 1 que, para pequenos valores de h, o vetor 


r(t + h) — r(t) 
h 


se aproxima da direção de movimento da partícula que se move ao longo da curva r(t). Seu 
módulo mede o tamanho do vetor deslocamento por unidade de tempo. O vetor | 1| fornece a 
velocidade média no intervalo de tempo de comprimento h e seu limite é o vetor velocidade 
v(t) no instante t: 


r(t +) — r(t) _ 


r'(t) 


2 v(t) = lim 7 


Portanto, о vetor velocidade é também o vetor tangente e tem a direção da reta tangente à 
curva. 

A velocidade escalar da partícula no instante t é a magnitude do vetor velocidade, ou seja, 
| v(t) |. Isso é apropriado, pois, de [2] e da Equação 13.3.7, temos 


ds 
Iv) | = |г'()| = qo taxa de variação da distância com relação ao tempo 


Como no caso de movimento unidimensional, a aceleração da partícula é definida como a de- 
rivada da velocidade: 


alt) = v(t) = r"(r) 


ЗОЛИ O vetor posição de um objeto em movimento em um plano é dado por 
r(t) = 1*i + f? j. Determine a sua velocidade, a velocidade escalar aceleração quando t = 1 
e ilustre geometricamente. 


SOLUÇÃO А velocidade e a aceleração no instante £ são 


vA = r (0) = 3Pi + 2tj 


alt) = г") = 6ti + 2j 
e a velocidade escalar é 
IVO | = Уб F OF = б cr dn 
Quando t = 1, temos 
v(1) =3i+2j а(1) 2 6i 2j |v(1)| = 13 
Os vetores velocidade e aceleração estão mostrados na Figura 2. E 


EUA Determine a velocidade, a aceleração e a velocidade escalar de uma partícula 
com vetor posição r(t) = (1?, e”, te"). 
SOLUÇÃO 

v(t) = r'( = (2t,e;(1 + De”) 


alt) = v(t) = (2, e', (2 + De”) 


[vA | = JA? + e” + (1 + Pe” = 


A integração de vetores introduzida na Seção 13.2 pode ser usada para achar o vetor po- 
sição quando os vetores velocidade ou aceleração são conhecidos, como no seguinte exemplo. 


БИШЕ Uma partícula movendo-se começa numa posição inicial r(0) = (1,0,0) com 
uma velocidade inicial v(0) = i — j + k. Sua aceleração é a(t) = 4ti + 6tj + k. Deter- 
mine a sua velocidade e posição no momento t. 


SOLUÇÃO Uma vez que a(t) = v'(f), temos 
v(r) = (aa = | (ari * 6rj + юа 
=2Pi + 3j+1tk+C 


Para determinarmos o valor da constante do vetor C, usamos o fato de que v(0) = i — j + k 
. À equação anterior permite v(0) = С, de modo que C = і – j + ke 


vA = 2121 + 3j+1tk+i-j+k 
= (22 + 1)1 + (312 —1)j + (r- Dk 


Uma vez que v(t) = r'(t) temos 
r() = [v0 dt 
= [102 + Di+GP-Dj+(+Dkd 
-(in-n)i-(9-2j- (12+ кер 


Tomando f = 0, achamos que D = r(0) = i, então a posição no tempo t é dada por 


r() = ($6 +++ 1)i - (6—20j * (GP 9 Dk = 


Em geral, por integração vetorial podemos recuperar a velocidade quando a aceleração 
for conhecida e a posição quando a velocidade for conhecida: 


v(1) = víto) + Í “a(u) du r(r) = rlt) + f ' y(u) du 
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YA 
v(1) 
а(1) 
(1,1) 
0 X 
FIGURA 2 


Visual 13.4 mostra vetores 
animados de velocidade e aceleração para 
objetos que se movem ao longo de várias 
curvas. 


A Figura 3 mostra a trajetória da partícula 
do Exemplo 2 com vetores velocidade e 
aceleração quando т = 1. 


ZA 


а(1) 
1 
y 
х 


FIGURA 3 


A expressão para r(t) que obtivemos no 
Exemplo 3 foi usada para traçar a trajetória 
da partícula na Figura 4 para O < £ < 3. 


6 
‚4 
21 7,00 = 0 
0 > 
O 5 10 15 2 20 
y 
FIGURA 4 


Xx 
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Se a força que age sobre a partícula é conhecida, então a aceleração pode ser determinada 
a partir da Segunda Lei de Newton para o Movimento. A versáo vetorial dessa lei nos diz 
que, se em qualquer instante de tempo f, uma força F(t) age sobre um objeto m produzindo 
uma aceleração a(t), então 


F(t) = ma(t) 


A velocidade angular do objeto em movi- SENDA Um objeto de massa m que se move em uma trajetória circular com velocidade 
mento com posição P é о = d6/dt, onde 


ieo nulo mostrado na Figura. angular constante w tem vetor posição dado рог r(t) = a cos wti + a sen ot j. Determine a 


força que age sobre o objeto e mostre que sua direção e sentido são dados pela reta que passa 
pela origem, apontando em direção à origem. 


УА 
4 SOLUÇÃO Рага encontrarmos a força, precisamos primeiro saber a aceleração: 
Y 
0 v(t) = r'(t) = —ao sen oti + ао cos ot j 
0 x 
| a(t = v'(t) = —aw*cos oti — ао? sen ot j 
Portanto, pela Segunda Lei de Newton, temos a força 
FIGURA 5 F(t) = та() = —moa cos oti + a sen ot j) 
Observe que F(t) = —mw?r(t). Isso mostra que a força age na direção oposta ao vetor radial 
YA r(t) e, portanto, aponta para a origem (veja a Figura 5). Essa força é chamada força centrípeta. 
== 
Vo 
З Um projétil é disparado com ángulo de elevação a e velocidade inicial vo. (Veja 
NE a Figura 6.) Assumindo que a resistência do ar seja desprezível e que a única força externa seja 
0 > devida à gravidade, determine a função posição r(f) do projétil. Para qual valor de а obtemos 
d maior alcance (distância horizontal percorrida)? 
FIGURA 6 SOLUÇÃO Fixamos os eixos coordenados de forma que a origem coincida com o ponto ini- 


cial da trajetória do projétil. Como a força devida à gravidade age para baixo, temos 
Е = та = —mgj 
onde g = |a| = 9,8 m/s”. Assim, 
а= -gj 
Uma vez que v'(t) = a, temos 


у) = =gtj+ C 
onde С = v(0) = vo. Portanto 
r'(t) = v(t) = —gtj + vo 
Integrando novamente, obtemos 
r() = —ig?j + ту + D 


Mas D = r(0) = 0, e então o vetor posição do projétil é dado por 


3 гй) = —igj + two 


Se escrevermos | vo | = vo (a velocidade escalar inicial do projétil), então 
Vo = vocos a i + vosen о j 


e a Equação 3 se torna 


r(t) = (vocos a)ti + [(vo sen а) — !ot]j 


As equações paramétricas da trajetória são 


4 х= (vo cos ot y= (vo sen ot Е igt 


A distância horizontal d é dada pelo valor de x quando y = 0. Ajustando y = 0, obtemos 
t = 0 out = (2v sen a)/g. O último valor de t fornece 


2wsena 00(2 ѕеп а cosa) vê sen2a 


g g 


d = x = (v cos a) 


Claramente, d tem valor máximo quando sen 20 = 1, ou seja, quando œ = 7/4. EEE 


BEJ Um projétil é lançado com velocidade de disparo de 150 m/s e ángulo de eleva- 
ção de 45° de um ponto 10 m acima do nível do solo. Onde o projétil vai atingir o solo e com 
que velocidade escalar? 


SOLUÇÃO Se tomarmos a origem no nível do solo, então a posição inicial do projétil é (0, 10) 
e, portanto, precisamos adequar a Equação 4 adicionando 10 na expressão para y. Com 
vo = 150 m/s, а = 45° e g = 9,8 m/s, temos 


x = 150 cos(m/4)t = 754/21 


y = 10 + 150 sen(/4)1 — 3(9,8)1? = 10 + 7542 t — 4,91? 


O impacto ocorrerá quando у = 0, isto é, 4,91? — 75 „21 — 10 = 0. Resolvendo essa equa- 
ção quadrática (e usando somente o valor positivo de 7), temos 


_ 75/2 + 11250 + 196 
! 9,8 
Então x = 754/2 (21,74) = 2.306, assim o projétil atinge o solo a uma distância de cerca de 
2.306 m. 
A velocidade do projétil é 


v(f) =r(1) = 754/2 i + (754/2 — 9,81) j 
Portanto, sua velocidade escalar no impacto é 


= 21,74 


|v(21,74) | = (152) + (15/2 — 9,8 · 21,74) = 151 m/s ишш 


ШЕШ Componentes Tangencial e Normal da Aceleração 


Quando estudamos o movimento de uma partícula, é frequentemente ütil decompor a acele- 
ração em duas componentes, uma na direção da tangente e outra na direção da normal. Se es- 
crevemos v = |v| para a velocidade escalar da partícula, então 


| т) _ wt) v 
We NOD» 
e, assim, v=vT 


Se derivarmos ambos os lados em relação a t, obteremos 


5 a=vw=04T+oT' 


Se usarmos a expressáo da curvatura dada pela Equacáo 13.3.9, temos 
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Se você eliminar t das Equações 4, verá 
que y é uma função quadrática de x. 
Assim, o caminho do projétil faz parte de 
uma parábola. 
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: EE ON NNI 
go  |T'|— ко 


m 
е 


O vetor normal unitário foi definido na seção anterior como N = TY | T'|, então [6 | fornece 


T' = |T'|N = kuN 


e a Equação 5 se torna 


7 а= Т + kN 


Escrevendo ат е ay para as componentes tangencial e normal da aceleração, temos 
а = arT + anN 


onde 


FIGURA 7 Essa conclusão está ilustrada na Figura 7. 

Vamos olhar agora o que a Fórmula 7 nos diz. A primeira coisa a observar é que o vetor 
binormal B não aparece. Independentemente de como o objeto se move no espaço, sua ace- 
leração sempre está nos planos de T e N (o plano osculador). (Lembre-se de que T fornece a 
direção e sentido do movimento e N aponta a direção na qual a curva está se entortando.) Em 
seguida, observamos que a componente tangencial da aceleração é v', a taxa de variação da ve- 
locidade escalar, e a componente normal da aceleração é Kv’, a curvatura vezes o quadrado 
da velocidade escalar. Isso explica o que acontece com um passageiro em um carro — uma 
virada brusca em uma rua pode ser vista como um valor grande de curvatura к, de forma que 
a componente da aceleração perpendicular ao movimento é grande e o passageiro é jogado 
contra a porta do carro. A alta velocidade em uma curva tem o mesmo efeito: de fato, se do- 
brarmos nossa velocidade escalar, ax será aumentada por um fator de 4. 

Apesar de termos uma expressão para as componentes tangencial e normal da aceleração 
na Equação 8, é desejável obter expressões que dependam somente de r, r' e r”. Com essa fi- 
nalidade, tomamos o produto escalar de v = vT com a como dada na Equação 7: 


у:а= Т: ("Т + KvN) 
ov T - T - k^ T- N 


\ 


, 


= yv (uma vezque T-T— leT-N-—0) 


Portanto 


v:a r()-r() 


0 Pro) | 


9 ат = y! = 


Usando a fórmula da curvatura dada pelo Teorema 13.3.10, temos 


"T |r'(r) x r”) | 
EXO) Г 


[r(A хк" (0) | 
"(0 | 


EMO I^ == 


10 ау = KU 


SEND] Uma partícula se move com função posição r(t) = (1?, t°, t°}. Determine as 
componentes tangencial e normal da aceleração. 
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SOLUÇÃO г) = Pi £j Pk 
r(t) = 2ti + 2tj + 37k 
r”(t) = 2i + 2j + 6tk 
HON TER 
Portanto, da Equação 9 vem que a componente tangencial é 
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ат [rq] JBP + 9r* 


i j k —— 
Uma vez que r(A X r'(ü—|2t 2t 3? | =6i- 6) Q 
2 2 6t 
da Equação 10 obtemos a componente normal ЕЕ си 
ci » A 
[r(A x т"(д| 6421 = 
me = — 
Т | V82 + 91* sn 


HA Leis de Kepler para o Movimento Planetário io — 


кышы agora um dos principais леш тойа como o material deste | a TT —S €—— 


pítulo pode ser usado para ишн мө de Kepler para o movimento › planetári 10. Depois „== 
de 20 anos estudando as M Lok s do astrónomo dinamarquês Tycho | Brahe, o astrónomo 
K 


e matemático alemão Johannes Kepler (1571-1630) formulou as seguintes três leis: 


а 
Leis de Kepler T a x | е 


= 


а gira em torno do Sol em uma órbita elíptica, com o p o em um dos 
focos. pa " 


й 2 О segmento de reta que liga o Sol a um л varre áreas iguais em intervalos de 
tempo iguais. р / 

3. Oquadrado do período de revolução de um —Ü é proporcional ao cubo af com- 

primento do e 2 maior de sua órbita. 


E 


ы 


Em seu livro Principia Mathematica, de 1687, sir Isaac Newton mostrou que as três leis e 
de Kepler podem BE obtidas como consequéncias de outras duas leis de sua autoria, a Se- 
gunda Lei do Movimento e a Lei da Gravitação Universal. A seguir, demonstraremos a Pri- 
meira Lei de Kepler. As leis restantes sáo deixadas como exercícios (com sugestóes). 

Como a força gravitacional do Sol sobre um planeta é muito maior que as forças exer 
das por outros corpos celestes, podemos ignorar todos os outros corpos do Universo, excet 
o Sol e um planeta girando em torno dele. U: saremos um sistema de coordenadas com origem 
no Sol e seja r = г (f) o vetor posição do planeta. (Poderíamos igualmente considerar r o vetor 
posição da Lua ou de um satélite girando em torno da Terra, ou um cometa movendo-se em 
torno de uma estrela. O vetor velocidade é v = r' e o vetor aceleração é a = r” . Utilizaremos 
as seguintes leis de Newton: — 


Segunda Lei do Movimento: F — ma 


Lei de Gravitação: Е = – г = – 


onde Е é a força da gravidade sobre o planeta, т e M são as massas do planeta e do Sol, С é 
,eu = (1/r)r é o vetor unitário na direção de r. 

Mostraremos inicialmente que o planeta se move em um plano. Igualando a expressão 
para F nas duas leis de Newton, chegamos a 
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FIGURA 8 


e, assim, a é paralelo аг. Segue que r X a = 0. Usamos a Fórmula 5 no Teorema 13.2.3 para 
escrever 


d 
a OE Y 


=уху+гха=0+0=0 


Logo, rxv=h 
onde h é um vetor constante. (Podemos assumir que h # 0; isto é, г e v não são paralelos.) 
Isto significa que o vetor r = r(t) é perpendicular a h para todos os valores de t, de modo que 
O planeta sempre se situa no plano através da origem perpendicular de h. Assim, a órbita do 
planeta é uma curva plana. 

Para demonstrarmos a Primeira Lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h como segue: 


h=rxv=rxXr'=ruX (ru) 
=ru X (ru' + r'u) = r?(u Xu) + rr'(u X u) 
= r?(u X u’) 
Então, 
—GM 
a x = —,—u X (ru X u) = -GM u X (u хи) 
r 
= —GM[(u * u)u = (u d u)u'] (pelo Teorema 12.4.11, Propriedade 6) 
Мази, u = |u|? = 1e, uma vez que |u(r) | = 1, segue-se a partir do Exemplo 4, na Seção 


13.2, que u - u' = 0. Portanto 
a xX h = GM u' 


e (vxh)^v'Xh-aXh-GMwu 
Integrando ambos os lados da equacáo, obtemos 


11 vxh=GMuzw+e 


onde c é um vetor constante. 

Neste ponto é conveniente escolher os eixos coordenados de forma que o vetor da base ca- 
nónica k aponte na direção do vetor h. Em seguida, o planeta se move no plano xy. Como 
ambos v X h e u são perpendiculares a h, a Equação 11 mostra que c pertence ao plano xy. 
Isso significa que podemos escolher os eixos x e y de forma que o vetor i esteja na direção de 
с, como mostrado na Figura 8. 

Se 0 é o ángulo entre c e r, então (r, 0) são as coordenadas polares do planeta. Da Equa- 
cáo 11, temos 


r:(vxh=r-(GMuw+c)=GMr:u+r-:e 


= GMru-u + |r||c|cos0 = GMr + rc cos Ө 


onde с = |c |. Então, 


| r:(vxh _ 1 r-(vxh) 
GM + ссоѕ 0 GM 1 +ecos6 
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onde e = c/(GM). Mas 


r-(vxh)=(rxv):h=h-h=|h|? = л? 


onde h = |} |. Logo, 
hU(GM) X еһ/с 
1 +ecos6 1 + есоѕ ө 


Escrevendo d = h?/c, obtemos a equação 


ed 
1 +ecos0 


12 r= 


Comparando com o Teorema 10.6.6, vemos que a Equação 12 é aquela da forma polar da 
seção cônica com foco na origem e excentricidade e. Sabemos que a órbita de um planeta é 
uma curva fechada e assim a cônica deve ser uma elipse. 

Isso completa a dedução da Primeira Lei de Kepler. Vamos orientá-lo através da deriva- 
ção das Segunda e Terceira Leis do Projeto Aplicado. As demonstrações dessas três leis mos- 
tram que o método deste capítulo fornece uma ferramenta poderosa na descrição de leis da 
natureza. 


E Exercícios 


A tabela fornece coordenadas de uma partícula movendo-se no 


espaço ao longo de uma curva suave. 

(a) Determine a velocidade média nos intervalos de tempo [0, 1], 
[0,5; 1], [1,2] e [1; 1,5]. 

(b) Estime a velocidade e a velocidade escalar da partícula no 
instante t = 1. 


t х y 2 
0 27 9,8 3,7 
0,5 3,5 7,2 3,3 
1,0 4,5 6,0 3,0 3-8 Determine a velocidade, a aceleração e a velocidade escalar da 
1,5 5,9 6,4 2,8 partícula cuja função posição é dada. Esboce a trajetória da partícula 
2,0 7,3 7,8 2,7 e desenhe os vetores velocidade e aceleração para os valores de f es- 
pecificados. 
3 г(ф=(—и?), 1=2 
2. A figura mostra a trajetória de uma partícula que se move com 4 r= (2 — t, 4/1), 
vetor posição r(f) no instante f. 5 r()=3costi+2sentj, t= 7/3 
(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par- T a 
сша no intervalo de tempo 2 < ft = 2,4. 6 A, aed 
(b) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par- 7. rA =ti+ťj+2k, r—1 
сша no intervalo de tempo 1,5 « t < 2. 8. r(f) = tfi + 2costj + sentk, 1=0 
(c) Escreva uma expressáo para o vetor velocidade v(2). 
(d) Desenhe uma aproximação do vetor v(2) e estime a veloci- 3-14 Determine a velocidade, a aceleração e a velocidade escalar da 
dade escalar da partícula em t — 2. partícula cuja função posição é dada. 


9. r) = (12+ 0,0 — 1) 


H É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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10. 
11. 


12. 
13. 
1. 
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r(t) = (2cos t, 31, 2 sent) 
r() = J2ti- e'jtek 


г() =?1+ 21] + Intk 


r(t) = e'(costi + sentj + tk) 


r(t) = t sen ti + tcostj + 1?k 


15-16 Determine os vetores velocidade e posigáo de uma partícula, 


dadas a sua aceleração, velocidade e posição iniciais. 


15. a()=i+2j v(0)=k, r(0)=i 
16. а() = 21 + 6tj + I2?k, v(0) —i r(0)=j-k 
17-18 


(a) Determine o vetor posição de uma partícula, dada a sua acelera- 


17. 
18. 


ção e suas velocidade e posição iniciais. 
[М (b) Utilize o computador para traçar a trajetória percorrida pela par- 


tícula. 
a(t) = 211 + sentj + cos2tk, v(0)—i, 


v(0) = К, 


r(0) = j 


alt) — ti t e'j + ek, r(0) = j + Кк 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


21. 


25. 


26. 


21. 


28. 


29. 


A função posição de partícula é dada por 
r(t) = (12, 5t, 1? — 16t). Quando sua velocidade escalar é mí- 
nima? 


uma 


Qual a força necessária para que uma partícula de massa m tenha 
a função posição r(r) = Pi + tj + Pk? 

Uma força com magnitude 20 N atua diretamente para cima do 
plano xy em um objeto com massa de 4 kg. O objeto começa na 
origem com velocidade inicial v(0) = i — j. Encontre a sua fun- 
ção posição e a sua velocidade no instante f. 

Mostre que, se uma partícula se move com velocidade escalar 
constante, então os vetores velocidade e aceleração são ortogo- 
nais. 

Um projétil é disparado com uma velocidade escalar inicial de 
200 m/s e ângulo de elevação de 60º. Determine (a) o alcance do 
projétil, (b) a altura máxima atingida e (c) a velocidade escalar no 
impacto. 

Repita o Exercício 23, considerando agora o projétil disparado 
de uma posição 100 m acima do solo. 

Uma bola é atirada em um ângulo de elevação de 45º em relação 
ao solo. Se a bola cai no solo a uma distância de 90 m, qual a ve- 
locidade escalar inicial da bola? 

Uma arma é disparada com ângulo de elevação de 30º. Qual a 
velocidade de disparo se o máximo de altura que a bala atinge é 
de 500 m? 

A velocidade de disparo de uma arma é 150 m/s. Determine dois 
ângulos de elevação que podem ser utilizados para atingir um 
alvo que está a 800 m de distância. 

No beisebol, um batedor rebate uma bola, que está 3 pés acima 
do chão, em direção à parte central da cerca do campo, que tem 
10 pés de altura e dista 400 pés da base do lançamento. A bola 
deixa o bastão com uma velocidade escalar de 115 pés/s e com 
ângulo de 50º acima da horizontal. Foi home run? (Em outras pa- 
lavras, a bola passou por cima da cerca?) 

Uma cidade medieval tem a forma de um quadrado e está protegida 
pelas muralhas com comprimento de 500 m de altura de 15 m. 


30. 


31. 


32. 


34. 


35. 


36. 


7933. 


Você é o comandante de um exército de ataque e o mais próximo 

que você pode chegar da muralha é 100 m. Seu plano é incendiar 

à cidade catapultando rochas aquecidas sobre a parede (com uma 

velocidade inicial de 80 m/s). Em que intervalo de ângulos você 

deve dizer a seus homens para armar a catapulta? (Suponha que a 

trajetória das rochas seja perpendicular à muralha.) 

Mostre que um projétil atinge três quartos da sua altura máxima 

em metade do tempo necessário para atingir a sua altura máxima. 

Uma bola é lançada para o ar para leste a partir da origem (na di- 

reção do eixo x positivo). A velocidade inicial é 50i + 80 k, com 

a velocidade medida em pés por segundo. A rotação da bola re- 

sulta em uma aceleração em direção ao sul de 4 pés/s?, de modo 

que o vetor aceleração é a = —4j — 32 k. Onde a bola cai e com 
que velocidade escalar? 

Uma bola com massa 0,8 kg é arremessada ao ar em direção ao 

sul com velocidade escalar de 30 m/s e ângulo de 30° com o solo. 

Um vento do oeste aplica uma força constante de 4 N à bola na 

direção leste. Onde a bola cai e com que velocidade escalar? 

A água, descendo por um trecho reto de um rio, em geral escoa 

mais rapidamente no meio e a velocidade escalar diminui para 

quase zero nas margens. Considere um trecho longo de rio es- 
coando para o norte com as margens paralelas distando 40 m uma 
da outra. Se a velocidade máxima da água é de 3 m/s, pode-se 

utilizar uma função quadrática como um modelo básico para a 

taxa de fluxo de água x unidades de distância da margem 

oeste: f(x) = zx x(40 — x). 

(a) Um barco se move com uma velocidade escalar constante de 
5 m/s a partir de um ponto de A na margem oeste enquanto se 
mantém direcionado perpendicularmente à margem. A que 
distáncia rio abaixo, na margem oposta, o barco vai atingir a 
terra firme? Faça um gráfico da trajetória do barco. 

(b) Suponha que quiséssemos pilotar o barco para terra no ponto B 
na margem leste em frente A. Se mantivermos uma velocidade 
constante de 5 m/s, e uma direção constante, encontre o ángulo 
em que o barco deve dirigir. Depois, faça o gráfico do caminho 
real que o barco segue. Essa trajetória parece realista? 

Outro modelo razoável para a velocidade escalar da água do rio 

no Exercício 33 é uma função senoidal: f(x) = 3 sen(mx/40). 

Se o piloto do barco quiser atravessar o rio de A até B com dire- 

ção constante e velocidade escalar constante de 5 m/s, determine 

o ângulo no qual o barco deve seguir. 

Uma partícula tem função posição r(t). Se r'(t) = c X r(t), onde 

€ é um vetor constante, descrevem o caminho da partícula. 

(a) Se uma partícula se move ao longo de uma linha reta, o que 
você pode dizer sobre seu vetor aceleração? 

(b) Se uma partícula se move com velocidade constante ao longo de 
uma curva, o que você pode dizer sobre seu vetor aceleração? 


37-42 Determine as componentes tangencial e normal do vetor ace- 


leração. 

37. r) = (3t г')1 + 36 j 

38. r) = (1 + 0i * (? —220j 
39. r(t) = costi + sentj + tk 
40. г() — tài - 4j+3rk 

M. r() = еі + J2tj t ek 
42. r(t) = ti + cos?r j + sent К 


43. O módulo do vetor aceleração a é 10 cm/s?. Use a figura para es- 
timar as componentes tangencial e normal de a. 
УА 


44. Se uma partícula com massa m se move com vetor posição r(t), 
então seu momento angular é definido como L(t) = mr(t) X v(t) 
e seu torque é definido como (f) = mr(t) X a(t). Mostre que 
L'(t) = r(t). Deduza que, se 7(r) = 0 para todo t, então L(t) é 
constante. (Essa é a lei de conservação do momento angular.) 

45. A função posição de uma nave espacial é 


o —$ 
PROJETO APLICADO LEIS DE KEPLER 


46. 
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r(r) — (3 t fi * Q  In1)j 4 (> : ): 


Ü FI 

e as coordenadas de uma estação espacial são (6, 4, 9). O capitão 
quer que a nave atraque na estação espacial. Quando os motores 
da nave devem ser desligados? 

Um foguete queimando seu combustível a bordo enquanto se 
move através do espaço tem velocidade v(r) e massa m(t) no mo- 
mento /. Se os gases de exaustão escapam com velocidade de v, 
em relação ao foguete, pode deduzir-se a partir da Segunda Lei 
de Newton do Movimento que 


dv dm 
m— = — ve 
dt dt 
m(0) 


(a) Mostre que v(t) = v(0) — In Ve. 
m(t) 


(b) Para que, em linha reta, o foguete acelere do repouso para o 
dobro da velocidade escalar de escape de seus gases de com- 
bustão, que fração de sua massa inicial o foguete deverá quei- 
mar como combustível? 


Johannes Kepler enunciou três leis sobre o movimento planetário, baseando-se em uma grande 
quantidade de dados relativos à posição dos planetas em diferentes instantes de tempo. 


LEIS DE KEPLER 


iguais. 


1. Um planeta gira em torno do Sol em uma órbita elíptica, com o Sol em um dos focos. 
2. O segmento de reta que liga o Sol a um planeta varre áreas iguais em intervalos de tempo 


3. O quadrado do período de revolução de um planeta é proporcional ao cubo do compri- 
mento do eixo maior de sua órbita. 


consequências. 


YA 


=Y 


(d) Deduza que 


de Kepler. 


na figura, mostre que 


Mostri h = 2 — К. 
(a) Mostre que r ET 


d0 
(b) Deduza que r? E h. 


r(to) (c) Se A = A(t) é a área varrida pelo vetor radical r = r(t) no intervalo de tempo [to, t] como 


Kepler formulou essas leis, pois elas se ajustavam aos dados astronômicos. Ele não foi capaz de 
perceber por que elas eram válidas nem como se relacionavam umas com as outras. Mas sir Isaac 
Newton, em seu Principia Mathematica, de 1687, mostrou como deduzir as três leis de Kepler de 
duas leis de sua autoria, a Segunda Lei do Movimento e a Lei da Gravitação Universal. Na Seção 
13.4 demontramos a Primeira Lei de Kepler usando o cálculo de funções vetoriais. Neste projeto, 
guiaremos você pela demonstração da Segunda e da Terceira Leis de Kepler e exploraremos suas 


1. Utilize os seguintes passos para demonstrar a Segunda Lei de Kepler. A notação será a mesma 
que foi empregada na demonstração da Primeira Lei na Seção 13.4. Em particular, use coorde- 
nadas polares r = (r cos 0) i + (r sen 0) j. 


dA 1,0 


ж "шж 


dA 


ЁЛ = 3h = constante 


Essa equação mostra que a taxa na qual A é percorrida é constante e demonstra a Segunda Lei 
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2. Seja T o período de um planeta em torno do Sol; ou seja, T é o tempo necessário para o planeta 


dar uma volta completa em torno do Sol, em sua órbita elíptica. Suponha que os comprimentos 
dos eixos maior e menor da elipse sejam 2a e 2b. 
(a) Use a parte (d) do Problema 1 para mostrar que T = 27rab/h. 

2 


(b) Most ЛЕ а = UR 
ostre que G — ed — ai 
da 
(c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que 7^ = G a 


Isso demonstra a Terceira Lei de Kepler. 
[Observe que a constante de proporcionalidade 4т'/ (GM) independe do planeta.] 


. O período da Terra girando em torno do Sol é de aproximadamente 365,25 dias. Utilize esse 


fato e a Terceira Lei de Kepler para determinar o eixo maior da órbita terrestre. Vocé preci- 
sará do valor da massa do Sol, M = 1,99 x 10? kg, e da constante gravitacional, 
С = 667 X 10 N-m?/kg?. 


. É possível colocar um satélite em órbita em torno da Terra de modo que ele permaneça fixo em 


uma posição localizada sobre o equador. Calcule a altitude necessária para esse satélite. A massa 
da Terra é 5,98 X 10” kg; seu raio é 6,37 X 10% m. (Esta órbita é chamada Órbita Geoesta- 
cionária Clarke, em homenagem a Arthur C. Clarke, quem primeiro propôs a idéia, em 1945. O 


ЕЯ Revisáo 


Verificacáo de Conceitos 


primeiro satélite, Syncom II, foi lançado em julho de 1963.) 


1. O que é uma função vetorial? Como calcular sua derivada e sua (b) Escreva a fórmula para curvatura em função de r'(r) e T'(r). 
integral? (c) Escreva a fórmula para curvatura em função de r'(t) e r"(r). 
2. Quala relação entre funções vetoriais e curvas espaciais? (d) Escreva a fórmula para curvatura de uma curva plana com 
3. Como achar o vetor tangente a uma curva suave em um ponto? equação y = f(x). 
Como achar a reta tangente? Como determinar o vetor tangente 7. (a) Escreva as fórmulas para os vetores normal e binormal de 
unitário? uma curva suave espacial r(t). 
4. Seuev são funções vetoriais diferenciáveis, c é um escalar e fé (b) O que é o plano normal de uma curva em um ponto? E o 
uma função real, escreva as regras para derivar as seguintes fun- plano osculador? O que é o círculo osculador? 
ções vetoriais: 8. (a) Como determinar a velocidade, a velocidade escalar e a ace- 
(а) u(t) + v(t) (b) cu(t) (c) f(t) u(t) leracáo de uma partícula que se move ao longo de uma curva 
c P q 8 
(d) ul) + v(1) (e) u() x v() ®© u(f()) espacial? 
5. Como achar o comprimento de uma curva espacial dada pela fun- (b) Escreva a aceleração em termos de suas componentes tan- 
ção vetorial r(1)? gencial e normal. 
6. (a) Qual a definição de curvatura? 9. Quais são as leis de Kepler? 
Quiz Verdadeiro-Falso 
Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique d 
por qué. Caso contrário, explique por que ou dé um exemplo que mostre que r^ [r() | = |r| 
А t 
é falsa. 7 nu z 
" . a - dia 7. Se T(?) é o vetor tangente unitário de uma curva suave, então a 
1. A curva com equação vetorial r(t) = t^i + 21°) + 317k é uma 2 
curvatura é к = |dT/dt |. 
reta. ; 2 
3 . : 8. O vetor binormal é B(r) = №) X Т(). 
2. Acurvar(t) = (0, Р, 4t) é uma parábola. . А А > 
: . , 9. Suponha que f seja duas vezes continuamente diferenciável. Em 
3. A curva r(t) = (21,3 — t, 0) é uma linha que passa através da : 2 . 
. um ponto de inflexão da curva y = f(x), a curvatura é 0. 
origem. К 
à E EM . 10. Se x(t) = O para todo f, a curva é uma reta. 
4. A derivada da função vetorial é obtida derivando cada compo- ОИ E 
_ 11. Se | г(7) | = 1 para todo г, então | r'(t) | é constante. 
nente da função. "am 
B . E NE , 12. Se |r(t)| = 1 para todo т, então r'(r) é ortogonal a r(t) para 
5. Se ult) e v(t) são funções vetoriais diferenciáveis, então ies 
d 13. O círculo osculador de uma curva C em um ponto tem o mesmo 
== = Li L 
dt [u() х v()] = vO x ví) vetor tangente, vetor normal e curvatura que C naquele ponto. 
6. Se r(f) é uma função vetorial diferenciável, então 14. As parametrizações diferentes de uma mesma curva resultam em 


vetores tangentes idênticos em um mesmo ponto da curva. 
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Exercícios 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


#9 M. 


15. 


16. 


(a) Esboce a curva com função vetorial 

r(t) = ti + cosmtj + sen ik t=0 
(b) Encontre r'(f) e r"(r). 
Seja r(t) = (V2 — ғ, (e' — D/t In(r + 1)). 
(a) Determine o domínio de r. 
(b) Encontre lim, ., r(t). 
(c) Encontre r '(f). 
Determine uma equação vetorial que represente a curva obtida pela 
interseção do cilindro x? + y? = 16 com o plano x + z = 5. 
Determine as equações paramétricas da reta tangente à curva 
x = 2 sent, у = 2 sen 2t, z = 2 sen 3t no ponto (1, 3, 2). De- 
senhe a curva e a tangente em uma mesma tela. 
Se r(t) = ti + t cosmtj + sent k, calcule f? r(t) dt. 
Seja С a curva com equação x = 2 — Р, у = 2t — l,z— Int. 


Encontre (a) o ponto em que C intersecta o plano xz, 

(b) as equações paramétricas da reta tangente em (1, 1, 0), e 

(c) uma equação do plano normal ao C em (1, 1, 0). 

Use a Regra de Simpson com n — 6 para estimar o comprimento 
do arco da curva com as equações x = t’, y = г, z = tf, 
0ztzx3. 

Determine o comprimento da curva r(t) = (217^, cos 21, sen 21), 
О=т<1. 

A hélice r(t) = costi + sentj + fk intercepta a curva 
г) = (1 + t)i + £j + t’°k по ponto (1, 0, 0). Determine o ân- 
gulo de intersecção dessas curvas. 


Reparametrize a curva r(f) = e'i + e'sentj + e'costk com 

relação ao comprimento de arco medido a partir do ponto (1,0, 1) 

na direção crescente de t. 

Para a curva dada por r(t) = Ge, ie, t), determine 

(a) o vetor tangente unitário 

(b) o vetor normal unitário e 

(c) a curvatura. 

Encontre a curvatura da elipse x = 3 cos t, y = 4 sen t no ponto 

(3, 0) e (0, 4). 

Encontre a curvatura da curva y = x^ no ponto (1, 1). 

Determine uma equação do círculo osculador da curva 

y = x* — x? na origem. Faça o gráfico da curva e do círculo os- 

culador. 

Determine uma equação do plano osculador da curva x = sen 2t, 

y = f, z = cos 2t no ponto (0, 7, 1). 

A figura mostra a curva C tracada por uma partícula com vetor 

posição r(t) no instante t. 

(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par- 
сша no intervalo de tempo 3 < ft = 3,2. 

(b) Escreva a expressáo para a velocidade v(3). 

(c) Escreva uma expressáo para o vetor tangente unitário T(3) e 
desenhe-o. 


= E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


17. Uma partícula se move сот função posição 
r(t) = tInti+tj + e “k. Determine a velocidade, a veloci- 
dade escalar e a aceleração da partícula. 

18. Uma partícula começa na origem com velocidade inicial 
i— j + ЗК. Sua aceleração é a(t) = 6ti + 124 j — 6t k. De- 
termine sua função posição. 


19. Um atleta arremessa um disco em um ângulo de 45º em relação 
à horizontal com velocidade escalar inicial de 13 m/s. Ele deixa 
sua mão 2 m acima do solo. 

(a) Onde está o disco 2 segundos depois? 
(b) Qual a altura máxima que o disco atinge? 
(c) Onde o disco atinge o chão? 

20. Determine as componentes tangencial e normal do vetor acele- 

ração de uma partícula que se move com vetor posição 


г = ti + 2tj + Pk 
21. Um disco de raio está rodando no sentido anti-horário com uma 
velocidade angular constante «. Uma partícula inicia no centro 
do disco e se move em direção às bordas em uma direção radial 


fixa de forma que sua posição no instante t, t = 0, é dada por 
r(t) = tR(t), onde 


R(t) = cos oti + sen ot j 


(a) Mostre que a velocidade v da partícula é 
У = cos wti + sen wtj + tva 


onde у; = R'(t) é a velocidade do ponto na borda do disco. 
(b) Mostre que a aceleracáo a da partícula é 
a = 2v, + tad 
onde ay = R'(t) é a aceleração na borda do disco. O termo 
extra 2 v4 é chamado aceleração de Coriolis; é o resultado da 
interação entre a rotação do disco e o movimento da partí- 
cula. Podemos obter uma demonstração física dessa acelera- 
ção andando em direção à borda de um carrossel. 
(c) Determine a aceleração de Coriolis de uma partícula que se 
move em um disco rodando segundo a equação 


r(t) = e 'coswti + e “sen ot j 
22. No projeto de curvas de transferência, usadas para para ligar tre- 
chos de ferrovia em trilhos retos, é importante perceber que a 
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aceleração do trem deve ser contínua, de modo que a força de 

reacáo exercida pelo trem na pista também é contínua. Por causa 

das fórmulas para os componentes de aceleração na Seção 13.4, 

este só será o caso se a curvatura variar continuamente. 

(a) Um candidato lógico à curva de transferéncia para juntar dois 
trilhos existentes dados por y = 1 рагах = 0ey = J42-x 
para х > 1//2 poderia ser a função f(x) V1 — xj, 
0 < x < 1/42, cujo gráfico é o arco de círculo mostrado na 
figura. À primeira vista, parece razoável. Demonstre que a 
função 


1 se х= 0 
М1 —х? se 0<x<1/y2 
V2 -x в еЁ х>1//2 


é contínua e tem derivada contínua, mas náo tem curvatura 


F(x) — 


contínua. Assim f não é uma curva de transferência adequada. 

(b) Determine um polinômio de quinto grau para servir de curva 

de transferência entre os dois segmentos de reta: y = O para 

x < 0ey = храгах = 1. Poderíamos utilizar um polinômio 

de quarto grau? Use uma calculadora gráfica ou computador 

para esboçar o gráfico da função “conectada” e verifique que 
ele se assemelha ao da figura. 

YA YA 

y= F(x) 


23. 


curva de 
y=0 transferência 
> + > 
x 0 1 x 


Uma partícula P move-se com velocidade angular constante w 

em torno de um círculo com centro na origem e raio R. A partí- 

cula é considerada em movimento circular uniforme. Suponha 
que o movimento seja no sentido anti-horário e que a partícula es- 
teja no ponto (R, 0) quando t = 0. O vetor posição no instante 

t > Oér(r) = R cos oti + R sen ot j. 

(a) Encontre o vetor velocidade v e mostre que у - r = 0. Con- 
clua que v é tangente ao círculo e tem sentido igual ao do mo- 
vimento. 

(b) Mostre que a velocidade | v | da partícula é a constante wR. O 
período T da partícula é o tempo requerido para uma volta 
completa. Conclua que 


= т 


(dv æ 


(c) Encontre o vetor aceleração a. Mostre que ele é proporcional 
ar e que aponta para a origem. Uma aceleração com essa pro- 
priedade é chamada aceleração centrípeta. Mostre que o mó- 


ашо do vetor aceleração é |а| = Ао”. 
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(d) Suponha que a partícula tenha uma massa m. Mostre que a 
magnitude da força F que é necessária para produzir esse mo- 
vimento, denominada força centrípeta, é 


m|v[ 


|F|— 


Uma curva circular de raio R em uma autoestrada é inclinada em 
um ângulo de 0 de modo que um carro possa passar pela curva 
sem derrapar quando não existe atrito entre a estrada e os pneus. 
A perda de atrito ocorre, por exemplo, se a estrada está coberta 
com uma fina camada de água ou de gelo. A velocidade escalar 
nominal v; associada a uma curva é a velocidade escalar máxima 
que o carro pode atingir sem derrapar. Suponha que um carro de 
massa m esteja transpondo a curva com a velocidade escalar no- 
тіпа] ок. Duas forças que atuam sobre o carro: a força vertical, 
mg, devido ao peso do carro, e uma força F exercida pela estrada, 
perpendicular a ela (veja a figura). 

A componente vertical de F equilibra o peso do carro, de 
forma que | F | cos 0 = mg. A componente horizontal de F pro- 
duz uma força centrípeta no carro de forma que, pela Segunda 
Lei de Newton e pela parte (d) do Problema 23, 

mug 


R 


[Е | sen Ө = 


(a) Mostre que v = Rg tg 0. 

(b) Determine a velocidade escalar nominal associada a uma curva 
circular de raio 120 m que é inclinada em um ángulo de 12º. 

(c) Suponha que os engenheiros projetistas queiram manter a in- 
clinação em 12º, mas desejem aumentar a velocidade escalar 
nominal em 50%. Nesse caso, qual deve ser o raio da curva? 
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es Problemas Quentes A 


1. 


Um projétil é disparado da origem com um ángulo de elevação о e velocidade inicial vo. 

Supondo que a resistência do ar seja desprezível e que a única força que age sobre o pro- 

jétil seja a gravidade, g, foi mostrado no Exemplo 5 da Seção 13.4 que o vetor posição do 

projétil é r(t) = (соз ati + [vo sen а) — о] j. Também foi mostrado que o alcance má- 

ximo do projétil ocorre quando a = 45º e, nesse caso, o alcance é R = vi /g. 

(a) Qual é o ângulo no qual o projétil deve ser disparado para atingir a altura máxima e qual 
é essa altura? 

(b) Fixe uma velocidade inicial v e considere a parábola х? + 2Ry — R? = 0, cujo gráfico 
é exposto na figura. Mostre que o projétil pode atingir qualquer alvo dentro ou na fron- 
teira da região limitada pela parábola e pelo eixo x, e que o projétil não pode atingir 
nenhum alvo fora dessa região. 

(c) Suponha que o lançador do projétil tenha um ángulo de inclinação о quando mirando 
um alvo que esteja suspenso a uma altura h diretamente acima de um ponto D unida- 
des à frente. O alvo é solto no instante em que o projétil é lançado. Mostre que o pro- 
jétil sempre atinge o alvo, independentemente da velocidade vo, desde que o projétil não 
atinja o solo “antes” de D. 


(a) Um projétil é disparado a partir da origem em direção a um plano inclinado para baixo 
em um ângulo 6 com a horizontal. O ângulo de elevação do lançador e a velocidade es- 
calar inicial do projétil são a e v, respectivamente. Encontre o vetor posição do projé- 
til e as equações paramétricas da trajetória do projétil como funções do tempo t. (Ignore 
a resistência do ar.) 

(b) Mostre que o ángulo o de elevação que vai maximizar o alcance do projétil no plano 
inclinado é a metade do ângulo entre o plano e a vertical. 

(c) Suponha que o projétil seja lançado sobre um plano inclinado para cima cujo ângulo 
de inclinação é 9. Mostre que, a fim de maximizar o alcance (ladeira acima), o projé- 
til deverá ser disparado em direção à metade do ângulo entre o plano e a vertical. 

(d) Em um artigo apresentado em 1686, Edmond Halley resumiu as leis da gravitação e do 
movimento de projéteis e as aplicou à artilharia. Um dos problemas propostos por ele 
envolvia disparar um projétil para atingir um alvo a uma distância R em um plano in- 
clinado para cima. Mostre que o ângulo no qual o projétil deve ser disparado para atin- 
gir o alvo, mas usando a menor quantidade de energia, é o mesmo que o ângulo da 
parte (c). (Use o fato de que a energia necessária para disparar o projétil é proporcio- 
nal ao quadrado da velocidade inicial; assim, minimizar a energia equivale a minimi- 
zar a velocidade inicial.) 


Uma bola rola de uma mesa com velocidade escalar de 0,5 m/s. A mesa tem 1,2 m de al- 

tura. 

(a) Determine o ponto no qual a bola atinge o solo e encontre sua velocidade escalar no 
instante do impacto. 

(b) Encontre o ângulo 6 entre a trajetória da bola e a reta vertical que passa pelo ponto de 
impacto (veja a figura). 

(c) Suponha que a bola repique no solo no mesmo ángulo com o qual ela o atinge, mas que 
perca 20% de sua velocidade escalar em virtude da energia absorvida no impacto. Onde 
a bola atinge o cháo no segundo repique? 


Determine a curvatura da curva com equações paramétricas 
x= [ sen(¿70%)d0 y= |, cos(; 70?) dO 


Se um projétil é disparado com ángulo de elevação o e velocidade escalar inicial v, as 
equações paramétricas de sua trajetória são х = (v cos а), y = (v sen а)г — 3gt?. (Veja о 
Exemplo 5, na Seção 13.4.) Sabemos que o alcance (distância horizontal percorrida) é ma- 
ximizado quando о = 45º. Qual valor de а maximiza a distância total percorrida pelo pro- 
jétil? (Dé sua resposta com precisão de um grau.) 


YA 
-R 0 RX 
УА 
1 
| 
| 
> 
N 
N 
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0 D X 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 1 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 2 


FIGURA PARA 0 PROBLEMA 3 
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6. Umcabo tem raio r e comprimento L e é enrolado em torno de um carretel com raio R sem 
excesso de lapidagáo. Qual é o comprimento mais curto ao longo da bobina, que é coberta 
pelo cabo? 


7. Mostre que a curva com equação vetorial 
r(t) = (ан? + bit + ci, aot? + bat + с», азі? + bat + сз) 


encontra-se em um plano e encontre uma equação do plano. 


Derivadas Parciais 


áficos das funções de duas 
variáveis sáo superfícies que podem 
assumir uma variedade de formatos, 
incluindo sela ou estrada montanhosa 
Nesta localização no sudeste de Utah 
(Arco de Phipps), você pode ver um 
ponto que é um mínimo em uma 
dir , mas um máximo em outra. 
Essas superfícies são dis 
Seção 14.7. 


e a ч 20988 - 
Stan Wagon, Macalester College 


Até aqui tratamos o cálculo de funções de uma única variável. No entanto, no mundo real, 
quantidades físicas frequentemente dependem de duas ou mais variáveis, de modo que, 
neste capítulo, focalizaremos nossa atenção em funções de várias variáveis e estenderemos 
nossas ideias básicas do cálculo diferencial para tais funções. 


792 CÁLCULO 


Funcóes de Várias Variáveis 


FIGURA 1 


x+y+1=0 


FIGURA 2 


Domínio de f(x, y 


үх +y+1 


x—1 


хү 


Nesta seção estudaremos as funções de duas ou mais variáveis sob quatro pontos de vista 
diferentes: 


= verbalmente (pela descrição em palavras) 

= numericamente (por uma tabela de valores) 

= algebricamente (por uma fórmula explícita) 

= visualmente (por um gráfico ou curvas de nível) 


ШЕШ Funções de Duas Variáveis 


A temperatura T em um ponto da superfície da Terra em dado instante de tempo depende da 
longitude x e da latitude y do ponto. Podemos pensar em Т como uma função de duas variá- 
veis x e y, ou como uma função do par (x, y). Indicamos essa dependência funcional escre- 
vendo T — f (x, y). 

O volume V de um cilindro circular depende de seu raio r e de sua altura h. De fato, sabe- 
mos que V = тгл. Podemos dizer que V é uma função de r e de Л, e escrevemos 
V(r, А) = meh. 


Definição Uma função f de duas variáveis é uma regra que associa a cada par orde- 
nado de números reais (x, y) de um conjunto D um único valor real, denotado por 
f(x, у). O conjunto D é o domínio de fe sua imagem é o conjunto de valores possí- 
veis de f, ou seja, {f x, у)|(х, y) e D}. 


Frequentemente escrevemos z = f (x, y) para tornar explícitos os valores tomados por f 
em um ponto genérico (x, y). As variáveis x e y sáo variáveis independentes e z é a variá- 
vel dependente. [Compare com a notação y = f (x) para as funções de uma única variável.] 

Uma função de duas variáveis é simplesmente aquela cujo domínio é um subconjunto de 
R? e cuja imagem é um subconjunto de IR. Uma maneira de visualizar essa função é pelo dia- 
grama de setas (veja a Figura 1), no qual o domínio D é representado como um subconjun- 
to do plano xy e a imagem é um conjunto de números na reta real, mostrado como um eixo 
z. Por exemplo, se f (х, y) representa a temperatura em um ponto (x, y) em uma placa de metal 
chata com o formato de D, podemos pensar que o eixo z é um termómetro exibindo as tem- 
peraturas registradas. 

Se a função f é dada por uma fórmula e seu domínio não é especificado, fica subtendido 
que o domínio de f é o conjunto de todos os pares (x, y) para os quais a expressáo dada for- 
nece um nümero real bem definido. 


ЗЛА Para cada uma das seguintes funções, calcule f(3, 2) e encontre o domínio. 


Vx+y+1 
(a) f(x, y) = === (b) f(x, y) = x Ing? — x) 
SOLUÇÃO 
(a) 1092. 33*2*1, v6 


3-1] 2 
A expressão para f está bem definida se o denominador for diferente de O e o número cuja 
raiz quadrada será extraída for não negativo. Portanto, o domínio de f é 

Р = {(х,у))ух+у+1®0,х 51} 


A desigualdade x + у + 1 > 0, ou у > —x — 1, descreve os pontos que estáo па linha 


y = —x — 1 ou acima dela, enquanto x # 1 significa que os pontos na linha x = 1 devem ser 
excluídos do domínio. (Veja a Figura 2.) 
(b) $(3,2)=31nQ0?- 3)=3In1=0 


Já que In(y? — x) é definido somente quando y? —x > 0, isto é, x « y?, o domínio de 
fé D = [(x, y)l x < y?). Isso representa o conjunto de pontos à esquerda da parábola x = y?. 
(Veja a Figura 3.) == 


Nem todas as funções podem ser representadas por fórmulas explícitas. A função do pró- 
ximo exemplo é descrita verbalmente e por estimativas numéricas de seus valores. 


БЕЛЛИ Em regiões com inverno severo, o índice de sensação térmica é frequentemente 
utilizado para descrever a severidade aparente do frio. Esse índice W mede a temperatura 
subjetiva que depende da temperatura real Т е da velocidade do vento, v. Assim, W é uma fun- 
ção de Te de v, e podemos escrever W = f(T, v). A Tabela 1 apresenta valores de W com- 
pilados pelo Serviço Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos e pelo Serviço 
Meteorológico do Canadá. 


TABELA 1 Índice de sensação térmica como função da temperatura do ar e velocidade do vento 


Velocidade do vento (km/h) 


4 5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80 


Temperatura real (ºC) 


95 41 45 48 49 51 52 54 56 57 58 60 
40 | —47 51 54 56 57 59 61 63 64 65 67 


Por exemplo, a tabela mostra que, se a temperatura é —5 °С e a velocidade do vento, 

50 km/h, então subjetivamente parecerá tão frio quanto uma temperatura de cerca de — 15 °C 
sem vento. Portanto, 

f(—5,50) = —15 mmm 


БИШЛЕ Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo no qual modela- 
ram o crescimento da economia norte-americana durante o período de 1899-1922. Eles con- 
sideraram uma visão simplificada da economia em que a saída da produção é determinada 
pela quantidade de trabalho envolvido e pela quantidade de capital investido. Apesar de exis- 
tirem muitos outros fatores afetando o desempenho da economia, o modelo mostrou-se bas- 
tante preciso. A função utilizada para modelar a produção era da forma 


1 P(L, К) = ЫК!“ 


onde P é a produção total (valor monetário dos bens produzidos no ano); L, a quantidade de 
trabalho (nümero total de pessoas-hora trabalhadas em um ano); e K, a quantidade de capi- 
tal investido (valor monetário das máquinas, equipamentos e prédios). Na Seção 14.3, mos- 
traremos como obter a Equação 1 a partir de algumas hipóteses econômicas. 

Cobb e Douglas usaram dados econômicos publicados pelo governo para construir a Tabe- 
la 2. Eles tomaram o ano de 1899 como base е Р, Le К foram tomados valendo 100 nesse 
ano. Os valores para outros anos foram expressos como porcentagens dos valores de 1899. 

Cobb e Douglas utilizaram o método dos mínimos quadrados para ajustar os dados da 
Tabela 2 à função 


2 P(L, К) = 1,011075925 
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FIGURA 3 
Domínio de f(x, y) = xIn(y? — x) 


O Novo Índice de Sensação Térmica 

Um novo índice de sensação térmica foi introduzido 
em novembro de 2001 e é muito mais preciso que o 
velho índice de medição de quanto frio se sente 
quando está ventando. O novo índice é baseado em 
um modelo de quão rápido um rosto humano perde 
calor. Foi desenvolvido por meio de ensaios clínicos 
nos quais voluntários eram expostos a uma varie- 
dade de temperaturas e velocidade do vento em 
um tünel de vento refrigerado. 


TABELA 2 


Ano P L K 


1899 | 100 | 100 100 
1900 | 101 105 107 
1901 | 112 | 110 114 
1902 | 122 | 117 122 
1903 | 124 | 122 131 
1904 | 122 | 121 138 
1905 | 143 | 125 149 
1906 | 152 | 134 163 
1907 | 151 140 176 
1908 | 126 | 123 185 
1909 | 155 | 143 198 
1910 | 159 | 147 208 
1911 153 | 148 216 
1912 | 177 | 155 226 
1913 | 184 | 156 236 
1914 | 169 | 152 244 
1915 | 189 | 156 266 
1916 | 225 | 183 298 
1917 | 227 | 198 335 
1918 | 223 | 201 366 
1919 | 218 | 196 387 
1920 | 231 194 407 
1921 179 | 146 417 
1922 | 240 | 161 431 
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ULO 


x+y = 


FIGURA 4 


Domínio de g(x 


FIGURA 5 


Xx 


FIGURA 6 


(Veja o Exercício 79 para detalhes.) 
Se usarmos o modelo dado pela função na Equação 2 para calcular a produção nos anos 
de 1910 e 1920, obteremos os valores 
P(147, 208) = 1,01(147)*5(208)?5 = 161,9 
P(194, 407) = 1,01(194)97(407)925 = 235,8 


que sáo muito próximos dos valores reais, 159 e 231. 

A função de produção |1 | foi usada posteriormente em muitos contextos, de empresas 
individuais até questões globais de economia. Ela passou a ser conhecida como função de 
produção de Cobb-Douglas. Seu domínio é ((L, K)| L = 0, К = 0}, pois, como Le К repre- 
sentam mão de obra e capital, não podem ser negativos. EE 


DEUDA Determine o domínio e a imagem de g(x, y) = V9 — x? — y?. 


SOLUÇÃO O domínio de g é 


р={(х,у)|9—х°*— y? = 0} = (к, у) |x? + у? < 9} 
que é o disco com centro (0, 0) e raio 3 (veja a Figura 4). A imagem de g é 


biz-2/9-x:-y5 (x, y) єр) 


Como z é a raiz quadrada positiva, z = 0. Da mesma forma, por causa de 9 — x? — y? < 9, 
temos 


TZ «3 


Assim, a imagem é 


(z|0 =z «3) = [0,3] m 


ШЕШ Gráficos 


Outra forma de visualizar o comportamento de uma funcáo de duas variáveis é considerar 
seu gráfico. 


Definição Se fé uma função de duas variáveis com domínio D, então o gráfico de f é 


o conjunto de todos os pontos (x, y, z) em Rê tal que z = f(x, y) e (x, y) pertença a D. 


Assim como o gráfico de uma função f de uma única variável é uma curva C com equa- 
ção y = f (x), o gráfico de uma função f com duas variáveis é uma superfície 5 com equação 
z = f (x, y). Podemos visualizar o gráfico $ de f como estando diretamente acima ou abaixo 
de seu domínio D no plano xy (veja a Figura 5). 


Esboce o gráfico da função f (x, y) = 6 — 3x — 2y. 


SOLUÇÃO O gráfico de f tem a equação z = 6 — Зх — 2y, ou 3x + 2y + z = 6, que representa 
um plano. Para desenharmos o plano, primeiro achamos as intersecções com os eixos. Colo- 
cando y = z = 0 na equação, obtemos x = 2 como a intersecção com o eixo x. Da mesma 
forma, a intersecção com y é 3 e a intersecção com z é 6. Isso nos permite esboçar a porção 
do gráfico pertencente ao primeiro octante na Figura 6. EE 


A função do Exemplo 5 é um caso especial da função 
foy) = ах + Бу + с 
e é chamada função linear. O gráfico de uma dessas funções tem a equação 
z=ax+by+c ou axtby—z+c=0 


e, portanto, é um plano. Do mesmo modo que as funções lineares de uma única variável são 
importantes no cálculo de uma variável, veremos que as funções lineares de duas variáveis 
têm um papel central no cálculo com muitas variáveis. 


SN Esboce o gráfico de g(x, у) = y9 — x? — y?. 


SOLUÇÃO O gráfico tem a equação z = 4/9 — x? — y?. Elevando ao quadrado ambos os 
lados da equação, obtemos z? = 9 — x? — y?, ou x + y? + z? = 9, que reconhecemos como a 
equação da esfera de centro na origem e raio 3. Mas, como z = 0, o gráfico de g é somente 
a metade superior da esfera (veja a Figura 7). Emm 


OBSERVAÇÃO Uma esfera inteira não pode ser representada por uma única função de x 
e y. Como vimos no Exemplo 6, o hemisfério superior da esfera x? + y? + z? — 9 é repre- 
sentado pela função g(x, y) = 9 — x? — y?. O hemisfério inferior é representado pela fun- 
ção Mx, y) = —4/9 = 22 = y^. 


Utilize o computador para traçar o gráfico da função de produção de Cobb-Dou- 
glas P(L, К) = 1,01Lº5KO3, 


SOLUCAO A Figura 8 mostra o gráfico de P para os valores de máo de obra L e capital K que 
estáo entre 0 e 300. O computador utilizou os cortes verticais para desenhar a superfície. 
Vemos a partir desses cortes que o valor da produção P aumenta com o crescimento de L ou 
de K, como esperado. 


FIGURA 8 


DONDE Determine o domínio e a imagem e esboce o gráfico de h(x, y) = 4X? + y". 


SOLUÇÃO Observe que h(x, y) é definida para todos os possíveis pares ordenados de números 
reais (x, y) e seu domínio é R?, o plano xy todo. A imagem de h é o conjunto [0, o») de todos 
os reais não negativos. [Observe que x? > 0 e y? = 0, portanto h(x, у) = 0 para todo x e y.] 

O gráfico de h tem a equação z = 4x? + y?, que é o paraboloide elíptico que esboçamos 
no Exemplo 4 na Secáo 12.6. Os cortes horizontais sáo elipses e os cortes verticas sáo pará- 
bolas (veja a Figura 9). 


FIGURA 9 
Gráfico de h(x, у) = 4х? + y? 


Existem programas de computador desenvolvidos para traçar os gráficos de funções de 
duas variáveis. Na maioria desses programas, são desenhados os cortes nos planos verticais 
x = key = k para os valores de k igualmente espaçados, e as linhas do gráfico que estariam 
escondidas são removidas. 

A Figura 10 mostra uma série de gráficos de diversas funções, gerados por computador. 
Observe que obtemos uma visão melhor da função quando a giramos de modo a olhá-la por 
diferentes pontos de vista. Nos itens (a) e (b) o gráfico de f é achatado e próximo do plano xy, 
exceto perto da origem; isso se dá porque e-*-*é muito pequeno quando x ou y é grande. 
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FIGURA 7 mE 
Gráfico de g(x, y) = \/9 = x? y 
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(b) f(x, y) = (02 + 3y9e 7" 


A 
1/1) 
Ji // () 
mm 


7/ AM O N 
1 
XQ 


senx seny 
ху 


(c) f(x, y) = senx + seny (d) f(x, y) = 
FIGURA 10 


ШЕШ Curvas de Nível 


Até aqui vimos dois métodos diferentes para visualizar fungóes: diagramas de flechas e gráfi- 
cos. Um terceiro método, emprestado dos cartógrafos, é um mapa de contorno, em que os pon- 
tos com elevações constantes são ligados para formar curvas de contorno ou curvas de nível. 


Definição As curvas de nível de uma função f de duas variáveis são aquelas com 
equação f (x, у) = k, onde k é uma constante (na imagem de f). 


FIGURA 11 FIGURA 12 


Uma curva de nível f (x, y) = k é o conjunto de todos os pontos do domínio de f nos quais 
o valor de f é k. Em outras palavras, ela mostra onde o gráfico de f tem altura k. 

Você pode ver na Figura 11 a relação entre as curvas de nível e os cortes horizontais. As 
curvas de nível f (x, y) = k são apenas cortes do gráfico de f no plano horizontal z = k pro- 
jetados sobre o plano xy. Assim, se você traçar as curvas de nível da função e visualizá-las 
elevadas para a superfície na altura indicada, poderá imaginar o gráfico da função colocan- 
do as duas informações juntas. A superfície será mais inclinada onde as curvas de nível esti- 
verem mais próximas umas das outras. Ela será um pouco mais achatada onde as curvas de 
nível estão distantes umas das outras. 

Um exemplo comum de curvas de nível ocorre em mapas topográficos de regiões monta- 
nhosas, como o mapa da Figura 12. As curvas de nível são aquelas em que a elevação em rela- 
ção ao nível do mar é constante. Se você andar sobre um desses contornos, nem descerá nem 
subirá. Outro exemplo comum é a função temperatura apresentada no parágrafo inicial desta 
seção. Aqui as curvas de nível são chamadas curvas isotérmicas e ligam localidades que têm 
a mesma temperatura. A Figura 13 mostra um mapa de clima indicando as temperaturas 
médias do mês de janeiro. Isotérmicas são as curvas que separam as bandas destacadas. 


ЭХА) Um mapa de contorno para uma função f é mostrado na Figura 14. Use-o para 
estimar os valores de f (1, 3) e f(4, 5). 


SOLUÇÃO O ponto (1, 3) está na parte entre as curvas de nível cujos valores de z são 70 e 80. 
Estimamos que 


@,3) = 73 
# (4, 5) = 56 


Da mesma forma, estimamos que EE 
ЭДШ Esboce as curvas de nível da função f (x, y) = 6 — 3x — 2y para os valores 


k = —6, 0, 6, 12. 
SOLUÇÃO As curvas de nível são 


6—3x -2y = К ou Зх + 2y + (к= 6) = 0 


Essa é uma família de retas com inclinação — 5. As quatro curvas de nível particulares pedi- 
das сот К = —6, 0, 6 e 12 são 3x + 2y — 12 = 0, Зх + 2y – 6 = 0, 3x + 2у = 0e 
3x + 2y + 6 = 0. Elas estão esboçadas na Figura 15. As curvas de nível são retas paralelas, 
igualmente espaçadas, porque o gráfico de f é um plano (veja a Figura 6). 


Ads] Esboce as curvas de nível da função 


gi, у) = V9 =x? = y? para k=0,1,2,3 
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Visual 14.1 A apresenta uma 
animação da Figura 11 ao mostrar as curvas 
de nível sendo elevadas para os gráficos 
das funções. 


FIGURA 13 
Temperaturas médias ao nível do mar 
no mês de janeiro, em graus Celsius 


TARBUCK, EDWARD J.; TASA, DENNIS, ATMOSPHERE, THE: 
AN INTRODUCTION TO METEOROLOGY , 11. ed. 

© 2010. Impresso e reproduzido eletronicamente com 
permissão da Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ 


FIGURA 14 


FIGURA 15 
Mapa de contorno de 
f(x, y) = 6 = 3x - 2y 
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FIGURA 16 


Mapa de contorno de 
gos у) = V9 x-y? 


Visual 14.1B demonstra a conexão 
entre as superfícies e seus mapas de con- 


torno. 


FIGURA 17 


O gráfico de h(x, у) = 4x? + y? +1 
é formado levantando-se 
as curvas de nível. 


KA 
300 + 


200 + 


100 + 


FIGURA 18 


100 


SOLUÇÃO As curvas de nível são 


М9 = х2 – у? = ou х +у2= 9 – k 
Essa é uma família de circunferências concêntricas com centro em (О, 0) e raio y9 — 2. Os 
casos k = 0, 1, 2, 3 são mostrados na Figura 16. Tente visualizar essas curvas de nível ele- 
vadas para formar uma superfície e compare com o gráfico de g (um hemisfério) na Figura 
7. (Veja a TEC Visual 14.14.) 


ZATIA Esboce algumas curvas de nível da função h(x, y) = 4x? + у? + 1. 


SOLUÇÃO As curvas de nível são 

2 

Ag! +y +1l=k ou rnc =1 
a(k — 1) k—1 


que, para k — 1, descrevem uma família de elipses com semieixos ik = 16 Vk = 1. A 
Figura 17(a) mostra um mapa de contorno de h desenhado por um computador. A Figura 
17(b) apresenta essas curvas de nível elevadas para o gráfico de h (um paraboloide elíptico), 
onde elas se tornam os cortes horizontais. Vemos na Figura 17 como o gráfico de h é mon- 
tado a partir de suas curvas de nível. 


y 


(a) Mapa de contorno (b) Cortes horizontais sáo curvas de nível elevadas E 


Trace as curvas de nível da função de produção de Cobb-Douglas do Exemplo 3. 


SOLUCAO Na Figura 18 usamos o computador para desenhar um mapa de contorno da fun- 
ção de produção de Cobb-Douglas 


P(L, K) = 1,011575К°25 


As curvas de nível são rotuladas com o valor da produção P. Por exemplo, a curva de nível 
indicada com 140 mostra todos os valores da mão de obra L e do capital de investimento K 
que resultam em uma produção de P = 140. Vemos que, para um valor fixo de P, L aumen- 
tae K decresce e vice-versa. == 

Para alguns propósitos, o mapa de contorno é mais útil que um gráfico. Certamente isto 
é verdadeiro no Exemplo 13. (Compare a Figura 18 com a Figura 8.) Isso também é verda- 
deiro na estimativa dos valores da função, como no Exemplo 9. 
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A Figura 19 apresenta algumas curvas de nível geradas por computador juntamente com 
os gráficos correspondentes. Observe que as curvas de nível na parte (c) da figura aparecem 
muito amontoadas perto da origem. Isso corresponde ao fato de o gráfico na parte (d) ser 
muito íngreme perto da origem. 


2 
y 


(a) Curvas de nível de f(x, у) ==wye "> (b) Duas vistas de f(x, y) = —xye 


yA 


> 
©) 
Я —3y —3y 
FIGURA 19 (c) Curvas de nível de f(x, y) = rwn (d) f(x, y) = EST 


ШЕШ Funções de Três ou Mais Variáveis 


Uma função com três variáveis, f, é uma regra que associa a cada tripla ordenada (x, y, z) 
em um domínio D C R? um único número real, denotado por f (x, у, z). Por exemplo, a tem- 
peratura T em um ponto da superfície terrestre depende da latitude x e da longitude y do 
ponto e do tempo f, de modo que podemos escrever Т = f (x, y, t). 


ЭХА Encontre o domínio de f se 


FG y, z) = In(z —y) + xy sen z 


SOLUÇÃO A expressão para f (x, y, z) é definida enquanto z —y > 0, assim, o domínio de f é 
D = {(x, y, z) € Relz > y) 
Esse é um semiespaco que consiste em todos pontos que estão acima do plano z = y. EM 


É muito difícil visualizar uma função de f de três variáveis por seu gráfico, já que ele esta- 
ria em um espaço de quatro dimensões. No entanto, obtemos certo conhecimento de fao exa- 
minar suas superfícies de nível, que são aquelas com equações f (x, y, z) = k, onde k é uma 
constante. Se o ponto (x, y, z) move-se ao longo de uma superfície de nível, o valor 
f(x, y, z) permanece fixo. 


БЕЛЛЕ Encontre as superfícies de nível da função. 


fuyo3= A +у + 
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FIGURA 20 
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х +у2 +22 = 4 


А 


Qu. Хо, .. 


п variáveis é uma regra que associa um número z = f (xi, x», . . 
. , Xn) de números reais. Denotamos por R” o conjunto de todas essas n-uplas. Por 
exemplo, se uma companhia usa n ingredientes diferentes na fabricação de um produto ali- 
mentício, c; é o custo por unidade do i-ésimo ingrediente e x; unidades do ingrediente são 
usadas; então o custo total C dos ingredientes é uma função das n variáveis xi, X2, ..., Xn: 


C —f Qa, x» .. 


SOLUÇÃO As superfícies de nível são x? + y? + z? = k, onde k = 0. Elas formam uma famí- 
lia de esferas concêntricas com raio Wk. (Veja a Figura 20.) Assim, enquanto (x, y, z) varia 
sobre qualquer esfera com centro O, o valor de f (x, y, z) permanece fixo. E 


Funções com qualquer número de variáveis podem ser consideradas. Uma função com 


. , Xn) a uma n-upla 


o, Xn) = сх + coxa + ce, 


A função de f é de valor real cujo domínio é um subconjunto de К". Por vezes, usamos 


uma notação vetorial para escrever estas funções de maneira mais compacta: Se x = (xi, x», 


-< <, Xn), frequentemente escrevemos f (x) no lugar f (xi, x», . 


. . , Xn). Com essa notação, pode- 


mos reescrever a função definida na Equação 3 como 


onde с = (ci, c», .. 


f(x)-7c:x 


. , Cn) e e * X denota o produto escalar dos vetores c e x em Ү,. 

Em vista da correspondência de um-para-um entre os pontos (xi, x», . 
vetores posição x = (xi, X», . . 
da em um subconjunto de R”: 


..,X,) em R” e seus 


. , X») em Vn, temos três maneiras de ver uma função f defini- 


1. Como uma função de n variáveis reais xi, 3o, ..., Xn 
2. Como uma função de um único ponto n-dimensional (xi, X2, . . . , Xn) 
3. Como uma função de um único vetor n-dimensional x = (xi, X2,...,Xn) 


Veremos que todos os três pontos de vista são úteis. 


Eg Exercícios 


1. 


n 


No Exemplo 2 consideramos a função W = f (T, v), onde W era 
o índice de sensação térmica, T é a temperatura real, e vé a ve- 
locidade do vento. A representação numérica foi fornecida pela 
Tabela 1. 

(a) Qual é o valor de f (— 15, 40)? Qual é o seu significado? 

(b) Descreva em palavras o significado da questão “Para quais 
valores de v é verdade que f ( —20, v) = —30?". Em seguida, 
responda à questão. 

(c) Descreva o significado da questão “Para quais valores de 
Т ё verdade que f (T, 20) = — 49%”. Em seguida, responda à 
questão. 

(d) Qual o significado da função W = f (—5, v)? Descreva seu 
comportamento. 

(e) Qual o significado da função W = f (T, 50)? Descreva seu 
comportamento. 


O índice I de temperatura-umidade (ou simplesmente humidex) 
é a temperatura aparente do ar quando a temperatura real é T e 
a umidade relativa é h, de modo que podemos escrever 
I = f (T, h). A tabela seguinte com valores de / foi extraída de 
uma tabela do Environment Canada. 


E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


TABELA 3 


Temperatura aparente como função da temperatura e da umidade 


Umidade relativa(%) 


h 20 30 40 50 60 70 


20 20 20 20 21 22 23 


25 25 25 26 28 30 32 


30 30 3l 34 36 38 41 


Temperatura real (°С) 


35 36 39 42 45 48 51 


40 43 47 51 55 59 63 


(a) Qual é o valor de f (35, 60)? Qual é o seu significado? 

(b) Para que valor de h temos f (30, h) = 36? 

(c) Para que valor de T temos f (T, 40) = 42? 

(d) Quais são os significados das funções 7 = f (20, h) е 
I — f (40, h)? Compare o comportamento dessas duas fun- 
ções de Л. 


1. As Homeworks Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


Velocidade do vento (km/h) 


Um fabricante modelou sua função P da produção anual (o valor 
monetário de toda a produção em milhões de dólares) como uma 
funcáo de Cobb-Douglas 

P(L, К) = 1,47Lº6K055 


onde L é o número de horas trabalhadas (em milhares) e K é o 
capital investido (em milhões de dólares). Encontre P(120, 20) 
e interprete-o. 


Verifique se, para a função de produção de Cobb-Douglas 
P(L, К) = 1,0119 5k925 
discutida no Exemplo 3, a produção dobrará se as quantidades de 


trabalho e a de capital investido forem dobradas. Determine se 
isso também é verdade para uma função de produção genérica 


P(L, К) = ЫК!“ 


Um modelo para a área da superfície de um corpo humano é 
dado pela função 


S = f (w, h) = 0,1091 40025p0725 


onde ш é o peso (em libras), Л é a altura (em polegadas) e S é 
medida em pés quadrados. 

(a) Encontre f (160, 70) e interprete-a. 

(b) Qual é sua própria área de superfície? 


O indicador de sensação térmica W discutido no Exemplo 2 foi 
modelado pela seguinte função: 


W(T, v) = 13,12 + 0,6215T — 11,37vº18 + 0,3965Tv?16 


Verifique quão próximo este modelo está dos valores da Tabela 
1 para alguns valores de Te v. 


A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do 

vento v e do tempo г durante o qual o vento se manteve naquela 

intensidade. Os valores da função Л = f (v, г), dados em metros, 

sáo apresentados na Tabela 4. 

(a) Qual é o valor de f (80, 15)? Qual é o seu significado? 

(b) Qual o significado da função Л = f (60, t)? Descreva seu 
comportamento. 

(c) Qual o significado da função A = f (v, 30)? Descreva seu 
comportamento. 


Duração (horas) 


? t 5 10 15 20 30 40 50 
20 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 
30 12 1,3 1,5 1,5 1,5 1,6 1,6 
40 1,5 2,2 24 2,5 2,7 2,8 2,8 
60 2,8 4,0 4,9 5,2 5,5 5,8 5,9 
80 4,3 6,4 Tar 8,6 95 | 10,1 | 102 

100 5,8 89 | 110 | 122 | 138 | 147 | 153 

120 74 | 11,3 | 144 | 166 | 190 | 205 | 21,1 


Uma empresa fabrica caixas de papeláo de trés tamanhos: pe- 
quena, média e grande. O custo é de $ 2,50 para fabricar uma 


10. 


11. 


12. 
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caixa pequena, $ 4,00 para uma caixa média e $ 4,50 para uma 

caixa grande. Os custos fixos sáo de $ 8.000. 

(a) Expresse o custo da fabricação de x caixas pequenas, y cai- 
xas médias e z caixas grandes como uma função de três va- 
riáveis: C — f (x, y, z). 

(b) Encontre f (3 000, 5 000, 4 000) e interprete-a. 

(c) Qual o domínio de f? 


Seja g (x, y) = cos (x + 2y). 
(a) Calcule g(2, — 1). 

(b) Determine o domínio de g. 
(c) Determine a imagem de g. 


Seja F(x, y) = 1 + y4= y. 

(a) Calcule F (3,1). 

(b) Determine e esboce o domínio de F. 
(c) Determine a imagem de F. 


Seja fl, у, z) = ух + үу + Vct ЩА — x - y 
(a) Calcule f (1, 1, 1). 
(b) Determine o domínio de f. 


Seja gx, у, z) ^x y!zyl0—-x—y- z. 
(a) Calcule g(1, 2, 3). 
(b) Determine o domínio de g. 


2). 


13-22 Determine e esboce o domínio da função. 


13. 


15. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Fx, у) = yx + y 


f(x, y) = In(9 — x? — 9y?) 


M. fy) = xy 
16. f(x, у) = yx = y 


fay щу уге 

Kay = Му + 4/25 – 2 – у? 
Nyx? 

foy) = 


1-x 
f(x, y) = arcsen(? + у? — 2) 
Ру) =vV1=x2=y?=22 


ЈО, у, 2) = In(16 — 4x 


4у? — z’) 


23-31 Esboce o gráfico da função. 


23. fay)=1+y 24. Р(х,у) =2—х 

25. f(x, y) = 10 — 4x — 5y 26. f(x,y)=e>” 

27. f(x,y) =y +1 28. f(x,y) = 1 + 20 + 2y 
29. f(x,y) = 9 – x2- 9y 30. f(x, у) = 4x2 + y? 

31. у) - JA A — ys 

32. Faga uma correspondente entre a fungáo e seu gráfico (identifi- 


cado por I-VI). Justifique sua escolha. 
(a) Р(х, y) = 1х1 + Iyl (b) f œ, y) = lay! 


(c) fx, у) = ETIT (d) f(x, y) = (2 у)? 


(e) f(x, y) = (х — у)? (f) f(x, y) =веп(|х| + ly!) 
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uma funcáo de profundidade e da época do ano. Estime a tempe- 
ratura do lago em 9 de junho (dia 160) em uma profundidade de 
10 m e em 29 de junho (dia 180) em uma profundidade de 5 m. 


\ 1 16 20 
e [8 
3 ?] 
3 20 
E l6 dp. 
З 104 
o 
& 
151 8 
120 10 200 240 280 


Dia de 1998 


36. Dois mapas de contorno sáo mostrados na figura. Um é de uma 
função f cujo gráfico é um cone. O outro é de uma função g cujo 
gráfico é um paraboloide. Qual é qual? Por quê? 


33. Um mapa de contorno de uma função f é apresentado. Use-o C 2 
para estimar os valores de f ( —3, 3) e f (3, —2). O que você pode А 
dizer sobre а forma do gráfico? T d 
2 37. Localize os pontos A e B no mapa da Montanha Solitária (Fi- 
gura 12). Como vocé descreveria o terreno perto de A? E perto 
de В? 
/ EN \ 38. Faça um esboço de um mapa de contorno da função cujo gráfico 
ZÉ | 701 60 50 40 está mostrado. 
1 y 
| - 
0 1 30 X 
| 
20 
г” 


34. Um mapa de contorno da pressáo atmosférica na América do 
Norte é mostrado em 12 de agosto de 2008. Nas curvas de nível 
(chamadas isobáricas) a pressáo é indicada em milibares (mb). 
(a) Estime a pressão em C (Chicago), N (Nashville), 5 (São 

Francisco) e V (Vancouver). 
(b) Em quais desses lugares os ventos eram mais fortes? 


39-42 Um mapa de contorno de uma função é mostrado. Use-o para 
fazer um esboço do gráfico da f. 


39. » 40. 


35. As curvas de nível (isotérmicas) são mostradas para a tempera- 
tura da água (em °С) em Long Lake (Minnesota) em 1998 como 


43-50 Faça o mapa de contorno da função mostrando várias curvas 
de nível. 


43. fo, y) =  - 2х) м. fay) = ху 
45. Јо, у) = ух + y 46. f(x, y) = InG? + 455) 
"m. foy ye 48. f(x, у) = у secx 


49. Р(х, у) = уу — х? 50. fG у) = y/G? + у?) 


51-52 Faça о esboço do mapa de contorno e do gráfico da função е 
compare-os. 


52. f(x,y) = ү36 — 9x? — 4y? 


51. f(x y) =x + 9y? 


53. Uma placa fina de metal, localizada no plano xy, tem tempera- 
tura T(x, y) no ponto (x, y). As curvas de nível de T são chama- 
das isotérmicas porque todos os pontos em uma dessas curvas 


4 
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têm a mesma temperatura. Faça o esboço de algumas isotérmi- 
cas se a funcáo temperatura for dada por 
TG, y) 100 

X, y) = => 5 

YO 1-3-2p 
54. Se V(x, y) é o potencial elétrico em um ponto (x, y) no plano xy, 
entáo as curvas de nível de V sáo chamadas curvas equipoten- 
ciais, porque em todos os pontos dessa curva o potencial elé- 
trico é o mesmo. Esboce algumas curvas equipotenciais de 


V(x, y) = c/yr? — x? — y?, onde c é uma constante positiva. 


55-58 Utilize um computador para traçar o gráfico da função usando 
vários domínios e pontos de vista. Imprima a que, em sua opiniáo, 
oferece a melhor visão. Se seu programa também produz curvas de 
nível, trace o mapa de contorno da mesma função e compare. 


55. /(х,у) => 
56. f, y) = ху? – ух? 
57. fa, у) = е * (sen?) + cosy?) 
58. f(x,y) = cos xcos y 


(sela do macaco) 


(sela do cachorro) 


59-64 Faça uma correspondência entre a função (a) e seu gráfico 
(indicado por A-F a seguir), (b) e seus mapas de contorno (indicado 
рог I-VI). Justifique sua escolha. 


59. z — sen (xy) 60. z—e'cosy 
61. = = sen (х — y) 62. = = sen х — sen у 
XT) 


63. z=(1-x)(1—y pA. z7—————— 
2-0 X1 - y) I тууа 


Үү 


А 
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65-68 Descreva as superfícies de nível da função. 
65. f(x,y,z) = х + 3y + 5z 


66. f(x, у, z) = xX + 3у2 + 52? 


67. f(x,y,z) = у +z 


68. у(х, у, 2) = 2 — у> – 22 


69-70 Descreva como o gráfico de д é obtido a partir do gráfico de f. 


69. (a) g(x, y) = (х,у) + 2 
(c) g(x, y) = —f eG y) 


70. (a) g(x, y) = f(x — 2, y) 
(с) (х, y) = f(x + 3, y — 4) 


(b) g(x, y) = 2 f(x, у) 
(d) g(x, y) = 2 — f(x, y) 


(b) g(x, y) = Р(х, у + 2) 


71-72 Utilize um computador para traçar o gráfico da função 
usando vários domínios e pontos de vista. Imprima aquela que apre- 
sente melhor os “picos e vales”. Vocé acha que essa fungáo tem um 
valor máximo? Vocé poderia identificar os pontos do gráfico corres- 
pondentes aos “máximos locais”? E aos “mínimos locais”? 


Л. f(x, y) = 3x — х — 4y?— 10xy 


7L f(xy)- xye 7» 


13-74 Utilize um computador para traçar o gráfico da função 
usando vários domínios e pontos de vista. Comente o comporta- 
mento da funcáo no limite. O que acontece quando x e y se tornam 
muito grandes? O que acontece quando (x, y) se aproxima da ori- 
gem? 

XT) ху 


n. fa, y) = м. f(x,y) = 
РО, y) Poe: Р(х, у) Ed 


FA 75. Use um computador para investigar a família de funções 


f(x, y) = e°. De que maneira a forma do gráfico depende de c? 


EH Limites e Continuidade 


VH 76. 


FH m. 


"s 79. 


Z 


Use um computador para investigar a família de superfícies 
z= (а? + bye? 

Como a forma do gráfico depende dos números a e b? 

Use um computador para investigar a família de superfícies 

z =X? + y + cx. Em particular, você deve determinar os va- 


lores de transição de c para os quais a superfície muda de um 
tipo de superfície quádrica para outro. 


Faça o gráfico da função 
fo y) = ух? + y? 
Дх, у) = е 
Рб, у) = Inx? + y? 
f(x, y) = sen(/x? + y?) 


1 
e fo» = тут 


Em geral, se g(t) é uma função de uma variável, como obter o 
gráfico de 

оу) = #(/х? + y?) 
a partir do gráfico de д? 


(a) Mostre que, tomando logaritmos, a funcáo geral de Cobb- 
-Douglas P = bL^K'-* pode ser expressa como 


In E In b + aln 
K 

(b) Se deixarmos x = In(L/K) e y = In(P/K), a equação no item 
(a) torna-se a equação linear y = ax + In b. Use a Tabela 2 
(no Exemplo 3) para fazer a tabela dos valores de In(L/K) e 
In(P/K) para os anos 1899-1922. Em seguida, use uma cal- 
culadora gráfica ou o computador para encontrar a linha de 
regressão dos quadrado mínimos pelos pontos (In(L/K), 
In(P/K)). 

(c) Deduza que a funcáo de producáo de Cobb-Douglas é P — 
1,011975 K025. 


Vamos comparar o comportamento das funções 


у = 


sen(x? + y?) 
x? + y? x? + y? 


x = y? 
е g(xy- 


quando x e y se aproximam de 0 [e, portanto, o ponto (x, y) se aproxima da origem]. 
As Tabelas 1 e 2 mostram valores de f (x, y) e g(x, y), com precisáo de trés casas deci- 
mais, para pontos (x, y) próximos da origem. (Observe que nenhuma das funções está defi- 


nida na origem.) 


TABELA 1 Valores de f (x, y) 
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TABELA 2 Valores de g(x, y) 


E Y| —1,0 | —0,5 | -02 0 0,2 0,5 1,0 E » | =й | =й | 92 0 0,2 0,5 1,0 
—1,0 | 0,455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 —1,0 | 0,000) 0,600| 0,923| 1,000 | 0,923! 0,600| 0,000 
—0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759 —0,5 | —0,600| 0,000) 0,724| 1,000 | 0,724| 0,000| —0,600 
—0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 —0,2 | —0,923 | -0,724 | 0,000| 1,000 | 0,000 | —0,724 | —0,923 
O | 0,841 | 0,990 | 1,000 1,000 | 0,990 | 0,841 O | –1,000 | –1,000 | 21,000 — 1,000 | —1,000 | — 1,000 
0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 0,2 | —0,923 | -0,724 | 0,000| 1,000 | 0,000 | —0,724 | —0,923 
0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759 0,5 | —0,600| 0,000) 0,724| 1,000 | 0,724| 0,000| —0,600 
1,0 | 0,455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 LO | 0,000| 0,600| 0,923| 1,000 | 0,923| 0,600| 0,000 


Parece que, quando (x, y) se aproxima de (0, 0), os valores de f (x, y) se aproximam de 1, 
ao passo que os valores de g(x, y) não se aproximam de valor algum. Essa nossa observação 


baseada em evidências numéricas está correta, e podemos escrever 


sen(x? + y?) . x-y) | , 
——> + = | e ; não existe 


im 2 5 IDE dus 
(»2(0,0 x +y (,3)2(,0) x^ + y 


Em geral, usamos a notação 
lim fe y)=L 


(x, у) (а, b 


para indicar que os valores de f (x, y) se aproximam do número L à medida que o ponto 
(x, y) se aproxima do ponto (a, b) ao longo de qualquer caminho que esteja no domínio de f. 
Em outras palavras, podemos fazer os valores de f (x, y) tào próximos de L quanto quisermos 
tornando o ponto (x, y) suficientemente próximo do ponto (a, b), mas não igual a (a, b). Uma 


definição mais precisa é a seguinte: 


[1] Definição Seja fuma função de duas variáveis cujo domínio D contém pontos ar- 
bitrariamente próximos de (a, b). Dizemos que o limite de f (x, y) quando (x, y) tende 
a (a, b) é Le escrevemos 


lim /(х,у)=1 


(x, y) (a, b) 


se para todo número e > 0 houver um número correspondente de ô > 0 tal que 


se(x, y) ED e 0< (ар + (y - bp «68 então |flxy)-L|<e 


Outras notações para o limite da Definição 1 são 


Бабу) =L е Лу) — L as (x,y) — (a,b) 


yb 


Observe que |f (x, y) — L| corresponde à distância entre os números f(x, y) eL, e 
„(х = a)? + (y — D)? é a distância entre o ponto (x, y) e o ponto (a, Б). Assim, a Definição 
1 diz que a distância entre f (x, y) e L pode ser feita arbitrariamente pequena se tomarmos a 


yA ZA ZA 
L+e 
(х, y) L 
D L-—& 
L+e 
(a, o) > f > р 
0 X LE 
0 
70 Y 


FIGURA 1 FIGURA 
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FIGURA 3 


FIGURA 4 


FIGURA 5 


distância de (x, y) a (a, b) suficientemente pequena (mas não nula). A Figura 1 ilustra a Defi- 
nição 1 por meio de um diagrama de setas. Se qualquer intervalo pequeno (L — e, L + e) 
for dado em volta de L, poderemos encontrar um disco Ds com o centro em (a, b) e raio ô > 
O tal que f mapeia todos os pontos em Ds [exceto, possivelmente, (a, b)] no intervalo 
(L—e,L+ e). 

Outra ilustragáo da Definigáo 1 é dada na Figura 2, onde a superfície S é o gráfico de f. 
Se e > 0 for dado, podemos achar ô > O tal que se (x, y) for restrito ao disco Ds e 
(x, y) = (a, Б), então a parte correspondente de S fica entre os planos horizontais z = L — e 
ez=L+w e. 

Para as funções de uma única variável, quando fazemos x tender a a, só existem duas 
direções possíveis de aproximação: pela esquerda ou pela direita. Lembremos a partir do 
Capítulo 2 que se lim, «- f (x) 4 lim, «+ f (x), então lim, —a f (x) não existe. 

Já para as funções de duas variáveis essa situação não é tão simples porque existem infi- 
nitas maneiras de (x, y) se aproximar de (a, b) por uma quantidade infinita de direções e de 
qualquer maneira que se queira (veja a Figura 3), bastando que (x, y) se mantenha no domí- 
nio de f. 

A Definição 1 diz que a distância entre f(x, y) e L pode ser feita arbitrariamente peque- 
na se tomarmos a distância de (x, y) para (a, b) suficientemente pequena (mas não nula). A 
definição refere-se somente à distância entre (x, y) e (a, b). Ela não se refere à direção da 
abordagem. Portanto, se o limite existe, f (x, y) deve se aproximar do mesmo valor-limite, 
independentemente do modo como (x, y) se aproxima de (a, b). Assim, se acharmos dois 
caminhos diferentes de aproximação ao longo dos quais f (x, y) tenha limites diferentes, 
segue então que lim, yy > (a, b») f (x, y) não existe. 


Se f (x, у) > Lı quando (x, у) — (a, Б) ao longo do caminho C e f (x, y) — Lo quan- 
do (x, y) > (a, Б) ao longo do caminho С», сот [л 4 Lo», então lim,» = (a, ») f (x, y) 
não existe. 


х2 у? 


ЭХО Mostre que lim — não existe. 
(,3—(0,0 x? + y 


SOLUÇÃO Seja f (x, y) = (х2 — y?y (2? + y?). Primeiro vamos considerar (0, 0) ao longo do 
eixo x. Então y = 0 dá f (x, 0) = x?/x? = 1 para todo x # 0, portanto 


fo у) = 1 quando (x, y) > (0, 0) ao longo do eixo x 


Agora vamos nos aproximar ao longo do eixo y, colocando x — 0. Entáo 
2 


f(0, y) = = —1 para todo y # 0, portanto 
y 


2 
f(x, у) > —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y 


(veja a Figura 4). Como f tem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes, o limite 
não existe. (Isso confirma a conjectura que fizemos com base na evidência numérica no iní- 
cio desta secáo.) Em 


Se f (x, y) = ху/(х? + y?), será que «Mim, of Gc y) existe? 
SOLUÇÃO Se y = 0, então f (x, 0) = 0/x? = 0. Portanto, 

fo у) => 0 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo x 
Se x = 0, então f (0, y) = 0/5? = 0, portanto 

fo у) => 0 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y 


Apesar de termos encontrado valores idênticos ao longo dos eixos, não podemos afirmar que 
о limite exista e seja О. Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta; por 
exemplo, y = x. Para todo x 4 0, 

x? 1 


PANS Ega 


Portanto fœ, у) —> ; quando (x, y) — (0, 0) ao longo de y = x 


(Veja a Figura 5.) Como obtivemos valores diferentes para o limite ao longo de caminhos 
diferentes, podemos afirmar que o limite dado não existe. = 

A Figura 6 nos dá uma ideia do que acontece no Exemplo 2. A cumeeira que ocorre 
acima da reta y = x corresponde ao fato de que f (x, y) = 5 para todos os pontos (x, y) dessa 
reta, exceto na origem. 


FIGURA 6 
ху 


Fx, y) = xi у? 


2 


x 
BUB Se f(x,y) = Iu seráque lim fes y) existe? 
x y 


(x, y) (0, 0 


SOLUÇÃO Com a Solução do Exemplo 2 em mente, vamos tentar economizar tempo dei- 
xando (x, y) — (0, 0) ao longo de qualquer reta não vertical através da origem. Tomemos 
y = mx, onde m é a inclinação da reta e 

х(тх)? mx mx 


ЈО, y) = f(x, mx) = = = 


х + (mx! x + тх — 1+ тх? 


Portanto fo у) => 0 quando (x, y) — (0, 0) ao longo de y = mx 


Logo, f tem o mesmo limite ao longo de qualquer reta não vertical que passe pela origem. 
Mas isso ainda não garante que o limite seja О, pois, se tomarmos agora (x, y) — (0, 0) ao 
longo da parábola x = y?, teremos 
2 2 4 
sis! O LO LT 
fin у) fO , y) (y?y + y* 2y* 2 
Portanto f (x, y) — 1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo de x = y? 


Como caminhos diferentes levaram a resultados diferentes, o limite não existe. emm 


Vamos agora olhar o caso em que o limite existe. Como para a função de uma única variá- 
vel, o cálculo do limite de funções com duas variáveis pode ser muito simplificado usando- 
-se as propriedades dos limites. As Propriedades do Limite listadas na Seção 2.3, no Volume 
I, podem ser estendidas para as funções de duas variáveis: o limite da soma é a soma dos 
limites; o limite do produto é o produto dos limites; e assim por diante. Em particular, as 
seguintes equações são verdadeiras: 


2 lim x=a lim y=b lim c=c 
(y) (a, b) (х,у) (a, b) (х,у) (a, b) 


O Teorema do Confronto também vale. 


EXEMPLO 4 Ache 


2 


3 z Se existir. 
(0.0 х + y 


SOLUÇÃO Como no Exemplo 3, podemos mostrar que o limite ao longo de uma reta qualquer 
que passa pela origem é 0. Isso não prova que o limite seja 0, mas o limite ao longo das pará- 
bolas y = x? e x = y? também obtemos o limite 0, portanto começamos a suspeitar que o 
limite existe e é igual a 0. 
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A Figura 7 mostra o gráfico da função do 
Exemplo 3. Observe a cumeeira sobre a pa- 


FIGURA 7 
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Seja = > 0. Queremos encontrar ô > 0 tal que 


3x 
se 0<yx?+y?<Ó0 então С 2 il 
х 


Зх? 
ou seja, se 0O<vxº?+y?<6 então bl <e 
x ту 


Mas x? < x? + y uma vez que y? > 0, portanto x?/(? + y?) < 1 e, assim, 


3x? 
; SPD азу o 349? e 3 y? 


х? + y? 


Dessa forma, se escolhermos ô = e/3 e fizermos O < yx? + y? < ô, teremos 


Dutro modo de resolver o Exemplo 4 é pelo 3x? 
Teorema do Confronto em vez de usar a ез – 01 = 3,/х? + у? <38= 3 Ee М 
Definição 1. De | 2 | segue que x +) 3 


m PEL =0 


li 
(x, y). . w 
e, portanto, a primeira desigualdade em Logo, pela Definição 1, 
3 | mostra que o limite dado é 0. . 3x?y 


im 3 > =0 ШШЕН 
(,3—(.0 x^ + y? 


БЕШ Continuidade 


Lembremo-nos de que o cálculo de limites de funções contínuas de uma única variável é 
fácil. Ele pode ser obtido por substituição direta, porque, pela definição de função contínua, 
lim, >a f (x) = f (a). Funções contínuas de duas variáveis também são definidas pela pro- 
priedade da substituição direta. 


4| Definição Uma função f de duas variáveis é dita contínua em (a, b) se 


lim | 1659) = f(a, b) 


(х, y) (а, 


Dizemos que f ё contínua em D se f for contínua em todo ponto (a, Б) de D. 


O significado intuitivo de continuidade é que, se o ponto (x, y) varia por uma pequena 
quantidade, o valor de f (x, y) variará por uma pequena quantidade. Isso quer dizer que a 
superfície que corresponde ao gráfico de uma função contínua não tem buracos ou rupturas. 

Usando as propriedades de limites, podemos ver que soma, diferença, produto e quo- 
ciente de funções contínuas são contínuos em seus domínios. Vamos usar esse fato para dar 
exemplos de funções contínuas. 

Uma função polinomial de duas variáveis (ou simplesmente polinômio) é uma soma de 
termos da forma cx"y", onde c é uma constante e m e n são números inteiros não negativos. 
Uma função racional é uma razão de polinômios. Por exemplo, 


fG y) = № + 55у?  6xy* — Ty + 6 


é um polinómio, ao passo que 

_ 2ху+1 
gx, у) m y? FE y? 

é uma função racional. 

Os limites em |2 | mostram que as funções f (x, y) = x, g(x, y) = y e h(x, y) = c são con- 
tínuas. Como qualquer polinômio pode ser obtido a partir das funções f, g e ^ por multipli- 
cação e adição, segue que todos os polinômios são funções contínuas em К. Da mesma 
forma, qualquer função racional é contínua em seu domínio, porque ela é o quociente de fun- 
ções contínuas. 


EXEMPLO 5 Calcule, lim E (x?y? = xy? + 3x + 2y). 
»y-, 


SOLUÇÃO Como f (x, у) = x? y? — ху? + Зх + 2y é um polinômio, ela é contínua em qual- 
quer lugar, portanto podemos calcular seu limite pela substituição direta: 


„йш GY — хӯ? + Зк + 25) = 12.22 — 18.22+3-1+2.2=11 - 
x, yu, 

х? — у? 
ГИШИ Onde a função f(x,y) = ay é contínua? 

x y 


SOLUÇÃO A função f é descontínua em (0, 0), pois ela não está definida nesse ponto. Como 
f é uma função racional, ela é contínua em seu domínio, o que corresponde ao conjunto 
D = (G5 y)l(x, y) 7 (0, 0)). == 


EXEMPLO 7 Seja 

2 2 
ХУ 
х? + у? 
0 ве (х,у) = (0,0) 
Aqui g está definida em (0, 0), mas g ainda é descontínua porque lim, уо, о) g(x, y) nào 
existe (veja o Exemplo 1). =з 


ЕХЕМРІО 8 Seja 


se (x, у) # (0, 0) 
g(x, y) = 


By se (x, y) # (0, 0) 

x? + y? 

0 se (x, y) = (0,0) 

Sabemos que f é contínua para (x, y) # (0, 0), uma vez que ela é uma função racional definida 
nessa região. Do Exemplo 4, temos que 


fx, y) = 


im у(®»уў= tim 2 =0=f0,0 
eao EV T (eb, x? + y" Rs 


Portanto f é contínua em (0, 0) e, consequentemente, contínua em IR?. = 


Como para as funções de uma variável, a composição é outra maneira de combinar funções 
contínuas para obter outra também contínua. De fato, pode ser mostrado que, se f é uma fun- 
ção contínua de duas variáveis e g é uma função contínua de uma única variável definida na 
imagem de f, a função composta h = g ° f definida por h(x, у) = g( f (x, y)) também é contínua. 


БЛ Onde a função h(x, у) = arctg(y/x) é contínua? 


SOLUÇÃO A função f (x, у) = y/x é racional e, desse modo, contínua em todo lugar, exceto sobre 
a reta x = 0. A função g(t) = arctg t é contínua em toda parte. Logo, a função composta 


HF, y) = arctg(/x) = h(x, y) 


é contínua, exceto onde x = 0. O desenho da Figura 9 mostra a ruptura existente no gráfico 
da função h acima do eixo y. Es 


ШЕШ Funções de Três ou Mais Variáveis 


Tudo o que fizemos até aqui pode ser estendido para as funções com três ou mais variáveis. 
A notação 
lim x,y,z) = | 
(x, y, 2) — (a, Б, с) f y ) 

significa que os valores de f (x, y, z) se aproximam do número L à medida que o ponto 
(х, у, z) se aproxima do ponto (a, b, c) ao longo de qualquer caminho que esteja no domínio 
de f. Como a distáncia entre dois pontos (x, y, z) e (a, b, c) em IR? é dada por 
„(х = a)? + (y — D)? + (z — c)?, podemos escrever a definição precisa da seguinte forma: 
para todo número e > 0 existe um número correspondente ô > 0 tal que 


se (x, у, z) está no domínio de fe 0 < y(x — a)? +(y-b)2+(2—- с)? < ê 


Е Таа <e 


então 
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A Figura 8 mostra o gráfico da função con- 
tínua do Exemplo 8. 


7/27 
УШР 
mM EE 


у 


FIGURA 8 


FIGURA 9 
A função h(x, y) = arctg (y/x) 
é descontínua, onde x — 0. 
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A função f é contínua em (a, b, c) se 


a dim f Gy 2) — fla, b, o) 
Por exemplo, a função 
1 


y +22 - 1 


Ў (х, У, 2) y? + 
é uma função racional em trés variáveis, e portanto é contínua em todo ponto de Rº, exceto 
onde x? + y? + z? = 1. Em outras palavras, é descontínua na esfera com o centro na origem 
e raio 1. 

Se usarmos a notação vetorial introduzida no fim da Seção 14.1, poderemos escrever as 
definições de limite para as funções de duas ou três variáveis de uma forma compacta, como 
a seguir. 


5| Sefé definida em um subconjunto D de R”, então lim, a f(x) = L significa que 
para todo número e > 0 existe um número correspondente ô > 0 tal que 


sex € De0< |х — al < ô, então |f (x) — Ll < e 


Observe que sen = 1, então x = x e a = ае |5] é exatamente a definição do limite para as 
funções de uma única variável. Para o caso n = 2, temos x = (x, у), а = (a, b) 
e|x = a| = (x = a)? + (y = b)?, de modo que [5] se torna a Definição 1. Sen = 3, então 
х = (х, y, z), a = (a, Б, с), e[5]é a definição de limite de uma função de três variáveis. Em 


cada caso, a definigáo de continuidade pode ser escrita como 


lim f(x) = f(a) 


EH Exercícios 


1. Suponha que lim, >,» f (x, y) = 6. O que podemos dizer do 
valor de f (3, 1)? E se a função f for contínua? 
: "mE : n , х= у . x? + sen?y 
2. Explique por que cada função é contínua ou descontínua. 9. lim 33 10. lim = T 
E : : (020.0 x^ + 2y^ G(.»(.0 2x7 + y^ 
(a) A temperatura externa como função da latitude, da longitude * 
e do tempo. п. tm Ses 12. lim xy у 
(b) A altura acima do nível do mar como função da longitude, da (36.0 3x? + у? 6,30,.9 (x — D? + y? 
latitude e do tempo. xy xt — yt 
(c) O custo da tarifa do táxi como fungáo da distáncia percor- 13. E mm " EE 14. Е а б х2 + y 
rida e do tempo gasto. É 
А х?уе? | x? sen?y 
3-4 Utilize uma tabela de valores numéricos de f (x, y) para (x, y) 15. " e ö x* 4y? 16. " lim Фф х? + 2y? 
perto da origem para conjecturar sobre o limite de f (х, y) quando і ; : | А 
(х, у) — (0, 0). Em seguida, explique por que sua conjectura está 17 lii x ty 18. lim ху 
correti: 3-00 x+y +I] G200 x? + y? 
x y 297—5 2xy yal 
3 f(x,y) = 4 Р(х,у) = = y i y ў | MO A CA 
2 m ху x^ t 2y? 19 "od 0.1) i tg(xz) a [EA дш 0,0) х? EH y? + z 
5-22 Determine o limite, se existir, ou mostre que o limite náo 2 i xy + yz + х2? 22 lim yz 
existe. 1022000) x? + y? 4 z 0220.00 x? + 4y? + 92? 
5. lim (5x — xy’) 6. lim е cos(x + y) H 23-24 Utilize um gráfico feito por computador para explicar por que 
е Pape e o limite não existe. 
4—x 1 + y? 2 2 3 
L din. 8 lim (2) з. im AAA a4 im E 
(30.0 x” + Зу (3200 (xX xy (y—(.0 3х2 + 5y? (130,0 x? + уб 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


25-26 Determine h(x, y) 


25. g 2 P Nt, РО, у) = 2х -3y - 6 
1 = 

26. gn = 1+ (у) = 
1+ ху 


= g( f (x, у)) e o conjunto no qual h é contínua. 


21-28 Trace o gráfico da função e observe onde ela é descontínua. 
Em seguida, utilize a fórmula para explicar o que vocé observou. 


27. f(xy) = eso» A Е з р 


29-38 Determine o maior conjunto no qual a função é contínua. 


29. F(x,y) = Ta 30. Р(х, y) = cos / T x y 
T5 
1 +x? + y? Le 
3. Fol a Hx»-5. © 
1 — == y = 1 
33. G(x, y) = n + y? — 4) 
34 GQ, y) = tg (œ +y?) 
35. f(x, y, 2) = агсѕеп (х + y? + 22) 
36. f(x,y,z) = ск 
x 
37. f(x, y) = 42x! т Sua Se Озу) (00) 
ве (х,у) = (0,0) 
0 
38. (у) = {х + ху TT FO 86 (00) * (0.0 
ве (х, у) = (0, 0) 


Eg Derivadas Parciais 
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39-41 Utilize coordenadas polares para determinar o limite. [Se 
(r, 0) são as coordenadas polares do ponto (x, y) com r = 0, observe 
que r > 0* quando (x, y) — (0, 0).] 


39. 


40. 


M. 


4. 


45. 


46. 


М 42. 


| x + y 
lim 7 7 
(50.0 x? + y 


(х2 + y?) Ina? + y?) 


lim 
(x, у) = (0, 0) 


lim 21077 
(х, у) ^ (0, 0) x^ + y 


No início desta seção consideramos a função 


_ веп(х? + y?) 
Fx, y) == x + у? 


e conjecturamos que f (x, у) — 1 quando (x, у) — (0, 0) com base 
em evidéncias numéricas. Utilize coordenadas polares para com- 
provar o valor do limite. Em seguida, faça o gráfico da função. 


Trace o gráfico e analise a continuidade da função 


sen xy 


se xy = 0 

Ро, у) = 4 x : 
1 se xy —0 

Seja и 
0 ѕеу< 0 or y >x* 


пау D ѕе0 < y< xÍ 


(a) Mostre que f (x, y) — 0 quando (x, y) — (0, 0) por qualquer ca- 
minho da forma y = тх“ passando por (0, 0) com a < 4. 

(b) Independentemente do item (a), mostre que f é descontínua 
em (0, 0). 

(c) Mostre que f é descontínua em duas curvas inteiras. 


|x| é contínua em R”. 


a).] 


Se e € V,, mostre que a função f dada por f(x) = с - x é contí- 
nua em К". 


Mostre que a fungáo f dada por f (x) — 
[Dica: Considere |х — а}? = (x — a) · (x 


Em um dia quente, a umidade muito alta aumenta a sensação de calor, ao passo que, se o ar 
está muito seco, temos a sensação de temperatura mais baixa que a indicada no termômetro. 
O Serviço Meteorológico do Canadá introduziu o humidex (ou índice de temperatura-umi- 
dade) para descrever os efeitos combinados da temperatura e umidade. O humidex 7 é a tem- 
peratura aparente do ar quando a temperatura real for T e a umidade relativa for H. Desse 
modo, / é uma função de Те H e podemos escrever I = f (T, Н). A tabela de valores de 7 a 


seguir é a parte de uma tabela compilada pelo Serviço Meteorológico. 


Umidade relativa (%) 


T H 40 45 50 55 60 65 70 75 80 
26 28 28 29 31 31 32 33 34 35 
28 31 32 33 34 35 36 37 38 39 
Temperatura | 30 34 35 36 37 lk 3i 40 41 42 43 
real 
E) 32 37 38 39 41 42 43 45 46 47 
34 41 42 43 45 4T 48 49 51 52 TABELA 1 
36 43 45 47 48 50 51 53 54 56 Indice de calor 1 como função da 
temperatura e umidade 
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Se nos concentrarmos na coluna assinalada da tabela que corresponde à umidade relati- 
va de H = 60%, estaremos considerando o humidex como uma função de uma única variá- 
vel T para um valor fixado de Н. Vamos escrever g(T) = f (T, 60). Então, g(T) descreve como 
o humidex / aumenta à medida que a temperatura real T aumenta quando a umidade relativa 
é 60%. A derivada de g quando Т = 30 °С é a taxa de variação de / com relação a T quando 
T = 30°С: 


g(30 + h) — g(30) — lim f(30 + А, 60) — f(30, 60) 
h h—0 h 


9'(30) = lim 


Podemos aproximar seu valor usando a Tabela 1 e tomando h = 2 e —2: 


g(32) — 9(30) _ f(32,60) — f(30,60) 42-38 _ 
2 


g (30) = 1 E 


9028) — g(30) _ f(28,60) — (30,60) 35-38 . 


(30) = 
g'(30) > 5 E 


Calculando a média desses valores, podemos dizer que a derivada g'(30) é aproximadamen- 
te 1,75. Isso significa que, quando a temperatura real é 30 °С e a umidade relativa é 60%, a 
temperatura aparente (humidex) aumenta cerca de 1,75 °С para cada grau que a temperatu- 
ra real sobe. 

Olhemos agora para a linha sombreada da Tabela 1, que corresponde à temperatura fixa 
de T = 30 °С. Os números nesta linha são valores da função G(H) = f (30, Н), que descreve 
como o humidex aumenta à medida que a umidade relativa H aumenta quando a temperatu- 
ra real é T = 30 ºC. A derivada dessa função quando Н = 60% é a taxa de variação de / com 
relação a H quando T = 60%: 


Go у ы = 9000 a, 


—0 h h—0 h 


Tomando h = 5 e —5, aproximamos o valor de G'(60) usando os valores tabelados: 


G(65) — G(60) _ f(30,65) — f(30,60)  40—38 _ 


G'(60) = 
160) 5 5 5 


0,4 


G(55) — G(60) _ 130,55) — f(30, 60) _ 37 = 38 _ 


С'(60) = —$ —$ 35 


0,2 


Ao calcularmos média desses valores, obtemos a estimativa G'(60) = 0,3. Isso nos diz que, 
quando a temperatura é de 30 *C e a umidade relativa é de 60%, o humidex aumenta em cerca 
de 0,3 *C para cada ponto percentual que a umidade relativa aumenta. 

Em geral, se fé uma fungáo de duas variáveis x e y, suponha que deixemos somente x 
variar enquanto mantemos fixo o valor de y, por exemplo, fazendo y = b, onde b é uma cons- 
tante. Estaremos entáo considerando, realmente, uma fungáo de uma única variável x, a 
saber, g(x) = f (x, Б). Se g tem derivada em a, nós a chamaremos derivada parcial de f em 
relação a x em (a, Б) e a denotaremos por f(a, b). Assim, 


1 fía, b) = g'(a) onde g(x) = f (x, b) 


Pela definição de derivada, temos 


g'(a) = lim g(a * Д — gla) 


e assim a Equação 1 torna-se 


- pm 
fila, b) = lim Ha + 22 fía, b) 


Da mesma forma, a derivada parcial de f em relação a y em (a, b), denotada por fa, b), 
é obtida mantendo-se x fixo (x = a) e determinando-se a derivada em b da função 


G(y) = f (a. y): 


fla,b + h) — f(a, b) 
h 


3 fila, b) — lim 


Com essa notação para as derivadas parciais, podemos escrever as taxas de variação do 
humidex 7 com relação à temperatura real T e umidade relativa H quando Т = 30 °С e 
H — 6096 como segue: 


130, 60) = 1,75 f4(30, 60) = 0,3 


Se agora deixamos o ponto (a, b) variar nas Equações 2 e 3, f. e f, se tornam funções de 
duas variáveis. 


4| Seféuma função de duas variáveis, suas derivadas parciais são as funções / e 
f; definidas por 


f(x + h, y) — Ро, у) 
h 


fil, y) = lim 


Ts +В) -— f(x,y) 
h 


Бо y) = lim 


Existem diversas notações alternativas para as derivadas parciais. Por exemplo, em vez 
de f., podemos escrever f ou D, f (para indicar a derivação em relação à primeira variável) 
ou 9f/9x. Mas aqui 0f/àx não pode ser interpretada como uma razão de diferenciais. 


Notações para as Derivadas Parciais Se z = f (x, y), escrevemos 
д д д2 
дал LL fy = 2 рур; 
x Ox дх 
д д д2 
fæ) of m = fy = ру-ру 
у ду ду 


Para calcularmos as derivadas parciais, tudo о que temos a fazer ё nos lembrarmos, а раг- 
tir da Equação 1, que a derivada parcial com relação a x é a derivada ordinária da função g 
de uma ünica variável obtida mantendo-se fixo o valor de y. Entáo, temos a seguinte regra. 


Regra para Determinar as Derivadas Parciais de z — f(x, y) 


1. Para determinar f., trate y como uma constante e derive f (x, y) com relação a x. 


2. Para determinar f,, trate x como uma constante e derive f (x, y) com relação a y. 


БЕЛТ Sef(x, y) = x? + xy? — 2y, encontre £(2, 1) e f,Q, 1). 

SOLUÇÃO Mantendo y constante e derivando em relação a x, obtemos 
fx, y) = 332 + 2xy? 

e, assim, А2, 1) 253-224 2-2- 12 = 16 

Mantendo x constante e derivando em relação a y, obtemos 


x,y) = 3 y! — dy 
fQ,1)23:2:-2—4-1-28 = 
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FIGURA 1 


As derivadas parciais de f em (a, b) 
são as inclinações das retas tangentes 


a C, e Cs. 


Xx 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


FIGURA 5 


ШШШ Interpretações das Derivadas Parciais 


Para darmos uma interpretação geométrica para as derivadas parciais, lembremo-nos de que 
a equação z = f (x, y) representa uma superfície S (o gráfico de f ). Se f (a, b) = c, então o 
ponto P(a, b, c) está em S. Ao fixar y = b, estamos restringindo nossa atenção à curva C;, na 
qual o plano vertical y = b intersecciona S. (Em outras palavras, C; é o corte de 5 no plano 
y — b.) Dessa maneira, o plano vertical x — a intersecciona $ em uma curva C». As curvas 
C; e С passam pelo ponto P (Veja a Figura 1.) 

Observe que a curva Ci; é o gráfico da função g(x) = f (x, Б), de modo que a inclinação 
da tangente T; em P é g'(a) = f(a, Б). A curva С é o gráfico da função G(y) = f (a, y), de 
modo que a inclinação da tangente T» em P é G'(b) = f(a, b). 

Então, as derivadas parciais fi(a, b) e f(a, b) podem ser interpretadas geometricamente 
como as inclinações das retas tangentes em Pía, b, c) aos cortes Cı e C» de 5 nos planos 
y=bex=a. 

Como vimos no caso da função humidex, as derivadas parciais podem ser interpretadas 
como taxas de variação. Se z = f (x, у), então dz/0x representa а taxa de variação de z com 
relação a x quando y é mantido fixo. Da mesma forma, д:/ду representa a taxa de variação 
de z em relação a y quando x é mantido fixo. 


Se f (x, y) = 4 — x? — 2y?, determine f(1, 1) e (1, 1) e interprete esses números 
como inclinações. 
SOLUÇÃO Temos 

ХА, у) = —2x ру) = –4у 

А.) = =2 Ља, 1) = —4 


O gráfico de fé о paraboloide z = 4 — x? — 2y?, e o plano vertical у = 1 intercepta-o na pará- 
bola z = 2 — x°, y = 1. (Como na discussão anterior, rotulamos C; na Figura 2.) A inclina- 
ção da reta tangente a essa parábola no ponto (1, 1, 1) é f(1, 1) = —2. Da mesma forma, a 


curva С na qual o plano x = 1 intercepta o paraboloide é a parábola z = 3 — 2y? 
x = 1, еа inclinação da reta tangente em (1, 1, 1) éf} (1, 1) = —4. (Veja a Figura 3.) mem 


A Figura 4 nos mostra o gráfico desenhado pelo computador correspondente à Figura 2. 
O item (a) exibe o plano y = 1 interceptando a superfície para formar a curva Ci, e o item 
(b) mostra C; e Ti. [Usamos as equações vetoriais r(f) = (f, 1, 2 — f) para Ci e 
r(f) = (1 + т, 1, 1 — 20 para Т] Do mesmo modo, a Figura 5 corresponde à Figura 3. 


af 


д 
BELTA se Р(х, y) = sen А , calcule 2f e— 
1+у dx ду 


SOLUÇÃO Usando a Regra da Cadeia para funções de uma variável, temos 


of х д х х 1 
= cos . — cos : 

дх l+y ox 1l+y 1+у 1+у 

of х д х x x 
— cos . = —cos i 

ду 1+у dy \1+у 1+у (1 + у)? 


EEN Determine 0z/0x e д:/ду se z é definido implicitamente como uma função de x e 
y pela equacáo 


Xy. z + бху =1 


SOLUÇÃO Para determinarmos óz/óx, diferenciando implicitamente em relação a x, tomando 
o cuidado de tratar y como constante: 


3х2 +322 +6 + 6 Br lg 
yz Xy 
Ox ox 


Resolvendo essa equação para 0z/0x, obtemos 


Oz — x? + 2yz 
дх z? + 2ху 


Da mesma forma, derivando implicitamente em relação a y, temos 
Oz — y? + 2xz 
ду z? + 2ху 


ШЕШ Funções de Mais de Duas Variáveis 


As derivadas parciais também podem ser definidas para funções de três ou mais variáveis. 
Por exemplo, se f é uma função de três variáveis x, y e z, então sua derivada parcial em rela- 
ção a x é definida como 


f(x + h, y, z) = f(x, y, z) 
h 


f(x, У, 2) = lim 


e é determinada olhando-se y e z como constantes e derivando f (x, y, z) em relação a x. Se 
w = f (x, y, z), então f. = ðw/ðx pode ser interpretada como a taxa de variação de w com 
relacáo a x quando y e z sáo mantidos fixos. Entretanto, náo podemos interpretá-la geome- 
tricamente porque o gráfico de f pertence ao espaço de dimensão quatro. 

Em geral, se и é uma função de n variáveis, и = f (xi, X2, . . . , Xn), sua derivada parcial 
em relação à i-ésima variável x; é 


ди e IET EL Mit; TERI TEES 
= lim 
OX; h—0 h 
e podemos também escrever 
ди of 
=-——=/ 5 fi = Dif 
0X; Ox; 


ELA Determine fi, f, e f. se f (x, y, z) = en z. 


SOLUÇÃO Mantendo y e z constantes e derivando em relação a x, temos 


А. ye?lnz 


Da mesma forma, f = xe” In z e 
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Alguns sistemas de computação algébrica 
podem traçar superfícies definidas por 
equações implícitas com três variáveis. A 
Figura 6 mostra o desenho da superfície 
definida implicitamente pela equação do 
Exemplo 4. 


é 


y 


FIGURA 6 
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A Figura 7 mostra o gráfico da função f do 
Exemplo 6 e os gráficos de suas derivadas 
parciais de primeira e segunda ordens para 
—2 < x <2, —2 < y < 2. Observe que esses 
gráficos sáo consistentes com nossas 
interpretações de f. e f, como inclinações das 
linhas das tangentes para os cortes do gráfico 
de f. Por exemplo, o gráfico de f decresce se 
começarmos em (0, —2) e nos movemos na 
direcáo x positiva. Isso é refletido nos valores 
negativos de fi. Você deveria comparar os 
gráficos de } e fw com f, para ver as relações. 


FIGURA 7 


ШЕШ Derivadas de Ordem Superior 


Se f é uma função de duas variáveis, suas derivadas parciais f; e fp são funções de duas variá- 
veis, de modo que podemos considerar novamente suas derivadas parciais (fo: (А), (Ух 
e (5), chamadas derivadas parciais de segunda ordem de f. Se z = f (x, y), usamos а 
seguinte notação: 


(Bem fs fim E (2) -4-4 
Fh = fo = fa = (2) E A i 22. 
15): = 41 = fa = E (2) E m E Le 


Portanto, a notação fi, (ou 0%/0y dx) significa que primeiro derivamos com relação a x e 
depois em relação a y, ao passo que no cálculo de f a ordem é invertida. 


ӘХӘТ Determine as derivadas parciais de 
Јо, y) = x! + xy - 2y 


SOLUÇÃO No Exemplo 1, descobrimos que 


f, y) = 332 + 2xy* fx, y) = 32у? — dy 


Portanto, 
9 2 3 3 д 2 3 2 
fa o (3x? + 2xy?) = 6x + 2y fo = (3х? + 2ху?) = бху 
дх | ду 
д 2..2 2 д 2.2, 2 
Б» = —— (3х у — 4y) = 6xy fs = Or y — 4y) = 6x^y — 4 mum 


f 
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fx х dh y = fs f y 


Observe que f, = f no Exemplo 6. Isso não é só uma coincidência. As derivadas parciais 
mistas f., e №, São iguais para a maioria das funções que encontramos na prática. O próximo 
teorema, do matemático francês Alexis Clairaut (1713-1765), fornece condições sob as quais 
podemos afirmar que fy = fx- A demonstração é feita no Apêndice Е. 


Clairaut 


Teorema de Clairaut Suponha que f seja definida em uma bola aberta D que contenha 


o ponto (a, b). Se as funções fy e fx forem ambas contínuas em D, então Alexis Clairaut foi uma criahgaiprodigio na 


área da matemática: aos 10 anos leu o texto 
fa, b) = fa, b) de cálculo de l'Hóspital, e aos 13 apresentou 
um artigo sobre geometria na Academia 
Francesa de Ciências. Aos 18 anos, Clairaut 
Derivadas parciais de ordem 3 ou maior também podem ser definidas. Por exemplo, publicou Recherches sur les courbes à double 
courbure, o primeiro tratado sistemático em 
ð of of geometria analítica tridimensional, em que 
few = (55) = = 2 incluiu o cálculo de curvas espaciais. 
ду dy" дх 


e usando o Teorema de Clairaut podemos mostrar que fuy = fx = f; Se essas funções forem 
contínuas. 


dy dx 


ЭХА Calcule f. se f (x, y, z) = sen(3x + yz). 


SOLUÇÃO fe = 3 cos(3x + yz) 
—9 sen(3x + yz) 


Доу = —9z cos(3x + yz) 
Ру = —9 cos(3x + yz) + 9yz sen(3x + yz) = 


g 
] 


ШЕШ Equações Diferenciais Parciais 


As derivadas parciais ocorrem em equações diferenciais parciais que exprimem certas leis 
físicas. Por exemplo, a equação diferencial parcial 


ou ou u 


25625-0 


é denominada equação de Laplace em homenagem a Pierre Laplace (1749-1827). As solu- 
ções dessa equação são chamadas funções harmônicas e são muito importantes no estudo 
de condução de calor, escoamento de fluidos e potencial elétrico. 


Эла Mostre que a função u(x, у) = е* sen y é solução da equação de Laplace. 


SOLUCAO Primeiro calcularemos as derivadas parciais necessárias de segunda ordem: 


их = е* sen y и, = e“ COS y 
Их = е*ѕеп у Uyy = —e'seny 
Assim, Ux + Uyy = e*sen y — e'seny = 0 
Portanto u satisfaz a equação de Laplace. EEE 
A equação da onda 
Su А Su 
at? ax? 


descreve o movimento de uma onda, que pode ser do mar, de som, luminosa ou se movendo 
em uma corda vibrante. Por exemplo, se u(x, t) representa o deslocamento da corda vibran- 
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u(x, t) 


É 


FIGURA 8 


Força do campo magnético da Terra 


Segunda derivada vertical 
do campo magnético 


te de violino no instante t e à distância x de uma das extremidades da corda (como na Figu- 
ra 8), então u(x, t) satisfaz a equação da onda. A constante a depende da densidade da corda 
e da tensão aplicada nela. 


ЗЕ Verifique se a função u(x, f) = sen(x — at) satisfaz a equação de onda. 


SOLUÇÃO и, = cos(x — at) и, = —a cos(x — at) 
их = —sen(x — at) ип = —asen(x — at) = аи, 
Então u satisfaz a equação de onda. = 


As equações diferenciais parciais que envolvem as funções de três variáveis também são 
muito importantes na ciência e na engenharia. A equação tridimensional de Laplace é 


e um lugar em que ocorre é na geofísica. Se u(x, y, z) representa a força do campo magnéti- 
co na posição (x, y, z), então ela satisfaz a Equação 5. A força do campo magnético indica a 
distribuição de minerais ricos em ferro e reflete diferentes tipos de rochas e a localização de 
falhas. A Figura 9 mostra um mapa de contorno do campo magnético da Terra, que foi regis- 
trado de uma aeronave transportando um magnetômetro que voava a 200 m acima da super- 
fície do solo. O mapa de contorno é intensificado pela codificação por cores das regiões entre 
as curvas de nível. 


Mans tesien 


A Figura 10 mostra um mapa de contorno para a derivada parcial de segunda ordem de u na 
direção vertical, ou seja, uz. Verifica-se que os valores das derivadas parciais их € Uyy São 
mensurados de maneira relativamente fácil a partir de um mapa do campo magnético. Então 
os valores de u.. podem ser calculados a partir da equação de Laplace [5]. 


Mara Tesien 


ШШШ A Função de Produção de Cobb-Douglas 


No Exemplo 3 da Seção 14.1 descrevemos o trabalho de Cobb e Douglas na modelagem da 
produção total P de um sistema econômico como função da quantidade de trabalho L e do 
capital investido K. Usaremos agora as derivadas parciais para mostrar como a forma parti- 
cular desse modelo deriva de certas hipóteses que eles fizeram sobre a economia. 

Se a função de produção é denotada por Р = P(L, К), a derivada parcial 9P/9L é a taxa 
de variação da produção em relação à quantidade de trabalho. Os economistas chamam isso 
de produção marginal em relação ao trabalho, ou produtividade marginal do trabalho. Da 
mesma forma, a derivada parcial 9P/9K é a taxa de variação da produção em relação ao capi- 
tal investido, e é denominada produtividade marginal do capital. Nesses termos, as hipó- 
teses feitas por Cobb e Douglas podem ser enunciadas da seguinte forma: 

(1) Se ou o trabalho ou o capital se anulam, o mesmo acontece com a produção. 


(ii) A produtividade marginal do trabalho é proporcional à quantidade de produção por uni- 
dade de trabalho. 


(iii) A produtividade marginal do capital é proporcional à quantidade de produção por uni- 
dade de capital. 


Como a produção por unidade de trabalho é P/L, a hipótese (ii) diz 


ӘР _ Р 


= а 
oL L 


рага alguma constante a. Se mantivermos К constante (К = Ко), então essa equação dife- 
rencial parcial se transforma na equação diferencial ordinária: 


[6] dP P 

олш: 

dL L 
Se resolvermos essa equação diferencial separável pelos métodos da Seção 9.3 (veja também 
o Exercício 85), obteremos 


7 P(L, Ko) = С.(Ко)г“ 


Observe que escrevemos a constante C, como função de Ko porque ela pode depender do 
valor de Ко. 
Analogamente, a hipótese (iii) diz que 


ӘР Р 


эк Вк 


e podemos resolver essa equação diferencial obtendo 
8 P(Lo, K) = CX(Lo)K? 


Comparando as Equações 7 e 8, temos 
9 P(L, К) = ЫК 


onde b é uma constante independente de L e К. A hipótese (i) mostra que a > 0 e В > 0. 
Observe que, pela Equação 9, se o trabalho e o capital são ambos aumentados por um fator 
m, temos 


P(mL, mk) = b(mL)*(mK)? = m"*PbI^K? = m**PP(L, К) 


Sea + B = 1, então P(mL, mK) = mP(L, К), o que significa que a produção também é 
aumentada pelo fator m. Essa é a razão pela qual Cobb e Douglas supuseram que о + В = 1, 
portanto, 


P(L, К) = ЫК! 
Essa é a função de produção de Cobb-Douglas, discutida na Seção 14.1. 
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Eg Exercícios 


1. А temperatura T (em ºC)de uma localidade do Hemisfério Norte 
depende da longitude x, da latitude y e do tempo t, de modo que 
podemos escrever Т = f (x, y, t). Vamos medir o tempo em horas 
a partir do início de janeiro. 

(a) Qual o significado das derivadas parciais 07/dx, ӘТ/ду e 
97/01? 

(b) Honolulu tem longitude de 158° W e latitude de 21° N. Su- 
ponha que às 9 horas em 1? de janeiro esteja ventando para 
noroeste uma brisa quente, de forma que a Oeste e a Sul o ar 
esteja quente e a Norte e Leste o ar esteja mais frio. Vocé es- 
peraria que f (158, 21, 9), f (158, 21, 9) e f, (158, 21, 9) fos- 
sem positivos ou negativos? Explique. 


2. Noinício desta seção discutimos a função / = f (T, Н), onde Гега 
o humidex; T, a temperatura; e H, a umidade relativa. Utilize a 
Tabela 1 para estimar fr (34, 75) e fu (34, 75). Quais são as in- 
terpretações práticas desses valores? 


3. O índice de sensação térmica W é a temperatura sentida quando 
a temperatura real é T e a velocidade do vento, v. Portanto, po- 
demos escrever W = f(T, v). A tabela de valores a seguir foi ex- 
traída da Tabela 1 da Seção 14.1. 


Velocidade do vento (km/h) 


o [E eno o o o 
E 10 18 | —20 | —21 33 | -23 |—23 
B|-i | -24 |-:6 | -27 | -29 | -30 | -30 
1 20 |-30 | 33 | -34 | -35 | -36 | -37 
E | —25 37 39 41 42 43 44 


(a) Estime os valores de fr (— 15, 30) e }„(— 15, 30). Quais são as 
interpretações práticas desses valores? 
(b) Em geral, o que se pode dizer sobre o sinal de 90W/oT e 


ðW/ðv? 
(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite? 
. aW 
lim — 
v» др 


4. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do 
vento v e do tempo г durante o qual o vento se manteve naquela 
intensidade. Os valores da função h = f (v, t) são apresentados 
na seguinte tabela. 


Duração (horas) 


t 5 10 15 20 30 40 50 


20 0.6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 


30 1,2 1,3 1,5 1,5 1,5 1,6 1,6 


40 1,5 2,2 2,4 2,5 2,7 2,8 2,8 


60 2,8 4,0 4,9 52 9:9 5,8 5,9 


80 4,3 6,4 77 8,6 9,5 | 10,1 | 102 


Velocidade do vento (km/h) 


100 5,8 89 | 110 | 122 | 138 | 147 | 153 


120 74 | 11,3 | 144 | 166 | 190 | 20,5 | 21,1 


2 É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


(a) Qual o significado das derivadas parciais ðh/ðv e ðh/ðt? 

(b) Estime os valores de f,(80, 15) e f(80, 15). Quais são as in- 
terpretações práticas desses valores? 

(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite? 


5-8 Determine os sinais das derivadas parciais da função f cujo grá- 
fico está mostrado. 


5. (а)/41,2) (b) AA, 2) 

6. (а) А(—1, 2) (b) C7 1, 2) 

7. (a)f«C-1,2) (b) (71, 2) 

8. (3.01.2) (b) (71, 2) 

9. As seguintes superfícies, rotuladas a, b e c, são gráficos de uma 


função f e de suas derivadas parciais f; e fy. Identifique cada su- 
perfície e dé razóes para sua escolha. 


É necessário usar um sistema de computação algébrica 


10. Um mapa de contorno de uma função f é apresentado. Utilize- 


11. 


12. 


-o para estimar f(2, 1) e f, (2, 1). 


CV) J 


=4 3 7 
AAA 
CE 
li 
MAIS 
Sef (x, у) = 16 — 4x?— y?, determine f. (1, 2) e f. (1, 2) e inter- 


prete esses números como inclinações. Ilustre ou com um es- 
boço à mão ou utilizando o computador. 


Se f(x, y) = J4 — x? — 4y?, determine f(1, 0) e (1, 0) e in- 
terprete esses números como inclinações. Ilustre ou com um es- 
boço à mão ou utilizando o computador. 


= Y 


13-14 Determine f e fy e faça os gráficos f, fx e f, com domínios e 
pontos de vista que Ihe permitam ver a relacáo entre eles. 


13. 


Ро, y) = xy 14. Р(х, у) = 


1 + xy 


15-40 Determine as derivadas parciais de primeira ordem da função. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


21. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Ро, y) = у? — Зху 16. f(x, у) = x! y! + &y 
f(x, f) = e^'cos mx 18. fœ, N = xx dnt 
z = (2х + 3y)” 20. z = tg xy 
Рау) => 2 роу) = — 
y (х + у)? 
Роу) = ЖЕУ A. v= É 
сх + dy и + 0? 
g (и, v) = (ио — v» 26. f(x, t) = arctg(x 1) 
ш = sena cos В 28. f(x, y) = х 
F(x, y) = f; cos (e) dt 30. F (o, B) = [^N * 1dt 


ЈО, у, z) =x — 50у 32. f(x, у, z) = х sen(y — z) 


w = ln(x + 2y + 32) 34. w = се“ 


и = xy sen (yz) 36. и = х 


h(x, у, z, t) = xy cos(z /t) 
ax + Ву? 


yz + ôy? 


p, У, 2, 1) = 


u Vx ++: +a 


и = sen(x + 2x2 +: ++ + пх) 


41-44 Determine as derivadas parciais indicadas. 


4. РО, у) = (х + yx Fy); (3, 4) 

42. f(x,y) = arctg(y/x); А0, 3) 

4. fœ yz) = ———; 0,11 
xtyctz 


44. f(x, y, 2) = V/sen?x + sen?y + sen?z; 


А0, 0, т/4) 


45-46 Use a definição de derivadas parciais como limites |4 
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para 


encontrar f(x, y) e f(x, y). 


45. 


X 


foy) = ху? = ху 46. f(x,y) = 


x+ y? 


41-50 Use a derivação implícita para encontrar д:/дх e oz/oy. 


47. 
49. 


xX + 2у + 322 = 48. Ó— у + 22-22=4 


€ = хус 50. yz +х пу = 2 


51-52 Determine д:/дх e dz/0y. 


51. 
52. 


(a) z — f (x) + 90) 


(a) z = f 60g) 
(c) z = f Guy) 


(b) z — f(x + y) 
(b) = f (y) 


53-58 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem. 


53. 


55. 


57. 


Р(х, у) = ху? + 2x'ly 54. f(x, y) = ѕеп(тх + пу) 


x 
ш = yu? + v? 56. v = У 
ху 
z = arctg #7 58. v = е“ 
]—x 


59-62 Verifique se a conclusáo do Teorema de Clairaut é válida, isto 
É, иу = иу. 


59. 
61. 


и = xy? — у* 60. и = e?sen y 


и = cos (х2у) 62. и = In(x + 2y) 


63-70 Determine a(s) derivada(s) parcial(is) indicada(s). 


63. fG y) = xy — Xy fus fox 
64. f(x y) = sen2x + 5у); fiw 
65. fO yz) = e^ for 
66. g(r, s, t) = e'sen(st); rst 
67 9 sen @ 28 
. u = е" sen 0; 
дг? 90 
9'z 
68. z—uyv-—w; 
ди dv ðw 
x a w ЫЛ, 
69. E А 5 
у + 22 д2дудх  Ox^oy 
70. а ‚Бос Lu 
p= GA 
X75 ray oz 
7A. Sef(x, у, z) = xy?2? + arcsen (x 2), determine fy. [Dica: Qual 
ordem de diferenciação é a mais fácil?] 
12. Seg(x, y, 2) = VI xz d xy, determine gy. [Dica: Use 
uma ordem de diferenciação diferente para cada termo.] 
73. Use a tabela de valores de f(x, y) para estimar os valores de 


FG, 2), f 3, 2,2) e f, (3, 2). 


DM 1,8 2,0 22 
25 12,5 10,2 9,3 
3,0 18,1 17,5 15,9 
35 20,0 22,4 26,1 
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74. 


15. 


16. 


11. 


18. 


19. 


81. 


82. 


83. 
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As curvas de nível são mostradas para uma função f. Determine 
se as seguintes derivadas parciais são positivas ou negativas no 
ponto P. 
(a) f. 

(d) fo 


(b) f, 
(e) fs 


(c) fa 


JON 


Verifique se a função и = е7 sen kx é solução da equação de 
condução do calor и, —o?u. 

Determine se cada uma das seguintes funções é solução da equa- 
ção de Laplace u + и = 0. 
(а)и =x + y 

(c) и = х?+ 3xy? 


(Б) и = 2 - у? 

(d) и = In Мх + y? 
(е) и = sen х cosh у + cos x senh y 

(£) u = e*cosy — e cos х 


Verifique se a função uu = 1/y/x? + y? + z? é uma solução 
da equação de Laplace tridimensional um + и + Uz = 0. 


Mostre que cada uma das seguintes funções é uma solução da 
equação da onda и, = Aux. 

(a) u = sen(kx) sen(akt) 

(b) и = ta? — x?) 

(c) u = (x — atf + (x + at 

at) + In(x + at) 


(d) и = sen(x 


Se fe g são funções duas vezes diferenciáveis de uma única va- 
riável, mostre que a função 


u(x, t) = f (x + at) + g(x — at) 
é solucáo da equacáo de onda dada no Exercício 78. 
Seu = e^itextt9 onde af + a2 ct +++ c a2 = 1, mos- 
tre que 
Fu Әди Fu 
ы 
дхї дх5 OX; 


Verifique que a função z = In(e*+ e”) é uma solução das equa- 
ções diferenciais 
д2 dz 
дх ду 


oz 92z dz V 

ox? ду? Әх ду 
А temperatura em um ponto (х, y) de uma chapa de metal ё dada 
por T(x, у) = 60/(1 + x? + y?), onde T é medido em °C e x, y em 


metros. Determine a taxa de variação da temperatura no ponto 
(2, 1) em (a) a direção x e (b) a direção y. 


ex 


A resisténcia total R produzida por trés condutores com resis- 
téncia Ri, № e Rs conectados em paralelo em um circuito elé- 
trico é dada pela fórmula 


Determine 9R/9R.. 


84. 


85. 


87. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


Mostre que a função produção de Cobb-Douglas P = bL^KP sa- 
tisfaz a equação 
ðP ðP 
ðL дК 


(а + B)P 


Mostre que а função produção de Cobb-Douglas satisfaz 
P(L, Ko) = Ci(Ko)L* resolvendo a equação diferencial 
dP Р 
dL ^L 
(Veja a Equação 6.) 
Cobb e Douglas usaram a equação P(L, K) = 1,01L 95 Kº% para 
o modelo de economia norte-americana de 1899 a 1922, onde L 
é a quantidade de trabalho e K, a quantidade de capital. (Veja o 
Exemplo 3 na Secáo 14.1.) 
(a) Calcule P; e Py. 
(b) Encontre a produtividade marginal de trabalho e a produti- 
vidade marginal de capital no ano de 1920, quando L — 194 
e K = 407 (em comparação com os valores atribuídos 
L = 100 e К = 100 em 1899). Interprete os resultados. 
(c) No ano de 1920, o que trouxe mais benefícios para a produ- 
ção: um aumento no capital de investimento ou um aumento 
nos gastos com máo de obra? 


A equação de van der Waals para n mols de um gás é 


, ma 
P + Sa КУ — nb) = nRT 


onde P é a pressão, V é o volume e T é a temperatura do gás. A 
constante R é a constante universal de gás e a e b são constantes 
positivas que são características de um gás em particular. Calcule 
9T/9P e 9P/9V. 


A lei dos gases para uma massa fixa m de um gás ideal à tem- 
peratura absoluta T, pressão P e volume V é PV = mRT, onde R 
é a constante do gás. Mostre que 


ӘР ду ӘТ — 


IV ӘТ OP — 


Para o gás ideal do Exercício 88, mostre que 


O índice de sensação térmica é modelado pela função 
W = 13,12 + 0,6215T — 11,370%6 + 0,3965 Tv?16 


onde T é a temperatura (ºC) e v, a velocidade do vento (km/h). 
Quando T = —15 °С е v = 30 km/h, quanto você espera que a 
temperatura aparente W caia se a temperatura real decrescer em 
1?C? E se a velocidade do vento aumentar em 1 km/h? 


A energia cinética de um corpo com massa m e velocidade v é 
1 
К = 5 mv’. Mostre que 
К K _ 
дт дь? 


Se a, be c são os lados de um triángulo e A, B e C são os ángu- 
los opostos, determine дА/да, дА/дЬ e дА/дс pela derivação im- 
plícita da Lei dos Cossenos. 


Disseram-lhe que existe uma função f cujas derivadas parciais são 
fi, y) = x + 4y e fix, y) = Зх — у. Você deve acreditar nisso? 
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М 94. O paraboloide z = 6 — x — x? — 2y? intercepta o plano x = 1 em 98. (a) Quantas derivadas parciais de n-ésima ordem tém uma fun- 
uma parábola. Determine as equagóes paramétricas para a reta ção de duas variáveis? 
tangente a essa parábola no ponto (1, 2, —4). Use um computa- (b) Se essas derivadas parciais forem contínuas, quantas delas 
dor para fazer o gráfico do paraboloide, da parábola e da reta podem ser distintas? 
tangente em uma mesma tela. (c) Responda a parte (a) da questão para uma função de trés va- 
riáveis. 


95. O elipsoide 4x? + 2y? + z? = 16 intercepta o plano y = 2 em 
uma elipse. Determine as equações paramétricas da reta tangente 
a essa elipse no ponto (1, 2, 2). 


99. (a)Sef (x, у) = x? + y?) gestó, determine f(1, 0). 
[Dica: Em vez de determinar f(x, y) primeiro, observe que é 
mais fácil utilizar a Equação 1 ou a Equação 2.] 

100. (a) Se f(x,y) = Vx? + y?, determine f(0, 0). 


96. No estudo de penetração do congelamento descobriu-se que a 
temperatura Т no instante t (medido em dias) a uma profundi- 


dade x (medida em metros) pode ser modelada pela função 101. (а). Seja 
T(x, t) = To + Tie?" sen(wt — Ах) a = 2A se (х,у) # (0, 0) 

onde w = 27/365 e À é uma constante positiva. fy) = хну 
(a) Determine 97/9x. Qual seu significado físico? 0 se (x, y) = (0,0) 
(b) Determine 07/01. Qual seu significado físico? VH (a) Use um computador para traçar o gráfico de f. 
(c) Mostre que T satisfaz a equação do calor Т, = КТ,; para uma (b) Determine f(x, y) e f(x, y) quando (x, y) # (0, 0). 

certa constante К. (c) Determine f(0, 0) e (0, 0) usando as Equações 2 e 3. 

Ем (d) Se À = 0,2, To = Ое Tı = 10, use um computador рага tra- (d) Mostre que f.(0,0) = —1 e fx(0, 0) = 1. 

car o gráfico de T(x, 1). SCA (e) O resultado da parte (d) contradiz o Teorema de Clairaut? 

(e) Qual é o significado físico do termo —Ax na expressão Use os gráficos de f., e fx para ilustrar sua resposta. 


sen(wt — Ax)? 


97. Utilize o Teorema de Clairaut para mostrar que, se as derivadas 
parciais de terceira ordem de f forem contínuas, então 


№ = Љу = fs 


144 | Planos Tangentes e Aproximações Lineares 


Uma das ideias mais importantes em cálculo de funções com uma única variável é que, à me- 
dida que damos zoom em torno de um ponto no gráfico de uma função diferenciável, esse grá- 
fico vai se tornando indistinguível de sua reta tangente, e podemos aproximar a função por 
uma função linear (veja a Seção 3.10, no Volume I.) Desenvolveremos ideias semelhantes em 
três dimensões. À medida que damos zoom em torno de um ponto na superfície que é o grá- 
fico de uma função diferenciável de duas variáveis, essa superfície parece mais e mais com 
um plano (seu plano tangente) e podemos aproximar a função, nas proximidades do ponto, 
por uma função linear de duas variáveis. Estenderemos também a ideia de diferencial para 
as funções de duas ou mais variáveis. 


ШЕШ Planos Tangentes 


Suponha que uma superfície S tenha a equação z = f(x, y), onde f tenha derivadas parciais con- А 
tínuas de primeira ordem, e seja P(xo, уо, zo) um ponto ет 5. Como na seção anterior, sejam 
C; e C; as curvas obtidas pela intersecção dos planos verticais y = yo e x = xo com a superfí- 
cie 5. Então o ponto P fica em C; e С. Sejam Т e T» as retas tangentes à curva C, e C; no ponto 
P. Então o plano tangente à superfície S no ponto P é definido como o plano que contém as 
retas da tangente Т, e T, (veja a Figura 1.) 

Veremos na Secáo 14.6 que, se C é outra curva qualquer que esteja contida na superfície 
S e que passe pelo ponto P, então sua reta tangente no ponto P também pertence ao plano tan- 
gente. Portanto, podemos pensar no plano tangente a $ em P como o plano que contém todas 
as retas tangentes a curvas contidas em 5 que passam pelo ponto Р. O plano tangente em P é 
o plano que melhor aproxima a superfície S perto do ponto P. 

Sabemos da Equação 12.5.7 que qualquer plano passando pelo ponto P(xo, yo, zo) tem 
equacáo da forma FIGURA 1 


RU O plano tangente contém 
A(x — xo) + B(y — уо) +C(Z— z) = 0 
( o) O = 0) ( — 20) as retas tangentes T, e T;. 


Dividindo essa equação por C e tomando a = —A/C e b = —B/C, podemos escrevê-la como 
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Observe a semelhança entre a equação do 
plano tangente e a equação da reta tangente 


y — yo = f (хо) — xo) 


O Visual 14.4A mostra uma 
animação das Figuras 2 e 3. 


(a) 


1 Z — zo = а(х — хо) + b(y — yo) 


Se a Equação 1 representa o plano tangente em P, sua intersecção com o plano y = yo pre- 
cisa ser a reta Tı. Impondo у = yo na Equação 1, obtemos 
Zz — zo = а(х — хо) onde y = yo 

e reconhecemos isso como a equação (na forma ponto-inclinação) de uma linha com a incli- 
nação a. Mas a partir da Seção 14.3 sabemos que a inclinação da tangente Т. é fixo, yo). Por- 
tanto, a = (хо, yo). 

Da mesma forma, tomando x = хо na Equação 1, obtemos z — zo = b(y — yo), que pre- 
cisa representar a reta tangente 7» e, portanto, b = f(Xo, yo). 


2| Suponha que f tenha derivadas parciais contínuas. Uma equação do plano tan- 


gente à superfície z = f(x, y) no ponto P(xo, yo, zo) é dada por 


Z — zo = flo yo)(x — xo) + (хо, yo y — yo) 


Determine o plano tangente ao paraboloide elíptico z = 2x? + y? no ponto 
(1, 1, 3). 
SOLUÇÃO Seja f(x,y) = 2x? + y?. Então 

Аб, y) d 4x Fx, y) ж 2у 

AL, 1) 24 50,1) =2 
Portanto, por |2 | temos a equação do plano tangente em (1, 1, 3) como 

1-3 =4(х— 1) + 2(у— 1) 

ou z=4x+2y-3 EEE 


A Figura 2(a) mostra o paraboloide elíptico e seu plano tangente em (1, 1, 3) que encontra- 
mos no Exemplo 1. Nas partes (b) e (c) damos zoom em direção ao ponto (1, 1, 3) restringindo 
o domínio da função f (x, y) = 2x? + y?. Observe que, quanto mais ampliamos a região próxima 
ao ponto, mais plano parece o gráfico da superfície e mais se parece com o plano tangente. 


(b) (c) 


FIGURA 2 O paraboloide elíptico z = 2x? + y? parece coincidir com o plano tangente quando damos zoom em torno de.(1, 1, 3). 


Na Figura 3 reforcamos essa impressáo dando zoom em torno de (1, 1) no mapa de con- 
torno da função f (x, y) 72x? + y?. Observe que, quanto mais ampliamos, mais as curvas de 
nível parecem retas igualmente espaçadas, o que caracteriza uma região plana. 

12 1,05 


N N 
1,5 12 1,05 


1,5 
FIGURA 3 
Dando zoom em torno 
do ponto (1, 1) no mapa 
de contorno de 
fy)-23Ó84y 0,5 


0,8 0,95 


ШЕШ Aproximacóes Lineares 


No Exemplo 1 descobrimos que uma equação do plano tangente ao gráfico da função 
f(x, y) = 2x? + y? no ponto (1, 1, 3) € z = 4х + 2y — 3. Portanto, em vista da evidência 
visual nas Figuras 2 e 3, a função linear de duas variáveis 

L(x, у) = 4х + 2y — 3 


é uma boa aproximação de f (x, y) quando (x, y) está próximo de (1, 1). A função L é cha- 
mada linearização de f em (1, 1), e a aproximação 


f(x, y) = 4х + 2у – 3 
é denominada aproximação linear ou aproximação pelo plano tangente de f em (1, 1). 
Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproximação linear fornece 
f (01,1, 0,95) = 4(1,1) + 20,95) — 3 = 3,3 


que está bastante próximo do valor verdadeiro de f (1,1, 0,95) = 2(1,1) + (0,95)? = 3,3225. 
Se, entretanto, tomarmos um ponto longe de (1, 1), como (2, 3), náo teremos mais uma boa 
aproximação. De fato, L(2, 3) = 11, ao passo que f (2, 3) = 17. 

Em geral, sabemos de [2] que uma equação do plano tangente ao gráfico de uma função 
f de duas variáveis que tem derivadas parciais contínuas em um ponto (a, b, f (a, b)) é 


z = f (a, b) + fla, bx — a) + fla, DO — b) 


A função linear cujo gráfico é esse plano tangente, a saber, 


3 L(x, y) = f (a, b) + fía, b)(x — a) + fla, by — b) 
é denominada linearização de f em (a, b), e a aproximação 
[4] Ро, у) = f (a, b) + fla, b)(x — a) + fila, by — b) 


é chamada aproximação linear ou aproximação pelo plano tangente de f em (a, b). 

Definimos o plano tangente para as superfícies z = f (x, y), onde f tem derivadas parciais 
de primeira ordem contínuas. O que acontece se f, e f, não são contínuas? A Figura 4 apre- 
senta uma tal função. Sua equação é 


A Ebr 00 


0 se (x, y) = (0, 0) 


Podemos verificar (veja o Exercício 46) que suas derivadas parciais existem na origem e sáo 
f«0, 0) = 0 e (0, 0) = 0, mas f e f, não são contínuas. A aproximação linear seria 
f(x, y) = 0, mas f (x, у) = 5 em todos os pontos na reta y = x. Portanto a função de duas 
variáveis pode comportar-se mal mesmo se ambas as derivadas parciais existirem. Para evi- 
tar esse comportamento, introduzimos a ideia de função diferenciável de duas variáveis. 

Lembremo-nos de que para uma função de uma variável, y = f (x), se x varia de a para 
a + ^ x, definimos o incremento de y como 


Ay —f(a + Ax) —f(a) 


No Capítulo 3, no Volume I, mostramos que, se f é diferenciável em a, então 


5 Ay-—f'(aQ) Ax t 2А х onde e — 0 quando Ax = 0 


Considere agora uma função de duas variáveis, z = f (х, y), e suponha que x varie de a 
para a + Ax e y varie de b para b + ^ y. Então, o incremento correspondente de z é 


6 Az=f(a+tAx,b+ Ay) —f(a,b) 


Portanto, o incremento A z representa a variação de valor de f quando (x, y) varia de (a, b) 
para (a + A x, b + ^ y). Por analogia a |5 |, definimos a diferenciabilidade de uma função de 
duas variáveis como segue. 
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FIGURA 4 


fx, у) = Eos se (x, y) + (0, 0), 
f(0, 0) — 0 


Esta é a Equação 3.4.7. 
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O Teorema 8 está demonstrado no Apéndice F. 


A Figura 5 mostra o gráfico da função f'e sua linearização L по 
Exemplo 2. 


FIGURA 5 


7| Definição Sez = f (x, y), então fé diferenciável em (a, b) se А z puder ser ex- 
presso na forma 


Az = fía, D)A x + fila, DA y + &iN x + e2A y 
onde e, e e, > 0 quando (A x, A y) — (0, 0). 


A Definição 7 diz que uma função diferenciável é aquela para a qual a aproximação linear 


4| é uma boa aproximação quando (x, y) está próximo de (a, b). Em outras palavras, o plano 
tangente aproxima bem o gráfico de f perto do ponto de tangência. 

Algumas vezes é difícil usar a Definição 7 diretamente para verificar a diferenciabilida- 
de da função, mas o próximo teorema nos dá uma condição suficientemente conveniente para 
a diferenciabilidade. 


8 | Teorema Se as derivadas parciais fi e f, existirem perto do ponto (a, b) e forem con- 
tínuas em (a, b), então f é diferenciável em (a, b). 


Mostre que f (x, y) — xe” é diferenciável em (1, 0) e encontre sua linearização 
ali. Em seguida, use a linearização para aproximar f (1,1, —0,1). 
SOLUÇÃO As derivadas parciais são 

f. y) = e? + xye? FG, y) = xev 

40,0) = 1 50,0) = 1 
Tanto f. quanto f, são funções contínuas; portanto, f é diferenciável pelo Teorema 8. A linea- 
rizacáo é dada por 

L(x, y) = f (1,0) + A, Ox — 1) + AA, OO — 0) 
=1+ (х=) + 1:у= х +у 
А aproximação linear correspondente é 
xe" == х + у 

Assim, FA,1, -0,1) = 1,1 — 0,1 = 1 
Compare esse valor com o valor real de f (1,1, —0,1) = 1,1 е7! = 0,98542. EE 


ЗЛЕ No início da Seção 14.3 discutimos o humidex (temperatura aparente) 7 como 


uma função da temperatura real T e da umidade relativa H e fornecemos a seguinte tabela de 
valores: 


Umidade relativa (%) 


H| 40 45 50 55 60 65 70 78 80 


26 28 28 29 31 31 32 33 34 35 


28 31 32 33 34 35 36 37 38 39 
Temperatura 


real | 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43 
CC) 


32 37 38 39 41 42 43 45 46 47 


34 41 42 43 45 47 48 49 51 52 


36 43 45 47 48 50 51 53 54 56 


Determine uma aproximação linear para o humidex 1 = f (T, H) quando T está próximo de 
30°С e Н está próximo de 60%. Use essa estimativa do humidex quando a temperatura esti- 
ver a 31?C e a umidade relativa for 62%. 


SOLUÇÃO Lemos na tabela que f (30, 60) — 38. Na Seção 14.3 usamos os valores tabelados 
para estimar fr(30, 60) = 1,75 e fu(30, 60) = 0,3. Assim, a aproximação linear é 


f(T, Н) = f (30, 60) + f:(30, 60)(T — 30) + fu(30, 60) — 60) 
= 38 + 1,75(T — 30) + 0,3(H — 60) 
Em particular, 
f 1,62) = 38 + 1,75(1) + 0,3(2) = 40,35 
Portanto, quando Т = 31 °C e Н = 62%, o humidex é 
I = 40,4 C E 


HA Diferenciais 

Para uma função de uma única variável, y = f (x), definimos a diferencial dx como uma variá- 
vel independente; ou seja, dx pode valer qualquer número real. A diferencial de y é definida 
como 


[9] dy =f'(x) dx 


(Veja a Seção 3.10.) A Figura 6 mostra as relações entre o incremento Ay e a diferencial dy: 
Ay representa a variação de altura da curva y = f (x) e dy representa a variação de altura da 
reta tangente quando x varia da quantidade dx — Ax. 

Para uma funcáo de duas variáveis, z —f (x, y), definimos as diferenciais dx e dy como 
variáveis independentes; ou seja, podem ter qualquer valor. Entáo a diferencial dz também 
chamada de diferenciacáo total, é definida por 


д2 д2 
10 dz = f(x, y) dx + f(x, y) dy = — dx + — dy 
дх ду 


(Compare сот a Equação 9.) Algumas vezes а notação df é usada no lugar de dz. 
Se tomamos dx = Ax = х — ae dy = Ay = y — b na Equação 10, então a diferencial 
de z é 


dz = fía, bx — а) + fla, by — b) 


E assim, com a notação de diferencial, a aproximação linear |4 | pode ser escrita como 


fœ, у) = f (a, b) + dz 


A Figura 7 é uma correspondente tridimensional da Figura 6 e mostra a interpretacáo geo- 
métrica da diferencial dz e o incremento A z:dz representa a alteração da altura do plano tan- 
gente, ao passo que Az representa a alteracáo da altura da superfície z — f (x, y) quando 
(x, y) varia de (a, b) para (a + Ax, b + Ay). 


(а + Ax, b + Ay, f(a + Ax, bà Ay)) 
superfície z = f(x, y) 


2 » y 
v (a + Ax, b + Ay, 0) 


plano tangente 


FIGURA 7 z — Ја, b) = fa, b)x — a) + fia, by — b) 


(a) Se z = f (x, y) = x? + 3xy — y?, determine a diferencial dz. 
(b) Se x varia de 2 para 2,05 e y varia de 3 a 2,96, compare os valores de Az e dz. 
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0 


reta tangente 


у= f(a) + f'(a)(x — a) 
FIGURA 6 
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No Exemplo 4, dz está próximo de Az porque o plano tan- 
gente é uma boa aproximação da superfície z = 1? + 3xy 
— y? perto do ponto (2, 3, 13). (Veja a Figura 8.) 


FIGURA 8 


SOLUÇÃO 
(a) Da Definição 10 vem 
dz д2 
dz = — dx + — dy = (2x + Зу) dx + (3x — 2y) dy 
дх ду 


(b) Tomando х = 2, ах = Ах = 0,05, у = 3 e dy = Ay = — 0,04, obtemos 
dz = [2(2) + 3(3)]0,05 + [3(2) — 2(3)](—0,04) = 0,65 
О incremento de z ё 
Az = f (2,05, 2,96) — f (2, 3) 

= [0,05 + 3(2,05)(2,96) — (2,96)] — [22 + 32903) — 32] 

= 0,6449 
Observe que Az = dz, mas dz é mais simples de calcular. ЕЕ 
Foram feitas medidas do raio da base e da altura de um cone circular reto e obti- 


vemos 10 cm e 25 cm, respectivamente, com possível erro nessas medidas de, no máximo, 0,1 
cm. Utilize a diferencial para estimar o erro máximo cometido no cálculo do volume do cone. 


SOLUÇÃO O volume V do cone com raio da base г e altura h é У = 1rr?h/3. Logo, a diferen- 
cial de V é 


Como cada erro é de, no máximo, 0,1 cm, temos |Ar| = 0,1, |AA| = 0,1. Para estimarmos 
o maior erro no volume, tomamos o maior erro na mensuração de r e de h; portanto, toma- 
mos dr = 0,1 e dh = 0,1 parar = 10, h = 25. Isso dá 


500 100 
dy = Fa (0,1) + e 


Assim, o erro máximo cometido no cálculo do volume é de cerca de 207 cm? = 63 cm” EM 


(0,1) = 207 


ШЕШ Funções de Três ou Mais Variáveis 


Aproximações lineares, diferenciabilidade e diferenciais podem ser definidas de maneira aná- 
loga para as funções de mais que duas variáveis. Uma função diferenciável é definida por uma 
expressão semelhante àquela da Definição 7. Para essas funções a aproximação linear é 


FO, У, 2) == f (a, b, с) + fía, b, cx БЕ а) + fla, b, с)(у un b) + fía, b, cz m c) 


e a linearização L(x, y, z) é o lado direito dessa expressão. 
Se w = f (x, y, z), então o incremento de w é 


Aw=f(x+Ax,y+Ay,z+ AZ) – f(x,y,z) 


A diferencial dw ё definida em termos das diferenciais dx, dy e dz das variáveis indepen- 
dentes por 


Sg As dimensões de uma caixa retangular são medidas como 75 cm, 60 cm e 40 
cm, e cada medida foi feita com precisáo de 0,2 cm. Use diferenciais para estimar o maior erro 
possível quando calculamos o volume da caixa usando essas medidas. 


SOLUÇÃO Se as dimensões da caixa são x, y e z, seu volume é V = xyz; portanto, 


у 
dV = ах + dy + Я dz = yz dx + xz dy + xy dz 
2 


SCA 
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Foi-nos dado que |Ax| < 0,2, |Ayl < 0,2 e |Az| < 0,2. Para estimarmos o maior erro no 
volume, utilizamos, portanto, dx = 0,2, dy = 0,2 e dz = 0,2 junto com x = 75, y = 60e 


z=40: 


AV = dV = (60)(40)(0,2) + (75)(40)(0,2) + (75)(60)(0,2) = 1980 


Portanto, um erro de apenas 0,2 cm nas medidas de cada dimensão pode nos levar a um erro 
da ordem de 1.980 cm? no cálculo do volume! Isso pode parecer um erro muito grande, mas, 
na verdade, é um erro de apenas cerca de 1% do volume da caixa. 


Exercícios 


1-6 Determine uma equação do plano tangente à superfície no 
ponto especificado. 


1 z=3y%-— 2x +x, (2, -1, -3) 

2. 2= 3(х – 12+ 2(у + 3) +7, (2, —2; 12) 
3. z= уху, (1,1,1) 

4 2 = хе°, (2, 0, 2) 

5. z-—xsen(x + y), (—1, 1, 0) 

6. z-—In(x —2y), (3, 1, 0) 


1-8 Desenhe a superfície e o plano tangente no ponto dado. (Esco- 
Iha o domínio e o ponto de vista de modo a ver tanto a superfície 
quanto o plano tangente.) Em seguida, dé zoom até que a superfície 
e o plano tangente se tornem indistinguíveis. 


7. = xb ху y? (1, 1, 5) 


8. 2 = arctg(xy?), (1, 1, 7/4) 


9-10 Desenhe o gráfico de fe de seu plano tangente no ponto dado. 
(Utilize um sistema de computação algébrica tanto para calcular as 
derivadas parciais quanto para traçar os gráficos da função e de seu 
plano tangente.) Em seguida, dê zoom até que a superfície e o plano 
tangente se tornem indistinguíveis. 


xy sen(x — y) 
Dc-x + у? 


10. f(x у) = e" "(Jx + Vy + уху), (,1,3e ) 


11-16 Explique por que а função é diferenciável no ponto dado. A 
seguir, encontre a linearizagáo L(x, y) da função naquele ponto. 


‚ (1,1,0) 


9. (х,у) = (1,1,0) 


11. РО, y) = 1 + xIn(xy —5), (2,3) 
12. f(x у) = xy, (1, 1) 

13. fs = 7 2,1) 

14. flx, y) = xt ev, (3, 0) 

15. f(x, у) = e^? cos y, Gr, 0) 

16. f(x, y) = y +ѕеп(х /y), (0, 3) 


17-18 Verifique a aproximação linear em (0, 0). 


2x +3 
= 18. Vy+cosx =1+5y 


17. = 
4у +1 


3 + 2х 


12у 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


19. 


21. 


22. 


23 


24. 
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Dado que f é uma função diferenciável f (2, 5) = 6, £(2, 5) = 1 
e f(2, 5) = —1, use uma aproximação linear para estimar 
fQ2, 4,9). 


Determine a aproximação linear da função f (x, y) = 1 — xy cos 
my em (1, 1) e use-a para aproximar o número f(1,02, 0,97). 
Ilustre, traçando o gráfico de f e do plano tangente. 


Determine a aproximação linear da função 
f(x,y,z) = үх? + y? + z? em (3, 2, 6) e use-a para aproxi- 
mar o número 4/(3,02)? + (1,97)? + (5,99)?. 


A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do 
vento v e do tempo f durante o qual o vento se manteve naquela 
intensidade. Os valores da função h = f (v, t) são apresentados 
na seguinte tabela. Use a tabela para determinar uma aproxima- 
cáo linear da funcáo altura da onda quando v está próximo de 
80 km/h e t está próximo de 20 horas. Em seguida, estime a al- 
tura das ondas quando está ventando por 24 horas a 84 km/h. 


Duração (horas) 


E |2 t 5 10 15 20 30 40 50 

É 40 15 22 2,4 25 2,7 2,8 2,8 
5 60 2,8 4,0 4,9 5,2 5,9 5,8 5,9 
E 80 4,3 6,4 727 8,6 9,5 | 10,1 10.2 
i 100 5,8 89 | 11,0 | 122 | 13,8 | 14,7 15.3 
> 120 7,4 11,3 | 144 | 16,6 | 190 | 205 | 21,1 


. Utilize a tabela do Exemplo 3 para encontrar a aproximação li- 
near da fungáo humidex quando a temperatura está próxima de 
32 °С e a umidade relativa do ar é de aproximadamente 65%. 
Estime também o humidex quando a temperatura é de 33 °C e a 
umidade relativa, 63%. 


O índice de sensação térmica W é a temperatura sentida quando 
a temperatura real é T e a velocidade do vento, v. Portanto, po- 
demos escrever W = f(T, v). A tabela de valores a seguir foi ex- 
traída da Tabela 1 da Seção 14.1. Use essa tabela para determinar 
a aproximação linear da função de sensação térmica quando T 
estivera — 15 °С e v estiver próximo de 50 km/h. Estime, a se- 
guir, a sensação térmica quando a temperatura estiver a — 17 °С 
e a velocidade do vento for de 55 km/h. 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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Velocidade do vento (km/h) 


Y 20 30 40 50 60 70 


10 18 20 21 —22 —23 —23 


15 24 26 27 29 30 30 


20 30 33 34 | —35 =36 ||| =37 


Temperatura real (°C) 


25 37 39 41 42 43 44 


25-30 Determine a diferencial da função. 


26. и = x? + Зу? 


28. Т = 


25. z=e "cos 2тї 
27. = pq === 
т=рд 1 + uvw 


29. R = aß? cos À 30. L = хте -° 


31. Sez = 5х2 + у?е (х, y) varia de (1, 2) a (1,05, 2,1), compare os 
valores de А e dz. 


32. Sez = x? — xy + 3ye (x, y) varia de (3, —1) a (2,96, —0,95), 
compare os valores de A z e dz. 


33. O comprimento e a largura de um retángulo foram medidos 
como 30 cm e 24 cm, respectivamente, com um erro de medida 
de, no máximo, 0,1 cm. Utilize as diferenciais para estimar o 
erro máximo cometido no cálculo da área do retángulo. 


34. Use diferenciais para estimar a quantidade de metal em uma lata 
cilíndrica fechada de 10 cm de altura e 4 cm de diámetro se o 
metal das tampas de cima e de baixo possui 0,1 cm de espessura 
e o das laterais tem espessura de 0,05 cm. 


35. Utilize diferenciais para estimar a quantidade de estanho em uma 
lata cilíndrica fechada com 8 cm de diámetro e 12 cm de altura 
se a espessura da folha de estanho for de 0,04 cm. 


36. O índice de sensação térmica é modelado pela função 


W = 13,12 + 0,6215T — 11,37vº18 + 0,3965Tu016 


onde T é a temperatura (em ?C) e v, a velocidade do vento (em 
km/h). A velocidade do vento é medida como 26 km/h, com uma 
possibilidade de erro de +2 km/h, e a temperatura é medida como 
—11 °С, com a possibilidade de erro de +1 °С. Utilize as diferen- 
ciais para estimar o erro máximo cometido no valor calculado de W 
em decorréncia dos erros de medida em T e v. 


37. A tensão T no cordel do ioiô na figura é 
mgR 
2r? + R? 
onde m é a massa do ioió e g é a aceleração pela gravidade. Utilize 
as diferenciais para estimar a variação na tensão se R aumentar de 3 


cm para 3,1 cm e r aumentar de 0,7 cm para 0,8 cm. A tensão 
aumenta ou decresce? 


T= 


TA 


38. A pressão, o volume e a temperatura de um mol de um gás ideal 
estão relacionados pela equação PV = 8,31T, onde P é medida 
em quilopascals, V em litros e T em kelvins. Utilize diferenciais 
para determinar a variação aproximada da pressão se o volume 
aumenta de 12 L para 12,3 L e a temperatura decresce de 310 K 
para 305 K. 


39. Se А éa resistência equivalente de três resistores conectados em 
paralelo, com resistências Ri, R2 e Rs, então 


m 
m 
— 
ps 


Se as resistências são medidas em ohms сото R; = 25 Q, R = 
40 Q e R; = 50 О, com margem de erro de 0,5% em cada uma, 
estime o erro máximo no valor calculado de R. 


40. Quatro números positivos, cada um menor que 50, são arredon- 
dados até a primeira casa decimal e depois multiplicados. Utilize 
diferenciais para estimar o máximo erro possível no cálculo do 
produto que pode resultar do arredondamento. 


41. Um modelo para a área da superfície do corpo humano é dado 
por $ = 72,091w%*2 5975. onde w é o peso (em quilogramas), h 
é a altura (em centímetros) e $ é medida em centímetros qua- 
drados. Se os erros nas medidas de w e h forem no máximo de 
2%, use diferenciais para estimar a porcentagem de erro máxima 
na área da superfície calculada. 


42. Suponha que você precise saber uma equação do plano tangente 
à superfície S no ponto P(2, 1, 3). Você não tem uma equação 
para S, mas sabe que as curvas 


г = (2 + 3,1-1,3 — At + Р) 


ru) = (1 + u?, 2и — 1, 2и + 1) 
ambas estão em S. Encontre uma equação para o plano tangente 


em P. 


43-44 Mostre que a função é diferenciável achando valores de e, e 
єз que satisfaçam à Definição 7. 


43. Р(х,у) = 02+ yl 44. f (х,у) = ху — 5у° 


45. Demonstre que se f é uma função de duas variáveis diferenciá- 
veis em (a, b), então f é contínua em (a, b). 
Dica: Mostre que 


lim f(a * Ax, b + Ay) = (а, b) 


(Ax, Ay)>(0, 0) 
46. (a) A função 
ху 
0) = ру" 
0 se (x, у) = (0, 0) 
foi representada em um gráfico na Figura 4. Mostre que f(O, 0) 
ef; (0, 0) existem, mas f nào é diferenciável em (0, 0). [Dica: Uti- 


lize o resultado do Exercício 45.] 
(b) Explique por que f. e fy não são contínuas em (0, 0). 


se (x, у) # (0, 0) 
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Lembremo-nos de que a Regra da Cadeia para uma função de uma única variável nos dava 
uma regra para derivar uma função composta: se y = f(x) ex = g(t), onde fe g são funções 
diferenciáveis, então y é uma função indiretamente diferenciável de t e 


dy dy dx 
1 dt dx dt 


Para as funções de mais de uma variável, a Regra da Cadeia tem muitas versões, cada 
uma delas fornecendo uma regra de derivação de uma função composta. A primeira versão 
(Teorema 2) lida com o caso onde z = f(x, y) e cada uma das variáveis x e y é, por sua vez, 
uma função de uma variável t. Isso significa que z é indiretamente uma função de t, z = f 
(g(t), h(t)), e a Regra da Cadeia dá uma fórmula para diferenciar z como uma função de t. 
Presumimos que f seja diferenciável (Definição 14.4.7.) Lembremo-nos de que este é o caso 
quando f. e f, são contínuas (Teorema 14.4.8). 


2| ARegra da Cadeia (Caso 1) Suponha que z = f (x, y) seja uma função diferenciável 
de x e y, onde x = g(t) e y = h(t) são funções diferenciáveis de т. Então z é uma fun- 
ção diferenciável de t e 


dz df dx ау 
dt ax dt дуй 


DEMONSTRAÇÃO Uma variação de At em t produz variações de Ax em x e Ay em y. Essas, 
por sua vez, produzem uma variação de Az em z e, da Definição 14.4.7, temos 


д 
Az zd as + E + e Ах + e, Ду 
дх ду 


onde e; — Ое £2 > 0 quando (A x, A y) — (0, 0). [Se as funções є e e, não estão definidas 
em (0, 0), podemos defini-las como 0.] Dividindo ambos os lados desta equação por At, 
temos 

Az of Ax & of Ay Ax Ay 


+ + 
Ar óx At ay Ar Nr А; 


Se fizermos A t — 0, então A x = g(t + At) — g(t) — О porque g é diferenciável e, portanto, 
contínua. Da mesma forma, A y — 0. Isso, por sua vez, implica que e; — 0 e ех — 0, por- 
tanto 


ðf . Ax of . Ay . Ax . Ay 
= lim + lim + (lim 2 lim — + (lim 2 lim —— 
ox 4-0 Af ду Ar0 Af Ar—0 amo Af Ar—0 Ar=0 Af 
Of dx of d d. d 
TA, Ms 
ox dt ду dt dt dt 
of d. of d 
EE + f dy EE 


дх dt ду dt 


Como frequentemente escrevemos д02/дх no lugar de df/9x, podemos reescrever a Regra da 
Cadeia na forma 
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Observe a semelhança com a definição da di- 
ferencial: 


dz dz dx , dz dy 
dt ox dt dy dt 


à az 
dz — dx + Da 
ox dy ^ 


SEIT Sez  x?y + 3xy*, onde x = sen 2t e y = cos t, determine dz/dt quando t = 0 
SOLUÇÃO A Regra da Cadeia fornece 
dz д2 dx д2 dy 
= F 


dt ox dt ðy dt 
= (2xy + 3y*)2 cos 21) + (2 + 12xy?)(—sen 1) 


Não é necessário substituir as expressões por x e y em termos de т. Nós simplesmente obser- 
vamos que quando г = 0, temos x = sen 0 = 0 e y = cos 0 = I. Portanto, 
dz 


Em = (0 + 3)(2 cos 0) + (0 + 0)(—sen 0) = 6 


A derivada no Exemplo 1 pode ser interpretada como a taxa de variação de z com relação a 
YA t quando o ponto (x, y) se move ao longo da curva C com equações paramétricas x = sen 2t, 
(0, 1) y = cos £ (Veja a Figura 1.) Em particular, quando £ = 0, o ponto (x, y) é (0, 1), e dz/dt = 6 
é a taxa de aumento quando nos movemos ao longo da curva C por (0, 1). Se, por exemplo, 
z = T(x, y) = y + 3xy* representar a temperatura no ponto (х, y), então a função composta 
z = T(sen 2t, cos t) representa a temperatura dos pontos da curva C e sua derivada dz/dt cor- 
responde à taxa de variação de temperatura ao longo da curva C. 


=Y 


A pressão em P (em kilopascals), volume V (em litros) e temperatura T (em kel- 
vins) de um mol de um gás ideal relacionam-se pela equação PV = 8,31T. Determine a taxa 
de variação da pressão quando a temperatura é 300 K e está aumentando com a taxa de 0,1 
FIGURA 1 K/s e o volume é 100 L e está aumentando com a taxa de 0,2 L/s. 


A curva x = sen 2f, y = cos t SOLUÇÃO Se f representa o tempo decorrido, medido em segundos, então em um dado ins- 
tante temos T = 300, dT/dt = 0,1, V = 100, dV/dt = 0,2. Como 


T 
Р = 8,31— 
V 
pela Regra da Cadeia 


dP _ ар dT | др dV — 831 dT — 831T dV 
dt OT dt 90V dt V dt V? dt 
o 8,31 8,31(300) 


0,1 
100 (0,1) 100? 


(0,2) = —0,04155 


A pressão está decrescendo com a taxa de 0,042 kPa/s. EEE 


Vamos considerar agora a situação onde z = f(x, y), mas x e y são funções de outras duas 
variáveis s e t: x = g(s, t), у = h(s, t). Então z é indiretamente uma função de s e t e deseja- 
mos determinar д:/д e 02/01. Lembre-se de que para calcular 02/01 mantemos s fixo e calcu- 
lamos a derivada ordinária de z em relação a t. Portanto, aplicando o Teorema 2, obtemos 


dz _ Oz Ox dz ду 
дї дх дї ду дї 


Argumento análogo serve para 02/95, e assim demonstramos a seguinte versão da Regra 
da Cadeia. 
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3| АВедга da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = f(x, y) seja uma função diferenciável 
de x e y, onde x = g(s, t) e y = h(s, t) são funções diferenciáveis de s e t. 


Então 


dz _ Oz Ox dz ду dz _ д7 Ox dz ду 
ðs дх Os ду 95 дї dx Of ду дї 


BEUT Sez = e sen y, onde x = s? e у = 527, determine dz/0s e 02/01. 
SOLUCAO Aplicando o Caso 2 da Regra da Cadeia, obtemos 


dz dz Ox dz ду 
= + = (e* sen y)(t?) + (e* cos y)(2st 
E RE a ( ye) + ( у) (250) 


= Pe” sen(s?r) + 2ste” соѕ(5 20) 


dz _ д7 De nct ду 
dt dx Ot ду Ot 


= (e? sen y)(2st) + (e* cos y)(s?) 


= 2ste” sen(s?t) + 52е“ cos(s?t) = 


O Caso 2 da Regra da Cadeia contém três tipos de variáveis: s e t são variáveis inde- 
pendentes, x e y são chamadas de variáveis intermediárias, e z é a variável dependente. d 
Observe que o Teorema 3 tem um termo para cada variável intermediária e que cada um des- z Vá NS 
ses termos se assemelha à Regra da Cadeia unidimensional da Equação 1. 

Para lembrar a Regra da Cadeia, é útil desenhar o diagrama em árvore da Figura 2. 3» ду y ay 
Desenhamos os ramos da árvore saindo da variável dependente z para as variáveis interme- ds I IE às / IE 
diárias x e y a fim de indicar que z é uma função de x e y. Então desenhamos os ramos sain- s t s t 
do de x e y para as variáveis independentes s e t. Em cada ramo indicamos a derivada parcial 
correspondente. Para determinar 02/05, nós determinamos o produto das derivadas parciais 
ao longo de cada caminho de z a s e somamos esses produtos: 


FIGURA 2 


dz 02 Ox dz ду 
05 dx Os ду Os 


Da mesma forma, para determinar 92/01 usamos os caminhos de z a t. 

Consideremos agora uma situação mais geral, na qual a variável dependente u é uma fun- 
ção de n variáveis intermediárias xi, . . . , Xn, cada uma das quais, por seu turno, é função de 
m variáveis independentes fi, . . . , fm. Observe que existem n termos, um para cada variável 
intermediária. A demonstração é semelhante à do Caso 1. 


[4] A Regra da Cadeia (Versão Geral) Suponha que u seja uma função diferenciável de 
n variáveis xi, X2, . . . , x, onde cada x; é uma função diferenciável de m variáveis 
ti, to,... fm. Então u é uma função deti, to, .. ., tm € 


ди du дХх\ du Ox» du Ox, 
Ot; ðX Ot; 0X> Ot; OX, Ot; 


рага cada i = 1, 2,..., т. 


БЛ Escreva a Regra da Cadeia para о caso onde w = f (x, у, z, t) ex = x(u, v), 


y = y(u, 0), z = z(u, v) e t = t(u, 0). Em 
t 


SOLUÇÃO Aplicamos o Teorema 4 com n = 4 e m = 2. A Figura 3 mostra o diagrama em x y 2 
árvore. Apesar de não termos escrito as derivadas nos ramos, entendemos que se um ramo 7 \ / N y \ / \ 
liga y e u, então a derivada parcial para este ramo é ду/ди. Com a ajuda do diagrama em, ош "ox e A 


árvore, podemos escrever as expressões pedidas: 
FIGURA 3 
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ðw ðw Ox ðw ду ðw Oz ðw ðt 
= + + + 
ðu dx Ou ðy ðu dz ðu dt ðu 


ðw ðw Ox ðw ду ðw Oz ðw Of 
= + + + mm 


до dx до ду до д2 до dt Ov 


DEUDA Seu = x*y + y?£, onde x = rse', y = rs’e™ ez = r?s sen t, determine o valor de 
du/ds quandor = 2, s = 1, t = 0. 


SOLUÇÃO Сот o auxílio do diagrama em árvore da Figura 4, obtemos 


du du OX ди e qu 2u dz 


05 дх Os ду 95 dz Os 
= (Ax?y)(re)) + (x* + 2yz)Qrse^?) + (Зу?г?)(7°веп t) 


и 
| == Quando r = 2,5 = let = 0, temos х = 2, у = 2 e z = 0, portanto 
Pe I 
r s t r s t r 


FIGURA 4 


N = = (642) + (16)(4) + (0)(0) = 192 = 


Sg Se g(s, 0) = f ($— P, ? 52) e fé diferenciável, mostre que g satisfaz a equação 


SOLUÇÃO Seja x = s$?— fe y = Ё – 5°. Então g(s, f) = f (x, y) e a Regra da Cadeia nos for- 


nece 
д of Ox of д д д 
UNA QE LL T EENET 
д5 Ox Os ду д5 дх ду 
д of 0 of д д д 
g LS eR. HO. ET ы ыы 
дї дх дї ду дї дх ду 
Portanto, 


SCENE Sez = f (x, y) tem derivadas parciais de segunda ordem contínuas e x = г + 52е 
у = 2rs, determine (a) д:/дг e (b) 927/97”. 


SOLUÇÃO 
(a) A Regra da Cadeia fornece 


д2 dz Ox dz д д2 dz 
= +22 o E op + (ду) 
dr dx dr dy Or дх ду 


(b) Aplicando a Regra do Produto na expressão da parte (a), obtemos 
д> д dz dz 
[5] -= —| 2r + 25 
дг дг дх д 
dz д [ dz ð [ dz 
=2 + 2r + 28M 5— 
дх dr À dx dr À ду 
Mas, usando a Regra da Cadeia novamente (veja a Figura 5), temos 


ð [дт ð fozYóox | ә [д5 \ ду dz д? 
= + = — (2r) + (25) 
dr À Ox dx NOx J dr dy À ox/ dr дх ду дх 


o [д à [дг\дх o foja д? д? 
“|=— EAE L| or) 
dr À dy dx À dy / dr dy \ 0y / dr дх ду ду 
Colocando essas expressões na Equação 5 e usando a igualdade das derivadas parciais de 
segunda ordem mistas, obtemos 


92z Z 27 92z 27 oz 
cy 29d ar) 2r; 2s + 2s| 2r 25 
ðr ду Ox дх ду ду 
д2 5 oz oz 2 0% 
=2 + dr z + 8rs +48 — EX 
дх д дх ду ду 


ШЕШ Diferenciação Implícita 

A Regra da Cadeia pode ser usada para dar uma descrição mais completa do processo de 
derivação implícita introduzida nas Seções 3.5, no Volume I, e 14.3. Supomos que uma 
equação da forma F(x, y) = O defina y implicitamente como uma função diferenciável de x, 
isto é, y = f(x), onde F(x, f (x)) = O para todo x no domínio de f. Se F é diferenciável, pode- 
mos aplicar o Casa 1 da Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da equação F(x, y) 
= 0 com relação a x. Já que x e y são funções de x, obtemos 


дЕ dx дЕ dy 
+ =0 
дх dx ду dx 


No entanto, dx/dx = 1, então se ӘЁ/ду 4 0 resolvemos para dy/dx e obtemos 


дЕ 
: ау dx _ Б, 
dx дЕ Р, 

ду 


Para deduzir essa equação, presumimos que F(x, у) = O define y implicitamente como fun- 
ção de x. O Teorema da Função Implícita, demonstrado em cálculo avançado, fornece con- 
dições sob as quais essa suposição é válida: Ele afirma que se F é definida em uma bola 
aberta contendo (а, b), onde F(a, b) = 0, Fa, b) = Ое F, е Fy são funções contínuas nessa 
bola, então a equação F(x, y) = O define y como uma função de x perto do ponto (a, b) e a 
derivada dessa função é dada pela Equação 6. 


Determine y' se x? + y? = бху. 
SOLUÇÃO A equação dada pode ser escrita como 

F(x,y) = х + у? – бху = 0 
e, dessa forma, a Equação 6 nos dá 


dy Fo. 3-—6y — x -2y 


dx F, i 3y? — 6x y? = 2x 


Suponha agora que z seja dado implicitamente como uma função z = f (x, y) por uma 
equação da forma F(x, y, z) = 0. Isso significa que F(x, y, f (x, у)) = O para todo (x, y) no 
domínio de f. Se F e f forem diferenciáveis, utilizamos a Regra da Cadeia para derivar a equa- 
ção F(x, y, z) = 0 da seguinte forma: 


oF öx | дЕду  дЕд: _ 
дх дХ ду Ox dz Ox 
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№ 
AN 


FIGURA 5 


A solução do Exemplo 8 deve ser comparada com 
a do Exemplo 2 da Seção 3.5, no Volume |. 
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Mas, Tsi € <= 
Ox дх 
portanto, essa equacáo se torna 
óF  ƏF əz _ 
od дс ðx 


Se 0F/0z * 0, resolvemos para 0z/óx e obtemos a primeira fórmula das Equações 7. A fór- 
mula para д:/ду é obtida de uma maneira semelhante. 


дЕ дЕ 
7 z _ E 92 _ _ ду 
дх дЕ ду 9F 

o de 


Novamente, uma versão do Teorema da Função Implícita estipula condições sob as quais 
nossa suposição é válida: se F é definida dentro de uma esfera contendo (a, b, c), onde 
F(a, b, c) = 0, Еда, b, c) == О е Fx, Fy e Е, são contínuas dentro da esfera, então a equação 
F(x, y, z) = 0 define z como uma função de x e y perto do ponto (a, b, c), e as derivadas par- 
ciais dessa função são dadas por |7 |. 


д д 
NILZA] Determine E e E se? y) zg + бхуг = 1. 
x X 
SOLUÇÃO Seja F(x, y, z) = x? + y? + 2 + 6xyz — 1. Então, das Equações 7, temos 


A solução do Exemplo 9 deve ser 


comparada com a do Exemplo 4 oz _ _ Fe _ Зх? + бут mE x? + 2yz 
na Seção 14.3. 3x F. 322 + бху E 2xy 
д2 Е, Зу? + 6xz у? + 2х2 

= = 732 ST 595 [E] 
ду Е, 32° + бху 2° + 2xy 


Exercícios 


1-6 Use a Regra da Cadeia para achar dz/dt ou dw/dt. 11. z=e'cos6 rest 0— sn 
1 z= +y +y, x=sent,  y-e 12. z=tg(uv), u=2s+3t, v=3s-— 2t 
2 2= соѕ(х + 4у), x=5, у= Ш 13. Sez = f (x, y), onde f é diferenciável, е 
3 z=y1+x?2+y,, х=, y = cost x = g(t) y-h() 
3) = 2 А3) = 7 
4 z-—tgl(yx, x=e, у= 1-е"! 969) (9) 
9'(3) = 5 h'(3) = —4, 
5. w = xe”, х= P, у= 1 1, = 1+2t ХО, 7) = 6 ГА (2, 7) = -$ 
6 ш= ух? + у? + 22, x=sent, y=cost, z=tgt determine dz/dt quando t = 3. 


7-12 Use a Regra da Cadeia para achar д2/05 e 07/01. 14. Seja W(s, т) = F(u(s, t), v(s, £)), onde F, u e v são diferenciáveis, e 


71 2=xy, X = s COS f, y=ssent u(1,0) = 2 951,0) = 3 
-—— "X ЕТИ ul, 0) = —2 v(1,0) = 5 

| : u(1,0) = 6 v(1,0)=4 
9. z=senGcosp, 0=st?, gp=st Fí2,3) = —1 F,2, 3) = 10 
10. z—e 7, x=s/t, y=ts Encontre W,(1, 0) e (1, 0). 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


15. Suponha que f seja uma função diferenciável de x e y, e 
g(u, v) = f (e" + sen 0, e" + cos v). Use a tabela de valores para 
calcular g,(0, 0) e 9,(0, 0). 


f g АЉ 
(0,0) | 3 6 
(2) | 6 3 2 


EN 


16. Suponha que f seja uma função diferenciável de x e y, e 
g(r, s) = f Qr — s, 52 — 4r). Use a tabela de valores do Exercí- 
cio 15 para calcular g,(1, 2) e gx(1, 2). 


17-20 Utilize um diagrama em árvore para escrever a Regra da 
Cadeia para o caso dado. Suponha que todas as funções sejam 
diferenciáveis. 


17. и= (х,у), 


18. R = f (x, y, z, 0), onde x = x(u, 0, ш), у = y(u, 0, ш), 
z = z(u, 0, w), t = Қи, v, ш) 


onde x = x(r, s, t), y = y(r, s, t) 


19. w —f(r,st, onder = r(x, y), 5 = s(x, y), t = t(x, y) 


20. 1 = f (и, v, w), 
w = w(p, q,r, 5) 


onde и = и(р, q, г, s) v = vp, q, т, $), 


21-26 Utilize a Regra da Cadeia para determinar as derivadas раг- 
ciais indicadas. 


Л. z— x) xy, x=u0+u? у= и + ve”; 
dz д2 dz 


——, —, — quandou-2, v=1, w=0 
du Ov ðw 
22. u r? + s, r=y+xcost, s=x+ysent; 
du ди ди 
—, —, — quandox=1, y=2, t=0 
dx ду dt 
23. w=xy+tyztzx, x=rcos0, y=rsen0, z=r0; 
aN dor = 2,0 = 7/2 
EE е uandor = 2, 0 = 
ór' og A т 
2. Р= үи? +02 Fw, u=xe, v-ye, w= e”; 
ðP ӘР 
——, —  quandox=0, у=2 
дх ду 
+ 
25. NL p=u+vw, q-—wv-tuw, r—w-t uv; 
p+r 
IN ӘМ ON 
e” e? am. quandou = 2. v=3, w=4 
u v w 
26. u — xe^, x -àB, у = By, t= y'a; 
gu du pH quando а 1, B=2, y=1 
da OB dy 


21-30 Utilize a Equação 6 para determinar dy/dx. 


21. ycosx=x2+ у? 28. соѕ(ху) = 1 + sen y 


29. tg !(2y) = x+ xy? 30. e&'senx = x + xy 


31-34 Utilize as Equações 7 para determinar 0z/óx e ðz/ðy. 
31. 22+ 2у2 + 372 = 32. *-y+2-22=4 


33. е = xyz 34. ус + ху = 22 


35. 


36. 


37. 


DA 


20 


38. 


39. 


40. 


41. 
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A temperatura em um ponto (x, y) é T(x, y), medida em graus 
Celsius. Um inseto rasteja, de modo que sua posição após t se- 
gundos ё dada por x = NI +t,y = 2 + it, onde x e y sáo me- 
didos em centímetros. A função da temperatura satisfaz 
T,(2, 3) = 4e 7,2, 3) = 3. Quão rápido a temperatura aumenta 
no caminho do inseto depois de trés segundos? 


A produção de trigo W em um determinado ano depende da tem- 
peratura média T e do volume anual das chuvas R. Cientistas es- 
timam que a temperatura média anual está crescendo à taxa de 
0,15 °С/апо e a quantidade anual de chuva está decrescendo à 
taxa de 0,1 cm/ano. Eles também estimam que, no atual nível de 
produção, OW/09T = —2 e 9oW/oR = 8. 

(a) Qual é o significado do sinal dessas derivadas parciais? 

(b) Estime a taxa de variação corrente da produção de trigo 

dWidt. 


A velocidade da propagação do som através do oceano com sa- 
linidade de 35 partes por milhar foi modelada pela equação 


C = 1449,2 + 4,6T — 0,0557? + 0,000297º + 0,016D 


onde C é a velocidade do som (em metros por segundo), T é a 
temperatura (em graus Celsius) e D é a profundidade abaixo do 
nível do mar (em metros). Um mergulhador começa um mergu- 
lho tranquilo nas águas oceânicas, e a profundidade do mergu- 
lho e a temperatura da água ao redor são registradas nos gráficos 
a seguir. Estime a taxa de variação (em relação ao tempo) da ve- 
locidade do som através do oceano experimentada pelo mergu- 
lhador 20 minutos depois do início do mergulho. Quais são as 
unidades? 


> 
10 20 30 40 ! 10 20 30 
(min) 


> 
40 t 
(min) 
O raio de um cone circular reto está aumentando em uma taxa de 
4,6 cm/s enquanto sua altura está decrescendo em uma taxa de 
6,5 cm/s. Em qual taxa o volume do cone está variando quando 
o raio é 300 cm e a altura é 350 cm? 


O comprimento £, a largura w e a altura Л de uma caixa variam 
com o tempo. Em um determinado momento, as dimensóes sáo 
f£=1mew=h=2m,f ew estão aumentando em uma taxa de 
2 m/s enquanto / está decrescendo em uma taxa de 3 m/s. Nesse 
instante, encontre as taxas em que as seguintes quantidades estáo 
variando. 

(a) O volume 

(b) A área da superfície 

(c) O comprimento da diagonal 


A voltagem V em um circuito elétrico simples decresce lenta- 
mente à medida que a pilha se descarrega. A resisténcia R au- 
menta lentamente com o aumento de calor do resistor. Use a Lei 
de Ohm, V = IR, para achar como a corrente / está variando no 
momento em que R = 400 О, 7 = 0,08 A, dV/dt = —0,01 V/s 
e dR/dt = 0,03 O/s. 


A pressão de 1 mol de um gás ideal está aumentando em uma 
taxa de 0,05 kPa/s e a temperatura está aumentando em uma taxa 
de 0,15 K/s. Use a equação no Exemplo 2 para determinar a taxa 
de variação do volume quando a pressão for 20 kPa e a tempe- 
ratura for 320 K. 
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42. 


43. 


M. 
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Um fabricante modelou sua função P da produção anual (o valor 
de toda essa produção em milhões de dólares) como uma função 
Cobb-Douglas 


P(L, К) = 1,47 LºSKOSS 


onde L é o número de horas trabalhadas (em milhares) e K é o 
capital investido (em milhões de dólares). Suponha que quando 
L = 30 e K = 8, a força de trabalho esteja decrescendo em uma 
taxa de 2.000 horas trabalhadas por ano e o capital esteja au- 
mentando em uma taxa de $ 500.000 por ano. Encontre a taxa de 
variação da produção. 


Um lado de um triângulo está aumentando em uma taxa de 
3cm/s e um segundo lado está decrescendo em uma taxa de 2 
cm/s. Se a área do triângulo permanece constante, a que taxa 
varia o ângulo entre os lados quando o primeiro lado tem 20 cm 
de comprimento, o segundo lado tem 30 cm de comprimento e 
o ângulo é 7/6? 


Se um som com frequência f; for produzido por uma fonte se 
movendo ao longo de uma reta com velocidade v, e um obser- 
vador estiver se movendo com velocidade v, ao longo da mesma 
reta a partir da direção oposta, em direção à fonte, então a fre- 
quência do som ouvido pelo observador é 


ns C tU. . 
o C — V, $ 


onde с é a velocidade do som, cerca de 3321/5. (Este é o efeito 
Doppler.) Suponha que, em um dado momento, vocé esteja em 
um trem que se move a 34 m/s e acelera a 1,2 m/s?. Um trem se 
aproxima de vocé da diregáo oposta no outro trilho a 40 m/s, 
acelerando a 1,4 m/s?, e toca seu apito, com frequéncia de 
460 Hz. Neste instante, qual é a frequéncia aparente que vocé 
ouve e quáo rapidamente ela está variando? 


45-48 Suponha que todas as funções dadas sejam diferenciáveis. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Sez = f (x, y), onde x = r cos деу = r sen Ө, (a) determine dz/9r 
e 02/00 e (b) mostre que 


oz V ‚ [oz S oz V ‚ 1 [oz ч 
ox) ay or) | r1 190 
Seu = f (x, y), onde x = е* cos те y = e sen t, mostre que 


Ey ‚ | ди à as 9«Y ‚ [ди А 
dx) ay os) Na 
д2 д2 
Sez = f (x — y), mostre que — + — = 0). 
Ox ду 
Sez = f (x, у), onde x = s + te y = s — t, mostre que 


oz V? dz Oz 
ox ду 05 Ot 


49-54 Suponha que todas as funções dadas tenham derivadas par- 


49. 


ciais de segunda ordem contínuas. 


Mostre que qualquer fungáo da forma 
z —f(x + at) + g(x — at) 
é uma solução da equação de onda 


0% 5 0% 


SE mts 
ot? ox? 


[Dica: Seja u = x + at, v = x — а] 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


Se u = f (x, y), onde x = e'coste y = e” sen f, mostre que 


Sez = f (x, y), onde x = r? + 52, y = 2rs, determine 92z/0r ðs. 
(Compare com o Exemplo 7.) 


Se z = f (х, y), onde x = r cos 0, e у = г sen Ө, determine 
(a) oz/àr, (b) 02/00 e (c) 92z/9r 90. 


Sez = f (x, y), onde x = r cos 0, e y = r sen Ө, mostre que 
22 9^z oz 1 0% 
ox y? or г? 90? 
Suponha que z = f (x, y), onde x = g(s, t) e y = h(s, t). 


1 oz 
r or 


(a) Mostre que 


д> 0d, T д> дх ду, д [ ду \? 
o? ola) дхду ðt or ду? \ ðt 
dz Ox дт oy 


dx ot) ду дг? 


(b) Determine uma fórmula semelhante рага 022/95 дг. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


Uma função f é chamada homogênea de n-ésimo grau se sa- 
tisfaz a equação f (tx, ty) = t'f (x, y) para todo t, onde n é um in- 
teiro positivo e f tem derivadas parciais de segunda ordem 
contínuas. 
(a) Verifique se f (x, y) = x?y + 2xy? + 5y? é homogénea de grau 
3: 

(b) Mostre que, se f é homogênea de grau n, então 

of of | 

х= + у= = nf(x,)) 
дх ду 


[Dica: Utilize а Regra da Cadeia рага derivar f (tx, ѓу) com rela- 
ção a t.] 


Se fé homogênea de grau n, mostre que 


"EM Qf | 9f 
; +2xy ty) = п(п 
дх дх ду ду 


DA y) 


Xx 


Se fé homogênea de grau n, mostre que 
ftx, ty) = р, y) 


Suponha que a equação F(x, y, z) = O defina implicitamente cada 
uma das três variáveis x, y e z como funções das outras duas: 
z = f x, y), y = g(x, z), x = h(y, z). Se F for diferenciável e F,, 
F, e F. forem todas não nulas, mostre que 


A Equação 6 é uma fórmula para a derivada dy/ dx de uma fun- 
ção definida implicitamente por uma equação F (x, y) = 0, sendo 
que F é diferenciável е F, * 0. Comprove que se F tem deriva- 
das contínuas de segunda ordem, então uma fórmula para a se- 
gunda derivada de y é 


dy a ESF, Y ш 2F PF, y T F, ss 
dx? FÊ 
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A Figura 1 mostra um mapa de contorno da função temperatura T(x, y) para a China às 15 
horas em 28 de dezembro de 2004. As curvas de nível, ou isotérmicas, ligam-se às localida- 
des que têm a mesma temperatura. A derivada parcial Т, em um local como Chongqing é a 
taxa de variação da temperatura com relação à distância se nos movermos para o leste a par- 
tir de Chongging; 7, é a taxa de variação da temperatura se nos movermos para o norte. Mas, 
e se quisermos saber a taxa de variação da temperatura quando viajamos para sudoeste ou 
em alguma outra direção? Nesta seção, introduziremos um tipo de derivada, chamada deri- 
vada direcional, que nos permite encontrar a taxa de variação de uma função de duas ou mais 
variáveis em qualquer direção. 


БЕШ Derivadas Direcionais 


Lembremo-nos de que, se z = f (x, y), as derivadas parciais f; e f, são definidas como 


F(xo + h, yo) — fo, yo) 
h 


fro, yo) = lim 


f xo, yo + h) — f(xo. yo) 
h 


e representam as taxas de mudança de z nas direções x e y, ou seja, na direção dos vetores de 
unidade i e j. 

Suponha que queiramos determinar a taxa de variação de z em (xo, yo) na direção de um 
vetor unitário arbitrário и = (a, Б). (Veja a Figura 2.) Para fazê-lo, devemos considerar a 
superfície S com equação z = f (x, y) (gráfico de f) e tomar zo = f (xo, Yo). Então o ponto 
Р(хо, Yo, zo) está em S. O plano vertical que passa por P na direção de и intercepta S em uma 
curva C. (Veja a Figura 3.) A inclinação da reta tangente T a C em P é a taxa de variação de 
z na direção de u. 


Foo, yo) == lim 


FIGURA 3 


Se O(x, y, 2) é outro ponto sobre C e Р’, Q' são as projeções de P, О sobre o plano xy, 
entáo o vetor P'Q' é paralelo a u e, portanto 
— 
P'Q' = hu = (ha, hb) 
para alguma escalar h. Logo, x — xo = ha, y — yo = hb, portanto x = xo + ha, y = yo + hb,e 
Az _ 27290 — f (xo Es ha, yo s hb) — f (Xo, yo) 
h h h 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
Um vetor unitário и = (a, b) = (cos 6, sen 0) 


Visual 14.6A mostra uma animação 
da Figura 3 ao rotacionar u e, portanto T. 
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FIGURA 4 


Se tomarmos o limite quando h — 0, obteremos a taxa de variação de z na direção de u, que 
é chamada derivada direcional de f na diregáo e sentido de u. 


2| Definição A derivada direcionada de f em (xo, yo) na direção do vetor unitário 
u = (a, Б) é 


f(xo + ha, yo + hb) — f(xo, yo) 
h 


D, f(xo, yo) a lim 


se esse limite existir. 


Comparando a Definição 2 com as Equações [1], vemos que, seu = i = (1, 0), então 
Dif = f.eseu = j = (0, 1), então D; f = f,. Em outras palavras, as derivadas parciais de f 
relacionadas a x e y sáo apenas casos especiais da derivada direcional. 


ЗЛИ Use o mapa climático na Figura 1 para estimar o valor da derivada direcional da 
função da em Chongqing na direção Sudoeste. 


SOLUÇÃO O vetor unitário na direção Sudeste é dado por u = —(i + j)/,/2, mas não neces- 
sitaremos dessa expressão. Em vez disso, inicialmente traçamos uma reta que passa por 
Chongging na direção sudeste. (Veja a Figura 4.) 


Aproximamos a derivada direcional D,T pela taxa média da variação da temperatura 
entre os pontos onde essa linha intercepta as isotérmicas T = 5 e T = 10. A temperatura no 
ponto sudoeste de Chongqing é T = 10 °С e a temperatura no ponto nordeste de Chongqing 
é T — 5 ?C. A distáncia entre esses pontos parece ser aproximadamente de 380 km. Portan- 
to a taxa de variação da temperatura na direção sudoeste é 
10-5 5 


— = 0,013 °C/km Em 


Du, Т = = 
380 380 


Quando calculamos a derivada direcional de uma função definida por uma fórmula, 
geralmente usamos o seguinte teorema: 


3| Teorema Se fé uma função diferenciável de x e y, então f tem derivada direcio- 
nal na direção de qualquer vetor u = (a, b) e 


Du f Gc, y) = fx, y)a + fx, y)b 


DEMONSTRAÇÃO Se definirmos uma função g de uma única variável Л por 


g(h) = f (xo + ha, yo + hb) 


então, pela definição de derivada direcional, temos 


1 g'(0) = lim g(h) , gO _ lim f(xo + ha, yo + hb) — f(xo, yo) 


h—0 h 


= Du (хо, yo) 


Por outro lado, podemos escrever g(h) = f (x, y), onde x = xo + ha, y = yo + hb e, pela Regra 
da Cadeia (Teorema 14.5.2), vem 


of dx of dy 
(А) = + = f(x, + f(x, y)b 
gu) = e dh ду dh Аб, y) a + f(x, y) 
Se tomarmos Л = 0, então x = хо, y = Yo, € 
5 g(0) = fixo, yo) a + xo, yo) b 
Comparando as Equações 4 e 5, vemos que 
Du f (xo, yo) = fi(xo, yo) a + fixo, yo) b = 


Se o vetor unitário u faz um ângulo 0 com o eixo x positivo (como na Figura 2), então 
podemos escrever и = (cos Ө, sen Ө) e a fórmula do Teorema 3 fica 


6 Da f(x, y) = fx, y) cos0 + f(x,y) sen0 


BEUA Encontre a derivada direcional D, f (x, y) se 
РО, y) = х — 3xy + Ay? 
eu é o vetor unitário dado pelo ângulo Ө = 7/6. Qual será D, f (1, 2)? 


SOLUCAO A Fórmula 6 dá 


Du f (x, y) = f(x, y) cos e + f(x, y) sen e 


а 
EN 


=! [3/3 x? — 3x + (8 — 343 )y] 


= (3x? — 3y) + (-3x + 89); 


Portanto, 


aN EE 


D.f(1,2) = [3/3 (1? — 30) + (8 — 3/3)0)] 2 


БЕШ O Vetor Gradiente 


Observe no Teorema 3 que a derivada direcional de uma função diferenciável pode ser escri- 
ta como o produto escalar de dois vetores: 


7 Da f (x, y) = fx, y)a + f(x, y)b 
= (f(x, у), f. y) - (а, Б) 
= (f у), Бб, y) а 


O primeiro vetor no produto escalar ocorre náo somente no cómputo da derivada direcional, 
mas também em muitas outras situações. Assim, daremos a ele um nome especial (o gra- 
diente de f) e uma notação especial (grad f ou Vf, que lemos “del f "). 


8| Definição Se fé uma função de duas variáveis x e y, então o gradiente de fé a 
funcáo vetorial Vf definida por 


VfG.) = G3. 56») = 1+ y 
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A derivada direcional D, f (1, 2) no Exemplo 2 
representa a taxa de variação de z na direção 
de u. Isso é a inclinação da reta da tangente 
para a curva de intersecção da superfície 

z = х? — 3xy + Ay! eo plano vertical por 

(1, 2, 0) na direcáo de u mostrado na Figura 5. 


FIGURA 5 
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O vetor gradiente Vf (2, — 1) do Exemplo 4 é 


mostrado na Figura 6 com ponto inicial (2, — 1). 


Também é mostrado o vetor v, que dá a 

direção da derivada direcional. Ambos os 
vetores estão sobrepostos ao mapa de contorno 
do gráfico de f. 


FIGURA 6 


Séf (3) = кеп Hem ento 
Vf (x, y) = Cf. f) = (cos x + ye”, xe”) 
е Vf (0, 1) = (2, 0) = 


Com a notação de vetor gradiente, podemos reescrever a Equação 7 para a derivada dire- 
cional de uma função diferenciável como 


9 Dif (e у) = Vf x,y) u 


Isso expressa a derivada direcional na direção de u como a projeção escalar do vetor gra- 
diente sobre u. 


ZAU Determine a derivada direcional da função f (х, y) = x?y? — 4y no ponto 
(2, — 1) na direção do vetor v = 2i + 5j. 
SOLUÇÃO Primeiramente, vamos calcular o vetor gradiente em (2, — 1): 


Vf, y) = 2i + x5? — 4)j 


Vf, —1) = —4i + 8j 


Observe que v não é um vetor unitário, mas, como |у | = 29, o vetor unitário na direção 
de v é 
у 2... " S a 
u= = i 
| Мэ» y29? 


Portanto, pela Equação 9, temos 


D,f(2, -1) = Vf2, -1):u— (-4i + 8j) ( = isi) 


E 


-4:2+8:5 2 


v29 v29 


ШШШ Funções de Três Variáveis 


Para as funções de três variáveis podemos definir derivadas direcionais de modo semelhan- 
te. Novamente D, f (x, y, z) pode ser interpretado como a taxa de variação da função na dire- 
ção de um vetor unitário u. 


10| Definição A derivada direcionada de fem (хо, yo, zo) na direção do vetor uni- 
tário u = (a, b, c) é 


f (xo + ha, yo + hb, zo + hc) — f(xo, уо, zo) 
h 


Dy f (xo, yo, Zo) = lim 


se esse limite existir. 


Se usarmos a notação vetorial, poderemos escrever tanto a definição (2) quanto a (10) da 
derivada direcional na forma compacta 


f(xo + hu) — f(xo) 
h 


11 Du f(xo) = lim 


onde xo = (xo, yo) se n = 2 e xo = (хо, уо, zo) se n = 3. Isso era esperado, porque a equação 
vetorial da reta que passa por xo na direção do vetor u é dada por x = xo + tu (Equação 
12.5.1), e, portanto, f (xo + hu) representa o valor de fem um ponto dessa reta. 

Se f (x, y, z) for diferenciável eu = (a, b, c), então o mesmo método usado na demons- 
tracáo do Teorema 3 pode ser usado para mostrar que 
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12 Da f Gc, y, z) = fx, y, Da + f(x, у, Db + fx, y, z)c 


Para uma função f de três variáveis, o vetor gradiente, denotado por Vf ou grad f, é 


Vf (y. 2) = GG у, 2), У(Х, у, 2), F, у, 2) 


ou, de modo mais abreviado, 


B Y= ifs fo = 21+ X ey 


Então, como para as funções de duas variáveis, a Fórmula 12 para a derivada direcional pode 
ser reescrita como 


14 Dif у, 2) = Уу (х, у, х) а 


БЛ Se f(x, у, 2) = x sen yz, (a) determine o gradiente de f e (b) determine а deri- 
vada direcional de f em (1, 3, 0) na direção de v — i + 2j — К. 

SOLUCÁO 

(a) O gradiente de f é 


Vf (x, У, ©) = (f(x, y, 2), fx, У, 2), fx, У, 2)) 
= (sen yz, Xz COS yz, Xy COS yz) 
(b) No ponto (1, 3, 0) temos Vf (1, 3, 0) = (0, 0, 3). O vetor unitário na direção de 
v-i-2j-ké 
1. " 2. 1 k 
í - 
Je! do 


Portanto, da Equação 14, vem 


Duf(1,3,0) = Vf(1,3,0) -u 


БЕШ Maximizando a Derivada Direcional 


Suponha que tenhamos uma função f de duas ou três variáveis e consideremos todas as deri- 
vadas direcionais possíveis de f em um ponto determinado. Isso nos dará a taxa de variação 
de fem todas as direções possíveis. Podemos então perguntar: em qual dessas direções f varia 
mais rapidamente e qual a taxa máxima de variação? A resposta a essas perguntas é dada pelo 
seguinte teorema. 


15| Teorema Suponha que f seja uma função diferenciável de duas ou três variáveis. 


O valor máximo da derivada direcional D, f (x) é | Vf (X)| ocorre quando и tem a mesma 
direção do vetor gradiente Vf (x). 


ção visual do Teorema 15. 


DEMONSTRAÇÃO Da Equação 9 ou 14 temos 


Daf = Vf- u = |Vf |lu] cos 0 = |Vf| cos 0 


843 


Visual 14.6B realiza uma confirma- 
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FIGURA 7 


Em (2, 0) a função no Exemplo 6 aumenta mais 
rápido na direção do vetor gradiente 

Vf (2, 0) = (1, 2). Na Figura 7 observe que 
esse vetor parece ser perpendicular à curva de 
nível que passa por (2, 0). A Figura 8 mostra o 
gráfico de fe o vetor gradiente. 


FIGURA 8 


onde Ө é o ângulo entre Vf e u. O valor máximo de cos 0 é 1 e isso ocorre quando Ө = 0. 
Logo, o valor máximo de D, f é |Vf | e ocorre quando 0 = 0, ou seja, quando u tem a mesma 
direção que Vf. EE 


EXEMPLO 6 


(a) Se f (x, y) = xe”, determine a taxa de variação de f no ponto P(2, 0) na direção de P a 
об, 2). 


(b) Em que direção f tem a máxima taxa de variação? Qual é a máxima taxa de variação? 
SOLUÇÃO 
(a) Primeiro calcularemos o vetor gradiente: 


Vf (x, y) = Cs fp = (e, xe) 


Vf (2, 0) = (1,2) 


ТСЕ, E сус 4 3 4 met 
O vetor unitário na direção РО = (—1,5, 2) é u = (= 5, 3 logo a taxa de variação de f na 
direção que vai de P a Q é 


D.fQ,0) = VV2,0:u-7(,2-(- $5 


(b) De acordo com o Teorema 15, f aumenta mais depressa na direção do gradiente 
Vf (2,0) = (1, 2). A taxa máxima de variação é 


УРО, 0)1= К, 21 = N5 = 


Suponha que a temperatura em um ponto (x, y, z) do espaço seja dada por 
T(x, y, z) = 80/(1 + x? + 2y? + 322), onde T é medida em graus Celsius e x, y е z em metros. 
Em que direção no ponto (1, 1, —2) a temperatura aumenta mais rapidamente? Qual é a taxa 
máxima de aumento? 


SOLUÇÃO O gradiente de T é 


VT = i+ j+ k 
дх ду д2 
_ 160х " 320y o 480z 
(1 + x? + 2y? + 372) (1 + x? + 2y? + 32?) J (1 +x + 2y? + 32?) 
160 


= i —2yj — 3zk 
(1 Fr оу + 32) ( T y) zk) 


No ponto (1, 1, —2), o vetor gradiente é 
VTA, 1, -2) = (2i — 2j + 6k) = (—і — 2j + 6k) 


Pelo Teorema 15, a temperatura aumenta mais rapidamente na direção do vetor gradiente 
VT(l, 1, —2) = $ (—i — 2j + 6k) ou, de forma equivalente, na direção de —i — 2j + 6k ou 
o vetor unitário (Ci — 2j + 6 К)/4/41. A taxa máxima de aumento é o módulo do vetor gra- 
diente 


| VT(1, 1, –2)| = 3| -i— 2j + 6k| = i 41 
Portanto, a taxa máxima de aumento da temperatura é 2/41 = 4ºC/m. = 


E Planos Tangente às Superfícies de Nível 


Suponha que $ seja a superfície com a equação F(x, y, z) = К, ou seja, uma superfície de nível 
de uma função F de três variáveis, e seja P(xo, yo, zo) um ponto em S. Seja C qualquer curva 
na superfície S e que passe pelo ponto P. Lembremo-nos da Seção 13.1 que a curva C é des- 
crita por uma função vetorial contínua r(t) = (x(t), y(t), z(2). Seja to o valor do parámetro 


correspondente ao ponto P; ou seja, r(fo) = (хо, yo, zo). Como C pertence a S, qualquer ponto 
(x(t), y(t), z(f)) precisa satisfazer a equação de S, ou seja, 


" FGD, y(0), z(0) = К 


Se x, y e z são funções diferenciáveis de t e F também diferenciável, então podemos usar a 
Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da Equação 16 como segue: 


ðF de _ OP dy OF dE _ 
ox dt ду dt oz dt 


17 


Mas, já que VF = (F4, Fy, F)er'(t) = (x'(0, y'(t), 2 (1)), a Equação 17 pode ser escrita em 
termos de produto notável como 


VF-r(t) 20 


Em particular, quando t = to, temos r(fo) = (xo, yo, zo), e assim 


18 VF (xo, уо, zo) * r'(fo) = 0 


A Equação 18 nos diz que o vetor gradiente em P, V F(xo, yo, zo), é perpendicular ao vetor 
tangente r'(to) a qualquer curva C em S que passe por P. (Veja Figura 9.) Se VF(xo, yo, zo) 
7 0, é natural definir o plano tangente à superfície de nível F(x, y, z) = k em P(xo, yo, zo) 
como o plano que passa por P e tem vetor normal VF(xo, yo, zo). Utilizando a equação geral 
do plano (Equação 12.5.7), podemos escrever a equação do plano tangente como 


19 Foo, yo, Zo)(x — xo) + Fy(Xo, yo, zo)(y — yo) + Fo, Yo, zo)(z — zo) = 0 


A reta normal a S em P é a reta passando através de P e perpendicular ao plano tangen- 
te. A direção da reta normal é, portanto, dada pelo vetor gradiente VF(xo, yo, Zo) e, assim, pela 
Equação 12.5.3, suas equações simétricas são 


20 X — Xo = У yo = 2 — 20 
Е. (хо, уо, zo) Е,(хо, уо, zo) Ехо, Yo, zo) 


No caso especial em que a equação de uma superfície S é da forma z = f (x, y) (ou seja, 
S é o gráfico da função f de duas variáveis), podemos reescrever a equação como 


Р(х, у, х) =, у) 2 =0 
e considerar $ сото uma superfície de nível (сот k = 0) de Е. Então 
F'(Xo, yo, zo) = fi(xo, yo) 
Рубхо, Yo, zo) = fo(Xo, Yo) 
FáXo, yo, zo) = — 1 
de modo que a Equação 19 se torna 
Solo, Yo) — xo) + fio, yo) (y — yo) - (z — z) = 0 


que é equivalente à Equação 14.4.2. Então, nossa nova, mais geral, definição de plano tan- 
gente é consistente com a definição que foi dada no caso especial da Seção 14.4. 


AURA Determine as equações do plano tangente e da reta normal no ponto 
(—2, 1, —3) ao elipsoide 
2 2 


E ub inp Está 
4 wg 


SOLUÇÃO O elipsoide é a superfície de nível (com k = 3) da função 
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FIGURA 9 


VF (Xo, Yo» Zo) 


plano tangente 
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A Figura 10 mostra o elipsoide, o plano 
tangente e a reta normal do Exemplo 8. 


FIGURA 10 


Portanto, temos 


2, 
Fx у, z) = = Fy(x, у, 2) = 2y Ех, y, 2) = — 


Е(-2, 1, 3) = –1 F(=2, 1, -3 = 2 ЕД2, 1, –3) = -i 


4 


Então, da Equação 19, temos que a equação do plano tangente no ponto (—2, 1, —3) é 
—1(х +2)+2(у—1)—(+3)=0 
que pode ser simplificada para 3x — бу + 2z + 18 = 0. 
Pela Equação 20, as equações simétricas da reta normal são 


x+2 y-1 2+3 
-1 2 —$ 


ШШШ Importância do Vetor Gradiente 


Vamos resumir agora as maneiras pelas quais o vetor gradiente é importante. Primeiro, con- 
sideramos uma função f de três variáveis e um ponto P(xo, yo, Zo) em seu domínio. Por um 
lado, sabemos do Teorema 15 que o vetor gradiente Vf (xo, уо, zo) dá a direção de um aumen- 
to mais rápido de f. Por outro, sabemos que Vf (xo, yo, zo) é ortogonal à superfície de nível S 
de f em P. (Consulte a Figura 9.) Essas duas propriedades sáo compatíveis intuitivamente 
porque, quando nos afastamos de P em uma superfície de nível S, o valor da função f não se 
altera. Parece razoável que, se nos movermos em uma direção perpendicular, obteremos o 
maior aumento. 

De maneira semelhante, consideramos uma função f de duas variáveis e um ponto 
P(xo, yo) em seu domínio. Novamente, o vetor gradiente Vf (xo, yo) dá a direção de um aumen- 
to mais rápido de f. Da mesma forma, pelas considerações semelhantes à nossa discussão dos 
planos tangente, pode ser mostrado que Vf (xo, yo) é perpendicular à curva de nível 
f(x, y) = k que passa por P. Mais uma vez, isso é intuitivamente plausível porque os valores 
de f continuam constantes à medida que movemos ao longo da curva. (Veja a Figura 11.) 


in Vf(xo, yo) 


curva de nível 


Кх, у) =k curva de 
> maior 
0 * crescimento 100 
FIGURA 11 FIGURA 12 


Se considerarmos um mapa topográfico de um morro e se f (x, y) representar a altura 
acima do nível do mar do ponto de coordenadas (x, y), entáo a curva de aclive máximo pode 
ser desenhada como na Figura 12, fazendo-a perpendicular a todas as curvas de contorno. 
Esse fenómeno pode ser observado na Figura 12 na Seção 14.1, onde o Lonesome Creek 
segue a curva de declive máximo. 

Os sistemas de computação algébrica têm comandos que traçam alguns vetores gradien- 
tes. Cada vetor gradiente Vf (a, b) é traçado partindo-se do ponto (a, b). A Figura 13 mostra 
esse gráfico (chamado campo de vetor gradiente) para a função f (x, y) = x? — y? sobreim- 
posto a um mapa de contornos de f. Como esperado, os vetores gradientes apontam na dire- 
ção "ladeira acima” e são perpendiculares às curvas de nível. 
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FIGURA 13 


ЕЧ Ехегсісіоѕ 


É dado о mapa de contornos mostrando а pressáo barométrica 
em hectopascais (hPa) na Austrália em 28 de dezembro de 2004. 
Estime o valor da derivada direcional da fungáo pressáo em 
Alice Springs na direção de Adelaide. Quais são as unidades da 


derivada direcional? 


Baseado em dados de Bureau of Meteorology, Commonwealth of Australia. 


юм ————=141 
0 500 1000 1500 
(Distáncia em quilómetros) 


2. O mapa de contorno mostra a temperatura máxima média em 
novembro de 2004 (em °С). Estime o valor da derivada direcio- 
nal da função da temperatura em Dubbo, New South Wales, na 
direção de Sydney. Quais são as unidades? 


Reimpresso com a permissão de Commonwealth of Australia. 


_ FẸ É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


3. Uma tabela de valores do índice de sensação térmica 
W = f (T, v) é dada no Exercício 3 da Seção 14.3. Use-a para es- 
timar o valor de D, f (—20, 30), onde u = (i + j)/42. 


4-6 Determine a derivada direcional de f no ponto dado e na dire- 
ção indicada pelo ángulo 0. 


4 fay -xy-xy, (L1, 0=7/6 
5. Роу) = уе", (04, Ө=2тЗ 
6. f(x,y)=e'cos y, (0, 0), 0 = 711/4 


1-10 

(a) Determine o gradiente de f. 

(b) Calcule o gradiente no ponto P. 

(c) Determine a taxa de variação de f em P na direção do vetor u. 


7. РО, у) = ѕеп(2х + Зу),  P(-64, u-iQ3i-p 
& f(y-yl Р(1,2), а= 1 01 + 5)) 

9 ууу, = хе, P30,2, а= (5 3,3) 

10. f(x,y,z) = ух + уг, P310), а= (9,3,3) 


11-17 Determine a derivada direcional da função no ponto dado na 
direção do vetor v. 


1. fG;y)-eseny (0, т/3),  v=(-6,8) 

12. fx) = тү? (L2, у=@,5) 

13. g(pq)-p'-pq. 0,10), v=i+3j 

14. g(r,s)-tg^(s, (L2, у= 51 + 10j 

15. Р(х, у, 0) = хе + уе + се, (0,0,0), у=(5,1,—2) 
16. f(x,y,z) = yxyz, (3,2,6), v=(-1,-2,2) 


17. h(r,s,t) =1n(3r + 6s + 90), (1, 1,1), v — 4i + 12) + 6k 


1. As Homework Hints estão disponíveis ет www.stewartcalculus.com 
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18. 


19. 


20. 
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Use a figura para estimar D, f (2, 2). 


y 


(2,2) 


Determine a derivada direcional de f(x, y) = yxy em P(2, 8) 
na direção de Q(5, 4). 


Determine a derivada direcional de f(x, y, z) = xy + yz + zx em 
P(1, —1, 3) na direção de O(2, 4, 5). 


21-26 Determine a taxa de variação máxima de f no ponto dado e a 
direção em que isso ocorre. 


21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
21. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Ро, у) = 4уух, (41) 

f (s, t) = te", (0, 2) 

FG у) = ѕеп(ху), — (1,0) 

Роу.) = (х + у),  (1,1,-1) 
fuge. +y? +z, (0,62) 
F(p, q,r) = arcte(pgr), (1, 2,1) 


(a) Mostre que uma função diferenciável f decresce mais rapi- 
damente em x na diregáo oposta à do vetor gradiente, ou seja, 
na diregáo de — Vf (x). 

(b) Utilize o resultado do item (a) para determinar a direção onde 
f(x, y) = y — xy! decresce mais rápido no ponto (2, —3). 


Determine as direções em que a derivada direcional de 
f(x,y) = ye” no ponto (0, 2) tem valor 1. 


Determine todos os pontos nos quais a direção de maior varia- 
ção da função f (x, y) = X + y! 2х — 4у éi + j. 


Próximo a uma boia, a profundidade de um lago com coordena- 
das (x, y) éz = 200 + 0,02x? — 0,001y?, onde x, y, e z são me- 
didos em metros. Um pescador que está em um pequeno barco 
parte do ponto (80, 60) em direção à boia, que está localizada no 
ponto (0, 0). A água sob o barco está ficando mais profunda ou 
mais rasa quando ele começa a se mover? Explique. 


A temperatura Т em uma bola de metal é inversamente propor- 

cional à distância do centro da bola, que tomamos como a ori- 

gem. A temperatura no ponto (1, 2, 2) é de 120º. 

(a) Determine a taxa de variação de T em (1, 2, 2) em direção ao 
ponto (2, 1, 3). 

(b) Mostre que em qualquer ponto da bola a direção de maior 
crescimento na temperatura é dada por um vetor que aponta 
para a origem. 


A temperatura em um ponto (x, y, z) é dada por 
T(x, y, z) = 200e "-2%-9% 


onde T é medido em °С e x, y, z em metros. 

(a) Determine a taxa de variação da temperatura no ponto 
P(2, —1, 2) em direção ao ponto (3, —3, 3). 

(b) Qual é a direção de maior crescimento da temperatura em P? 

(c) Encontre a taxa máxima de crescimento em P. 


Suponha que em uma certa região do espaço o potencial elétrico 

У seja dado рог V(x, y, z) = 5x2 — 3xy + xyz. 

(a) Determine a taxa de variação do potencial em P(3, 4, 5) na 
direção do vetor v = i +j — К. 


(b) Em que direção V varia mais rapidamente em P? 
(c) Qual a taxa máxima de variação em P? 


34. Suponha que vocé esteja subindo uma montanha cuja forma é 


dada pela equação z = 1 000 — 0,005? — 0,01y?, onde x, y e z 

sáo medidos em metros e vocé está em um ponto com coorde- 

nadas (60, 40, 966). O eixo x positivo aponta para o leste e o 

eixo y positivo aponta para o norte. 

(a) Se você andar exatamente para o Sul, começará a subir ou a 
descer? A que taxa? 

(b) Se você caminhar em direção ao Noroeste, começará a subir 
ou a descer? A que taxa? 

(c) Em que direção a inclinação é maior? Qual é a taxa de ele- 
vação nessa direção? Qual é o ângulo que o início desse ca- 
minho faz em relação à horizontal? 


35. Seja fuma função de duas variáveis que tenha derivadas parciais 


contínuas e considere os pontos A(1, 3), B(3, 3), C(1, 7) e 
D(6, 15). A derivada direcional de f em A na direção do vetor 
AB 63,e a derivada direcional em A na direção AC é 26. De- 
termine a derivada direcional de f em A na direção do vetor AD. 


36. Um mapa topográfico de Blue River Pine Provincial Park em 


37. 


38. 


British Columbia é mostrado. Desenhe as curvas da descida mais 
íngreme do ponto A (descendo até o Mud Lake) e do ponto B. 


Mostre que a operação de calcular o gradiente de uma função 
tem a propriedade fornecida. Suponha que u e v sejam funções 
diferenciáveis de x e y e que a, b sejam constantes. 


(a) V(au + bv) = аи + bVv (b) V(uv) =uVWVv + vVu 


u v Vu — u Vo 
(e) (=) v? 


Esboce o vetor gradiente Vf (4, 6) para a função f cujas curvas 
de nível são mostradas. Explique como você escolheu a direção 
e sentido e o comprimento desse vetor. 


(d) Vu" = nu"! Vu 


39. 


40. 


A segunda derivada direcional de f(x, y) é 
De f (x, y) = DulDu f(x, y)] 
Sef (x, y) = х? + 50у +y eus is $), calcule Юм? f (2, 1). 


(a) Seu = (a, b) é uma unidade vetorial e f tem derivadas par- 
ciais de segunda ordem contínuas, mostre que 
Dé = р.а t2f,ab +fyb? 
(b) Determine a derivada direcional de f (x, у) = xe? na direção 
de v = (4,6). 


41-46 Encontre uma equação (a) do plano tangente e (b) da reta nor- 
mal à superfície dada no ponto especificado. 


41. 


42. 


43. 


M. 


45. 


46. 


[x – 2 + (у - I? + (2 -3? = 10, (3, 3, 5) 
y=*-2 (4,7,3) 

хуг = 6, (3,2, 1) 

xy + yz + zx = 5, (1, 2, 1) 

x+y+z2=e%, (0,0,1) 


х + у 0 = 202у202, (1,1,1) 


47-48 Utilize um computador para traçar o gráfico da superfície, do 
plano tangente e da reta normal na mesma tela. Escolha o domínio 
com cuidado para evitar planos verticais estranhos. Escolha o ponto 
de vista de modo que vocé possa ver bem os trés objetos. 


47. xy t yz tzx—-3, (1,1,1) 

48. xyz = 6, (1, 2, 3) 

49. Sef(x, у) = xy, encontre o vetor gradiente Vf (3, 2) e use-o para АУ 
encontrar a reta tangente à curva de nível f (x, y) = 6 no ponto (3, 
2). Esboce a curva de nível, a reta tangente e o vetor gradiente. 

50. Se g(x, y) = x? + y? — 4x, encontre o vetor gradiente Vg(1l, 2) e 
use-o para encontrar a reta tangente à curva de nível g(x, y) = 1 
no ponto (1, 2). Esboce a curva de nível, a reta tangente e o vetor 
gradiente. 

51. Mostre que a equação do plano tangente ao elipsoide 
xla? + у?” + 22/с2 = 1 no ponto (хо, yo, zo) pode ser escrita como 

ХХо А УУо А 220 1 
а? b? с? 

52. Determine a equação do plano tangente ао hiperboloide 
ха? + УЬ? — zc? = 1 em (xo, yo, zo) е expresse-a de forma se- 
melhante à do Exercício 51. 

53. Mostre que a equacáo do plano tangente ao paraboloide elíptico 
zlc = x?la? + УЬ? no ponto (xo, yo, zo) pode ser escrita como 

2xxo , 2yyo 2 + Zo 
a? p c 
54. Em qual ponto do paraboloide y = x? + 22 o plano tangente é pa- 


ralelo ao plano x + 2y + 3z = 1? 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


61. 


62. 


64. 


67. 
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Existem pontos no hiperboloide x? — y? — z? = 1 nos quais o 
plano tangente é paralelo ao plano z = x + y? 


Mostre que o elipsoide 3x? + 2y? + z? = 9 e a esfera 
X + y! 22 — 8x — бу — 8z + 24 = 0 se tangenciam no ponto 
(1, 1, 2). (Isso significa que eles têm um plano tangente comum 
nesse ponto.) 


Mostre que todo plano que é tangente ao cone x? + y? = 2? passa 
pela origem. 


Mostre que toda reta normal à esfera x? + y? + z? = г? passa pelo 
centro da esfera. 


Onde a reta normal à parábola z = x? + y? no ponto (1, 1, 2) in- 
tercepta o paraboloide uma segunda vez? 


Em quais pontos a reta normal que passa pelo ponto (1, 2, 1) no elip- 
soide 4x? + y? + 42 = 12 intercepta a esfera x? + y? + 2 = 102? 


Mostre que a soma das intersecções x, y e z de qualquer plano 
tangente à superfície y Xx Му + м2 = ус é uma constante. 


Mostre que as pirámides cortadas do primeiro octante por qual- 
quer plano tangente à superfície xyz = 1 em pontos do primeiro 
octante tém o mesmo volume. 


Determine as equações paramétricas da reta tangente à curva 
formada pela intersecção do paraboloide z = x? + y? com o elip- 
soide 4x? + y? + z? = 9 no ponto (— 1, 1, 2). 


(a) O plano y + z = 3 intercepta o cilindro x? + y? = 5 em uma 
elipse. Determine as equações paramétricas da reta tangente a 
essa elipse no ponto (1, 2, 1). 

(b) Desenhe o cilindro, o plano e a reta tangente na mesma tela. 


(a) Duas superfícies sáo ditas ortogonais em um ponto de in- 
tersecção se suas normais são perpendiculares nesse ponto. 
Mostre que superfícies com equações F(x, y, z) = 0 e 
G(x, y, z) = 0 são ortogonais no ponto P onde VF # 0e 
VG = 0 se e somente se 

FG; + Бубу + Е.С, = 0 em P 

(b) Use o item (a) para mostrar que as superfícies z? = x? + y? e 
xX? + y + 2= r° são ortogonais em todo ponto de intersec- 
ção. Você pode ver isso sem fazer os cálculos? 


(a) Mostre que a função f(x, y) = V xy é contínua e suas deri- 
vadas parciais f, e f, existem na origem, mas as derivadas di- 
recionais em todas as outras direções não existem. 

(b) Trace o gráfico de f perto da origem e comente como ele con- 
firma o item (a). 


Suponha que as derivadas direcionais de f (х, y) sejam conheci- 
das em um determinado ponto em duas direções não paralelas 
dadas por vetores unitários u e v. É possível determinar Vf nesse 
ponto? Em caso afirmativo, como fazê-lo? 


Mostre que, se z — f (x, y) for diferenciável em xo — (xo, yo), 
então 


li f(x) — f(xo) = Vf(xo) (х — xo) 
im 
X— Xo |х ED Xo | 


0 


[Dica: Use a Definição 14.4.7 diretamente.] 
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(CYA Valores Máximo e Mínimo 


Máximo 
ду absoluto 


Mínimo 
absoluto 


FIGURA 1 


Observe que a conclusáo do Teorema 2 
pode ser enunciada na notação de vetores 
gradientes como Vf (a, b) = 0. 


(1, 3, 4) 
0 
AAA 
2 ш 
FIGURA 2 


2 


z=x+yº-2x—6y+14 


Como vimos no Capítulo 4, no Volume I, um dos principais usos da derivada ordinária é na 
determinação dos valores máximo e mínimo (valores extremos). Nesta seção veremos como 
usar as derivadas parciais para localizar os pontos de máximo e mínimo de uma função de 
duas variáveis. Em particular, no Exemplo 6 veremos como maximizar o volume de uma 
caixa sem tampa se tivermos uma quantidade limitada de cartolina para trabalhar. 

Olhe os picos e vales no gráfico de f mostrado na Figura 1. Existem dois pontos (a, b) nos 
quais f tem um máximo local, ou seja, onde f (a, b) é maior que os valores próximos de 
f(x, y). O maior destes dois valores é o máximo absoluto. Do mesmo modo, f tem dois míni- 
mos locais onde f (a, b) é menor que os valores próximos. O maior destes dois valores é o 
mínimo absoluto. 


1| Definição Uma função de duas variáveis tem um máximo local em (a, b) se 
f(x, y) & f (a, b) quando (x, y) está próximo de (а, b.) [Isso significa que f (x, y) = f (a, b) 
para todos os pontos (x, y) em alguma bola aberta com centro (a, b).] O número 
f (a, b) é chamado valor máximo local. Se f(x, y) = f (a, b) quando (x, y) está próximo 
(a, b), então f tem um mínimo local em (a, b) e f (a, Б) é um valor mínimo local. 


Se as inequações da Definição 1 valerem para todos os pontos (x, y) do domínio de f, 
entáo f tem um máximo absoluto (ou mínimo absoluto) em (a, b). 


[2] Teorema Se f tem um máximo ou mínimo local em (a, b) e as derivadas parciais 
de primeira ordem de f existem nesses pontos, então f(a, b) = 0 e fi(a, b) = 0. 


DEMONSTRAÇÃO Seja g(x) = f (x, Б). Se f tem um máximo (ou mínimo) local em (a, b), então 
g tem um máximo (ou mínimo) local em a, portanto g'(a) — 0 pelo Teorema de Fermat (veja 
o Teorema 4.1.4). Mas g'(a) = fifa, b) (veja a Equação 14.3.1) e, portanto, f(a, b) = 0. Da 
mesma forma, pela aplicação do Teorema de Fermat à função G(y) = f (a, y), obtemos 
fía, b) = 0. mms] 

Se impusermos f(a, b) = 0 e f(a, b) = 0 na equação do plano tangente (Equação 
14.4.2), obteremos z = zo. Assim, a interpretação geométrica do Teorema 2 é que o gráfico 
de f tem um plano tangente em um máximo ou mínimo local, portanto, o plano tangente 
deve ser horizontal. 

Um ponto (a, b) é chamado ponto crítico (ou ponto estacionário) de f se f(a, Б) = Ое 
fla, b) = 0, ou se uma das derivadas parciais não existir. O Teorema 2 diz que se f tem um 
máximo ou mínimo local em (a, b), então (a, b) é um ponto crítico de f. No entanto, como 
no cálculo variável único, nem todos os pontos críticos originam máximos ou mínimos. Em 
um ponto crítico, a função pode ter um máximo local ou um mínimo local, ou ainda nenhum 
dos dois. 


Seja f (x, y) = x? + y? — 2x — бу + 14. Então 
fo) = 2х—2 Лх, у) = 2у— 6 


Essas derivadas parciais são nulas quando x = 1 e y = 3, portanto, o único ponto crítico é 
(1, 3). Completando os quadrados, achamos 


IG) —4 boc 7 DT 0-3? 


Já que (x — 1? = 0 e (y — 3)? = 0, temos f (x, y) = 4 para todos os valores de x e y. Logo, 
FA, 3) = 4 é um mínimo local e, de fato, é o mínimo absoluto de f. Isso pode ser confirma- 
do geometricamente a partir do gráfico de f, que é o paraboloide elíptico com vértice (1, 3, 
4) mostrado na Figura 2. Es 


ЭЛЛИ Determine os valores extremos de f (x, y) = y? — 22. 
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SOLUÇÃO Como fı —2xe f, = 2y, o único ponto crítico é (0, 0). Observe que, para os pon- 
tos sobre o eixo x, temos у = 0, portanto f (x, y) = —12< 0 (se x 0). Entretanto, para os 
pontos sobre o eixo y, temos х = 0, portanto f (x, y) = y? > 0 (se y = 0). Logo, todo disco 
com centro (0, 0) contém pontos onde a função tem valores positivos, assim como pontos 
onde f tem valores negativos. Então, f (0, 0) = O não pode ser um valor extremo de f, por- 
tanto f não tem valor extremo. Ex 


O Exemplo 2 ilustra o fato de que uma função pode não ter nem máximo nem mínimo 
em um ponto crítico. A Figura 3 mostra como isso é possível. O gráfico de f é o paraboloide 
hiperbólico z = y? — x?, que tem plano horizontal tangente (z = 0) na origem. É possível FIGURA 3 
observar que f (0, 0) = O é um máximo na direção do eixo x, mas um mínimo na direção do z- y?— х? 
eixo y. Próximo à origem do gráfico existe o formato de uma sela e, portanto, (0, 0) é cha- 
mado ponto de sela de f. 

Uma montanha tem um formato de sela. Conforme a fotografia da formação geológica 
ilustra, para as pessoas que escalam em uma direção, o ponto de sela é o ponto mais baixo 
na rota, enquanto para aqueles que viajam em uma direção diferente, o ponto de sela é o 
ponto mais alto. 

Precisamos ser capazes de determinar se uma função tem um valor extremo em um ponto 
crítico. O teste a seguir, que será demonstrado no fim desta seção, é análogo ao Teste da 
Segunda Derivada para as funções de uma única variável. 


3| Teste da Segunda Derivada Suponha que as segundas derivadas parciais de f sejam 
contínuas em uma bola aberta com centro em (a, b), e suponha que fa, b) = 0 e f(a, 
b) = 0 [ou seja, (a, b) é um ponto crítico de f ]. Seja 

D = D(a, b) = fa, b) f(a, b) — Lfota, b)P 
(a) Se D > Оер. (а, b) > 0, então f (a, р) é um mínimo local. 
(b) Se D > 0ef.(a, b) < 0, então f (a, Б) é um máximo local. 


Stan Wagon, Macalester College 


(c) Se D « 0, então f (a, b) não é mínimo local nem máximo local. 


OBSERVAÇÃO 1 No caso (c) o ponto (a, b) é chamado ponto de sela de fe o gráfico de f 
cruza seu plano tangente em (а, b). 


OBSERVAÇÃO 2 Se D = О, não dá nenhuma informação: f pode ter um máximo local ou 
mínimo local em (a, b), ou (a, b) pode ser um ponto de sela de f. 


OBSERVAÇÃO 3 Para lembrar a fórmula de D, é útil escrevê-la como um determinante: 


fa fo 
fs Ју 


D = = fo fy — (Fo) 


ЭАК Determine os valores máximos e mínimos locais e os pontos de sela de 
f GG y) = x* t y* — Axy + 1. 


SOLUÇÃO Primeiro localizamos os pontos críticos: 


= 4 — 4 ‚ = 4y? — 4x 
у y y 


xo 
"vi 


Igualando essas derivadas parciais a zero, obtemos as equações 
*=y=0 e y-x-0 
Para resolvé-las, substituímos y = x? da primeira equação na segunda. Isso dá 
0 — x? — x 2 x($ — 1) = x(x* 1)( * 1) = xo? — DG? + DG + 1) 
e existem três raízes reais: x = 0, 1, — 1. Os três pontos críticos são (0, 0), (1, 1) e (—1, —1). 
Agora vamos calcular as segundas derivadas parciais e D(x, y): 
fa = 1222 fy=—4 fy = 12у? 


X 


FIGURA 4 
Ро, y) = fafo — (fo? = 14x y! — 16 2=х* + у'—4ху+1 
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Um mapa de contorno da função f do 
Exemplo 3 é mostrado na Figura 5. As 
curvas de nível perto de (1, 1) e 

(—1, — 1) têm forma oval e indicam que, 
quando nos movemos para longe de (1, 1) 
ou (—1, —1) em qualquer direção, os 
valores de f crescem. As curvas de nível 
perto de (0, 0), por outro lado, parecem 
hipérboles. Elas revelam que, quando nos 
movemos para longe da origem (onde o 
valor de fé 1), os valores de f decrescem 
em algumas direções, mas crescem em 
outras. Portanto, o mapa de contornos 
sugere a presença dos mínimos e do ponto 
de sela que encontramos no Exemplo 3. 


Em Module 14.7, é possível utilizar 
os mapas de contorno para estimar as 
localizações dos pontos críticos 


2,7 


FIGURA 6 


Como D(0, 0) = —16 < 0, segue do caso (c) do Teste da Segunda Derivada que a origem é 
um ponto de sela; ou seja, fnão tem nem máximo local nem mínimo local em (0, 0). Como 
D(1, 1) = 128 > 0 efx1, 1) = 12 > 0, vemos do caso (a) do teste que f (1, 1) = —1 é um 
mínimo local. Da mesma forma, temos D(—1, —1) = 128 > 0efa(—1, —1) = 12 > 0, por- 
tanto f (—1, — 1) = —1 é também um mínimo local. 


O gráfico de f é mostrado na Figura 4. E 


FIGURA 5 


Determine e classifique os pontos críticos da função 
f(x,y) = 10x2y — 502 — Ay! —x* — 2y* 

Determine também o ponto mais alto do gráfico de f. 
SOLUÇÃO As derivadas parciais de primeira ordem são 

fe = 20xy — 10x — 4? f = 100 – 8y — 8y* 
Para acharmos os pontos críticos precisamos resolver as equações 
4 2х(10у — 5 — 2х2) = 0 
5 5x? — 4y — 4у = 0 


Da Equação 4, vemos que 
x=0 ou 10у = 5 = 202 = 0 
No primeiro caso (x = 0), a Equação 5 fica —4y(1 + y?) = 0, assim, у = 0 e temos um 
ponto crítico (0, 0). 
No segundo caso (10у — 5 — 2x? = 0), temos 


[6] 


e, substituindo na Equação 5, temos 25y — 12,5 — 4y — 4y? = 0. Logo, temos de resolver a 
equação cúbica 


7 4y —21y + 12,5 =0 


№ = 5у— 2,5 


Utilizando uma calculadora gráfica ou um computador para traçar o gráfico da função 
g(y) = 4y? — 21у + 12,5 


como na Figura 6, vemos que a Equação 7 tem três raízes reais. Dando zoom podemos achar 
as raízes com quatro casas decimais: 


y = —2,5452 y = 0,6468 y = 1,8984 


(Como alternativa, podemos usar o método de Newton ou um programa para localizar raízes 
para determiná-las.) Da Equação 6, os valores x correspondentes são dados por 


х= +/5y = 2.5 


Se y = —2,5452, então x não tem valor real correspondente. Se y = 0,6468, então 
x = +0,8567. Se y = 1,8984, então x = +2,6442. Assim, temos o total de cinco pontos crí- 
ticos, que são analisados na tabela a seguir. Todos os valores estão arredondados para duas 
casas decimais. 


Ponto crítico Valor de f fa D Conclusões 
(0, 0) 0,00 — 10,00 80,00 máximo local 

(22,64, 1,90) 8,50 —55,93 2.488,72 máximo local 

(+0,86, 0,65) — 1,48 — 5,87 — 187,64 ponto de sela 


As Figuras 7 e 8 mostram o gráfico de f sob dois pontos de vista diferentes, e vemos que 
a superfície se abre para baixo. [Isso pode ser visto da expressão de f (x, y): os termos domi- 
nantes são —x! — 2y* quando |х| e |y| são grandes.] Comparando os valores de f nos máxi- 
mos locais, vemos que o máximo absoluto de f é f (+2,64, 1,90) = 8,50. Em outras palavras, 
os pontos mais altos do gráfico de f são (+2,64, 1,90, 8,50). 


FIGURA 7 


FIGURA 9 


FIGURA 8 


а= у(х = 12+ у? + (+2) 


f = 2(х— 1) — 206 — х — 2y) = 4х + 4y - 14 = 0 


4? = f(x, у) = (x — 1} + y! + (6 — x - 2у) 


Resolvendo as equações 


Л = 2у— 46 — х – 2y) = 4х + 10y - 24 = 0 


БЛ Determine a menor distância entre o ponto (1, 0, —2) e o plano x + 2y + z —4. 


SOLUÇÃO A distância entre um ponto qualquer (x, y, z) e o ponto (1, 0, —2) é 


Mas, se (x, y, z) pertence ao plano x + 2y + z = 4, então z = 4 — x — 2y e assim temos 
d = ү(х = D? + y? + (6 — x — 2y)?. Podemos minimizar d minimizando a expressão 
mais simples 
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Visual 14.7 mostra diversas 


famílias de superfícies. A superfície nas 
Figuras 7 e 8 é um membro de uma dessas 
famílias. 


Os cinco pontos críticos da função f do 
Exemplo 4 estáo destacados em azul no 
mapa de contorno de f na Figura 9. 
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O Exemplo 5 poderia ser resolvido 
utilizando-se vetores. Compare com os 
métodos da Seção 12.5. 


FIGURA 10 


(a) Conjuntos fechados 


os [esr E SE] 
| | 
| | 
| | 


ЧН [eM 
(b) Conjuntos que não são fechados 


FIGURA 11 


achamos que o ünico ponto crítico é (E, 2). Como fu = 4, fy = 4 e f, = 10, temos 
Р(х,у) = fa fy Ф) = 24 > 0efw > 0, portanto, pelo Teste da Segunda Derivada, f tem 
um mínimo local em (2, 2). Intuitivamente podemos ver que esse mínimo local ё, na verda- 
de, um mínimo absoluto, porque precisa haver um ponto no plano dado que esteja mais pró- 


ximo de (1,0, —2). Sex = еу = 3, então 


а= Ма 1 + y + (6 х – 29) = (y + 0) + (Y =: 
A menor distância de (1, 0, —2) ao plano x + 2y + 2 = 46 2/6. EE 


To 

л 

< 
е 


BOLD Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m? de papelão. Deter- 
mine o volume máximo dessa caixa. 


SOLUÇÃO Sejam x, y e z o comprimento, a largura e a altura da caixa (em metros) como mos- 
trado na Figura 10. Então, o volume da caixa é 
V — xyz 
Podemos expressar V como funcáo só de x e y usando o fato de que a área dos quatro lados 
e do fundo da caixa é 
2xz + 2yz + xy = 12 


Isolando z nessa equação, obtemos z = (12 — ху)/[2(х + y)], e V fica 
12-xy _ 12ху—х?у? 


оа ^ 23) 


Calculamos as derivadas parciais: 


ƏV _ y (12 = 2xy — x^) aV. x'(12—2xy у") 
дх 2(x + у)? ду 2(x + у)? 


Se V ё um máximo, então 0V/dx = dV/dy = 0, mas х = 0 ou y = 0 dá V = 0, de modo que 
precisamos resolver as equações 


12 — 2ху =- xX = 0 12 — 2xy -y = 0 


Isso implica que x? = y? e, portanto, x = y. (Observe que ambos devem ser positivos neste 
problema.) Se colocarmos x = y em qualquer uma das equações obtemos 12 — 3x? = 0, o 
que dá x = 2, y = 2 e z = (12 — 2. 2)/[2(2 + 2)] = 1. 

Podemos usar o Teste da Segunda Derivada para mostrar que o ponto obtido é um máxi- 
mo local de V, ou podemos argumentar que a natureza física do problema exige a existência 
de um máximo absoluto, que deve ocorrer em um ponto crítico de V, portanto, esse máximo 
pode ocorrer quando x = 2, у = 2, z = 1. Assim, V = 2 · 2 · 1 = 4, e o volume máximo da 
caixa é 4 m°. EE 


БЕШ Valores Máximo e Mínimo Absolutos 


Para uma função f de uma variável, o Teorema do Valor Extremo diz que, se f é contínua em 
um intervalo fechado [a, b], então f tem um valor mínimo absoluto e um valor máximo absolu- 
to. De acordo com o Método dos Intervalos Fechados da Seção 4.1, no Volume I, achamos esses 
valores calculando f não somente nos pontos críticos, mas também nas extremidades a e b. 
Para as funções de duas variáveis, a situação é semelhante. Do mesmo modo que os inter- 
valos fechados contêm suas extremidades, um conjunto fechado de R? contém todos os seus 
pontos da fronteira. [Um ponto da fronteira de D é um ponto (a, b) tal que qualquer bola aberta 
com centro em (a, b) contém pontos de D e pontos não pertencentes a D.] Por exemplo, o disco 


D = {(х, у)|х?° +y s 1} 


constituído de todos os pontos sobre e dentro da circunferência x? + y? = 1 é um conjunto 
fechado porque contém todos os seus pontos da fronteira (que sáo os pontos sobre a circun- 
feréncia 1? + у? = 1). Mas se um único ponto da fronteira for omitido, o conjunto deixa de 
ser fechado (veja a Figura 11.) 

Um conjunto limitado em К? é aquele que está contido em alguma bola aberta. Em 
outras palavras, ele é finito em extensão. Então, em termos de conjuntos fechados e limita- 
dos, podemos enunciar o correspondente ao Teorema do Valor Extremo para duas dimensões. 


8| Teorema do Valor Extremo para as Funções de Duas Variáveis Se f é contínua em um 
conjunto fechado e limitado D em ЁЁ, então f assume um valor máximo absoluto 
f Ол, yı) e um valor mínimo absoluto f (x2, y2) em alguns pontos (xi, yi) e (x2, y») de D. 


Para acharmos os pontos extremos, cuja existéncia é garantida pelo Teorema 8, observa- 
mos que, pelo Teorema 2, se f tem um valor extremo em (xi, yi), então (xi, yi) ou é um ponto 
crítico de f, ou um ponto da fronteira de D. Portanto, temos a seguinte extensio do Método 
dos Intervalos Fechados. 


9| Para determinar os valores máximo e mínimo absolutos de uma função contínua 
f em um conjunto fechado e limitado D: 


1. Determine os valores de f nos pontos críticos de f em D. 
2. Determine os valores extremos de f na fronteira de D. 


3. О maior dos valores dos passos 1 e 2 é o valor máximo absoluto; o menor des- 
ses valores é o valor mínimo absoluto. 


AMA Determine os valores máximo e mínimo absolutos da função 
f(x,y) = xà — 2xy + 2y no retângulo D = (6, y)|0 x 3,0 y « 2]. 


SOLUÇÃO Como f é um polinômio, é contínua no retângulo fechado e limitado D, portanto о 
Teorema 8 nos diz que existem tanto o máximo absoluto quanto o mínimo absoluto. De 
acordo com o passo 1 de |9 | inicialmente devemos calcular os pontos críticos. Eles ocorrem 
quando 


Ж = 2х - 2у = 0 f=-2x+2=0 


e, assim, o único ponto crítico existente é (1, 1), e o valor de faí éf (1, 1) = 1. 
No passo 2 olhamos para os valores de f na fronteira de D, que é constituído por quatro 
segmentos de reta Li, L2, L4 e L4 mostrados na Figura 12. Em Lı, temos y = 0e 


f(x,0) = 2 0<x<3 


Isso corresponde а uma função crescente de x, que tem valor mínimo f (0, 0) = 0 e máximo 
f (3,0) = 9. Em 2, temos x = 3e 


/(‹З3,у)=9—4у 0<y<2 


Essa é uma função decrescente de y, portanto seu máximo é f (3, 0) = 9 e seu mínimo é 
f (3,2) = 1. Em 1з, temos y = 2e 


/(х,2) = х^®— 4x+4 0=x=3 


Pelos métodos do Capítulo 4, no Volume I, ou simplesmente observando que f (x, 2) = (x — 
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YA 
(0, 2) = eo (3,2) 
La L, 
(0,0) Li (3,0) 
FIGURA 12 


2)", vemos que o mínimo valor dessa função é f (2, 2) = 0, e seu valor máximo é f (0, 2) = 
4. Finalmente, em L4, temos x = 0 e 


РОО, у) = 2y 0<y<2 


com valor máximo f (0, 2) = 4 e valor mínimo f (0, 0) = 0. Portanto, na fronteira, o valor 
mínimo de f é 0 e o máximo, 9. 

No passo 3 comparamos esses valores com o valor f (1, 1) — 1 no ponto crítico e con- 
cluímos que o valor máximo absoluto de f em D é f (3,0) — 9, e o valor mínimo absoluto é 
f(0,0) = f (2, 2) = 0. A Figura 13 mostra o gráfico de f. EE 

Concluímos esta seção com a demonstração da primeira parte do Teste da Segunda Deri- 
vada. As partes (b) e (c) têm demonstrações semelhantes. 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3, PARTE (a) Vamos calcular a derivada direcional de segunda 
ordem de f na direção de u = (h, k). A derivada de primeira ordem é dada pelo Teorema 
14.6.3: 


Daf = fh + fk 


FIGURA 13 
f(x, y) = x3 - 2xy + 2y 
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Aplicando esse teorema uma segunda vez, temos 


Dif = рур.) = (Duf)h + ES (D, f)k 


= (fuh + ЮА + (foh + „ЮК 


= fak? + 2fyhk + fk? 


(pelo Teorema de Clairaut) 


Se completarmos os quadrados na expressão, obteremos 


10 


Foi-nos dado que f.(a, b) > 0 e Día, b) > 0. Mas fa e D = fe fy 


TE 


Љу 
fa 


2 pg : 
k xx Jyy xy 
| «Eos - im 


— fê são funções contí- 


nuas, portanto há uma bola aberta B com centro (a, b) e raio 9 > O tal que f(x, y) > Ое 
D(x, y) > 0 sempre que (x, y) está em B. Logo, ao olhar na Equação 10, vemos que D f (x, 
y) 7 0 sempre que (x, y) pertencer a B. Isso significa que se C é a curva obtida pela inter- 
secção do gráfico de f com o plano vertical que passa por P(a, b, f (a, b)) na direção de u, 
então C é côncava para cima no intervalo do comprimento 26. Isso é verdadeiro na direção 
de cada vetor и, portanto se restringirmos (x, y) para ficar em B, o gráfico de f fica acima de 
seu plano horizontal tangente em P. Assim, f (x, y) 2 f (a, b) sempre que (x, y) estiver em B. 


Isso mostra que f (a, b) é um mínimo local. 


(УГ Exercícios 


Suponha que (1, 1) seja um ponto crítico de uma função f com 
derivadas de segunda ordem contínuas. Em cada caso, o que se 
pode dizer sobre f? 
(a) full, 1) = 4, 
(b) faQ, 1) = 4, 


fl, 1) =1, 
fl, 1) = 3, 


fd, 0 = 2 
f. D) =2 
Suponha que (0, 2) seja um ponto crítico de uma função g com 


derivadas de segunda ordem contínuas. Em cada caso, o que se 
pode dizer sobre д? 


(a) (0, 2) = —1, 9:0, 2) = 6, 95(0.2) = 1 
(b) gux(0, 2) = —1, G(0, 2) = 2, gy(0, 2) = —8 
(c) gu(0, 2) = 4, 9:0, 2) = 6, gy(0, 2) = 9 


3-4 Utilize as curvas de nível da figura para predizer a localização 
dos pontos críticos de f e se f tem um ponto de sela ou um máximo 
ou mínimo local em cada um desses pontos. Explique seu raciocí- 
nio. Em seguida, empregue o Teste da Segunda Derivada para con- 
firmar suas predições. 


3. 


fO y) = 4 +0 + у?— 3xy 


»^ 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


4. 


Јо, у) = 3х — х – 2у2 + yt 


5-18 Determine os valores máximos е mínimos locais e pontos de 
sela da fungáo. Se vocé tiver um programa de computador para 
desenhar em três dimensões, trace o gráfico da função usando um 
ponto de vista e domínio convenientes para mostrar os aspectos 
importantes da função. 


5. foy) = 9 – 2х + 4у - x3 — Ay. 
6. у(х, у) = ху + 12x?— 8y 
T Ју) = (х— y) (1— ху) 

= 8. (х,у) = xe»? 

` 9. fx, y) = у + 32у – 602 – 6у + 2 
10. fo y) = xy (d 7 x — y) 
11. f(x,y) = х? — 12xy + 8у? 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


' 1 1 

12. f(x,y) =ху+—+— 

х у 

13. f(x,y) e'cos у 

1. f(x,y) = y cos х 

15. f y) = 02+ уђе? 

16. f(x у) = 8&0? — x?) 

17. f(x у) = y! — 2y cos х, -]xx7 

18. f(x, y) = sen x sen y, = <X< т, -п<у< п 

19. Mostre que f (x, y) = x? + 4у ? — 4xy + 2 em um número infi- 
nito de pontos críticos e que D — 0 em cada um. A seguir, mos- 
tre que f tem um mínimo local (e absoluto) em cada ponto 
crítico. 

20. Mostre que f (x, y) = х2ует tem valores máximos em 


(+1, 1//2 ) e valores máximos em (+1, —1/4/2 ). Mostre tam- 
bém que f tem infinitos outros pontos críticos e que D — 0 em 
cada um deles. Quais deles dáo origem a valores máximos? E a 
valores mínimos? E a pontos de sela? 


21-24 Utilize um gráfico e/ou curvas de nível para estimar os valo- 
res máximos e mínimos locais e pontos de sela da função. Em 
seguida, use o cálculo para determinar esses valores de modo preciso. 


21. 


22. 


23. 


21. 


foy -xx-y-tx?y? 


fœ y) = aye 

f(x,y) = sen x + sen y + sen(x + y), 
О=х=2т,0=у=2т 

f(x,y) = sen x + sen y + cos(x + y), 


0 x x x q/4,0 S y x 7/4 


25-28 Utilize uma ferramenta gráfica como no Exemplo 4 (ou o 
Método de Newton ou um determinador de raízes) para encontrar os 
pontos críticos de f com precisáo de trés casas decimais. Em 
seguida, classifique o ponto crítico e determine o valor mais alto e o 
mais baixo do gráfico, se houver. 


25. f(x, у) = x* + y* t 40у + 2y 

26. fœ, y) = у°— 2у*+ 2 — y! y 

27. Р(х,у) = х cy - 38 t yltx—2yc1 

28. f(x, y) = 20е _*—> sen Зх соз Зу, |х| &l,ly| «1 

29-36 Determine os valores máximo e mínimo absolutos de f no 

conjunto D. 

29. f(x,y) = 22 + y? — 2x, D éa região triangular fechada com 
vértices (2, 0), (0, 2) e (0, —2) 

30. f(x y) = х+ у— ху, Déaregião triangular fechada com 
vértices (0, 0), (0, 2) e (4, 0) 

31. р, у) = 2+ yt xy +4, 
D = (6 ух s 1, |у| s 1} 

32. f(x,y) = 4x + 6y- xL- y^ 
D=((x,y/10=<x=<4,0=<y=< 5) 

33. f(x, y) = x! + y*— Axy + 2, 


Р = {(х,у)|0<х=3,0=у=2} 


34. 


35. 


. Ро, у) = х —3x — y + 12у, 
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foy = ху, D-íGylx20,y 20,32 yx3) 
Ро, у) = 222+ у р = {(х,у)|2+у?<1} 


D é o quadrilátero cujos vérti- 
ces são (—2, 3), (2, 3), (2, 2) e (-2, —2). 


39. 


40. 


M. 


44. 


45. 


47. 


48. 


49. 


50. 


VE) 38. 


Para as funções de uma variável, é impossível uma função con- 
tínua ter dois pontos de máximo local e nenhum de mínimo 
local. Para as funções de duas variáveis, esse caso existe. Mos- 
tre que a função 

fey--u-1-Gy-x-1y 
só tem dois pontos críticos, ambos de máximo local. Em se- 


guida, utilize um computador com uma escolha conveniente de 
domínio e ponto de vista para ver como isso é possível. 


Se uma função de uma variável é contínua em um intervalo e 
tem um ünico ponto crítico, entáo um máximo local tem de ser 
um máximo absoluto. Mas isso não é verdadeiro para as funções 
de duas variáveis. Mostre que a função 


РО, y) = Зхе? — х? — e» 
tem exatamente um ponto crítico, onde f tem um máximo local, 
porém este não é um máximo absoluto. Em seguida, utilize um 


computador com uma escolha conveniente de domínio e ponto 
de vista para ver como isso é possível. 


Determine a menor distância entre o ponto (2, 0, —3) e o plano 
xtytz-l. 


Determine o ponto do plano x — 2y + 3z = 6 que está mais pró- 
ximo do ponto (0, 1, 1). 


Determine os pontos do сопе z? = x? + y? que estão mais próxi- 
mos do ponto (4, 2, 0). 


Determine os pontos da superfície y? = 9 + xz que estão mais 
próximos da origem. 


Determine três números positivos cuja soma é 100 e cujo pro- 
duto é máximo. 


Encontre três números positivos cuja soma é 12 e cuja soma dos 
quadrados é a menor possível. 


Encontre o volume máximo de uma caixa retangular que está 
inscrita em uma esfera de raio r. 


Encontre as dimensóes de uma caixa com volume de 1.000 cm? 
que tenha a área de sua superfície mínima. 


Determine o volume da maior caixa retangular no primeiro oc- 
tante com trés faces nos planos coordenados e com um vértice 
no plano x + 2y + 3z = 6. 


Determine as dimensóes da caixa retangular de maior volume 
se a área total de sua superfície é dada por 64 cm?. 


Determine as dimensóes de uma caixa retangular de volume má- 
ximo tal que a soma dos comprimentos de suas 12 arestas seja 
uma constante c. 


A base de um aquário com volume V é feita de ardósia e os lados 
sáo de vidro. Se o preco da ardósia (por unidade de área) equi- 
vale a cinco vezes o prego do vidro, determine as dimensóes do 
aquário para minimizar o custo do material. 
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52. 


53. 


54. 


55. 
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Uma caixa de papeláo sem tampa deve ter um volume de 32.000 
ст?. Determine as dimensões que minimizem a quantidade de 
papeláo utilizado. 


Um prédio retangular está sendo projetado para minimizar a 

perda de calor. As paredes leste e oeste perdem calor a uma taxa 

de 10 unidades/n por dia; as paredes norte e sul, a uma taxa de 

8 unidades/m? por dia; o piso, a uma taxa de 1 unidade/m? por 

dia e o teto, a uma taxa de 5 unidades/m? por dia. Cada parede 

deve ter pelo menos 30 m de comprimento, a altura deve ser no 

mínimo 4 m, e o volume, exatamente 4 000 m?. 

(a) Determine e esboce o domínio da perda de calor como uma 
função dos comprimentos dos lados. 

(b) Encontre as dimensões que minimizam a perda de calor. 
(Analise tanto os pontos críticos como os pontos sobre a 
fronteira do domínio.) 

(c) Você poderia projetar um prédio com precisamente menos 
perda de calor ainda se as restrições sobre os comprimentos 
das paredes fossem removidas? 


Se o comprimento da diagonal de uma caixa retangular deve ser 
L, qual é o maior volume possível” 


Três alelos (versões alternativas de um gene) A, B e O determinam 
os quatro tipos de sangue: A (AA ou AO), B (BB ou BO), O (OO) 
e AB. A Lei de Hardy-Weinberg afirma que a proporção de indi- 
víduos em uma população que carregam dois alelos diferentes é 


P = 2pq + 2pr + 2rq 


onde p, q e r são as proporções de A, B e O na população. Use 
o fato de que p + q + r = 1 para mostrar que P é no máximo 3. 


Suponha que um cientista tenha razóes para acreditar que duas 
quantidades x e y estejam relacionadas linearmente, ou seja, 
y = mx + b, pelo menos aproximadamente, para algum valor de 


PROJETO APLICADO 


56. 


me de b. O cientista realiza uma experiência e coleta os dados na 
forma de pontos (xi, y1), (X2, y2), ... , (х, yn), e então coloca-os em 
um gráfico. Os pontos não estão todos alinhados, de modo que o 
cientista quer determinar as constantes m e b para que a reta y = 
mx + b “ajuste” os pontos tanto quanto possível (veja a figura). 


УА 


. 


| 
| 
mx;+ b | 
| 
| 


» 
0 X 


Seja d; = yi — (mx; + b) o desvio vertical do ponto (x;, yi) da 
reta. O método dos mínimos quadrados determina m e b de 

qua de. cid n 2 : 
modo a minimizar Y, , d;, a soma dos quadrados dos desvios. 
Mostre que, de acordo com esse método, a reta de melhor ajuste 
é obtida quando 


n 


m, x; + bn = У, y, 
i-l 


i=1 


n n n 
m Y, xi +Ь У х= Y ху 
il il il 


Dessa forma, a reta é determinada ao resolver essas duas equa- 
ções nas incógnitas m e b. (Veja a Seção 1.2, no Volume I, para 
mais discussões e aplicações do método dos quadrados míni- 
mos.) 


Determine uma equacáo do plano que passa pelo ponto (1, 2, 3) 
e que corta o menor volume do primeiro octante. 


PROJETO DE UMA CACAMBA 


para sua análise: 


de construção. 


Para esse projeto, inicialmente localizamos uma caçamba de entulho retangular para estudar 

sua forma e construcáo. Tentaremos entáo determinar as dimensóes de um recipiente de forma 

similar e que minimize o custo de construção. 

1. Primeiro localize uma caçamba de entulho. Estude e descreva cuidadosamente todos os 
detalhes de sua construção e determine seu volume. Inclua um esboço do recipiente. 

2. Mantendo a mesma forma geral e o método de construção, determine as dimensões que tal 
recipiente deveria ter para minimizar o custo de construção. Utilize as seguintes hipóteses 


m Os lados, a parte de trás e a da frente devem ser feitos com folhas de aço de tipo 12 (2,657 
mm de espessura), que custam $ 8,00 por metro quadrado (incluindo quaisquer cortes ou 
dobras necessários). 


m A base deve ser feita de uma folha de aço de tipo 10 (3,416 mm de espessura), que custa 
$ 10,00 por metro quadrado. 


m As tampas custam aproximadamente $ 50,00 cada, independentemente das dimensões. 
п A soldagem custa aproximadamente $ 0,60 por metro para material e serviço combinados. 


Dê sua justificativa para qualquer hipótese adicional ou simplificação feita dos detalhes 


3. Descreva como qualquer hipótese ou simplificação feita pode afetar o resultado. 
4. Se você fosse contratado como consultor nessa pesquisa, quais seriam suas conclusões? Você 
recomendaria a alteração do projeto da caçamba? Se sim, descreva a economia resultante. 


HERES — S 
PROJETO DE DESCOBERTA 
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APROXIMACÁO QUADRÁTICA E PONTOS CRÍTICOS 


A aproximação por polinômio de Taylor de uma função de uma variável discutida no Capítulo 
11 pode ser estendida para as funções de duas ou mais variáveis. Estudaremos aqui a aproxi- 
mação quadrática para as funções de duas variáveis e usaremos esse estudo para melhor enten- 
der o Teste da Segunda Derivada para classificar pontos críticos. 

Na Seção 14.4 discutimos a linearização de uma função f de duas variáveis em um ponto 
(a, b): 

L(x, y) = f (a, b) + Ма, Бх — a) + fia, ЮО — b) 

Lembre-se de que o gráfico de L é o plano tangente à superfície z = f(x, y) em 


(a, b, f (a, b)), e a aproximação linear correspondente é f (x, y) = L(x, y). A linearização L 
também é chamada polinômio de Taylor de primeiro grau de f em (a, b). 


1. Sef tiver derivadas parciais de segunda ordem contínuas em (a, b), então o polinômio de 
Taylor de segundo grau de f em (a, b) é 


Q(x, y) = f (a, b) + fa, bx — a) + f(a, by — b) 
+ i fala, bx — ay + fola, bx — a)y — b) + 3 fla, by — by 


e a aproximação f (x, y) = Q(x, y) é denominada aproximação quadrática de f em (a, 
b). Verifique que O tem as mesmas derivadas parciais de primeira e segunda ordens que f 


em (a, b). 


2. (a)Determine os polinómios de Taylor de primeiro e segundo graus L e Q de 
VETE 
f(x,y) = e * ет (0, 0). 


К (b) Esboce o gráfico de f, L e O. Comente o quanto L e О se aproximam de f. 


e 


(a) Determine os polinómios de Taylor de primeiro e segundo graus L e Q para 
f(x,y) = xe em (1, 0). 

(b) Compare os valores de L, O e f em (0,9, 0,1). 

КМ (c) Esboce o gráfico de f, L e Q. Comente o quanto L e О se aproximam de f. 


4. Nesse problema analisaremos o comportamento do polinômio f (x, y) = ax? + bxy + cy? 
(sem utilizar o Teste da Segunda Derivada) identificando o gráfico como um paraboloide. 


(a) Completando os quadrados, mostre que, se a # O, então 


D Дас — b? 
f(x,y) = ах? + bxy + cy? a| (x H as 5) H ( "Ph | 


(b) Seja D = 4ас — Ь?. Mostre que se D > 0 e a > 0, então f tem um mínimo local em 
(0, 0). 


(c) Demonstre que se D > 0 ea < 0, então f tem um máximo local em (0, 0). 


(d) Demonstre que se D « 0, então (0, 0) é um ponto de sela. 


5. (a) Suponha que f seja uma função qualquer com derivadas parciais de segunda ordem con- 
tínuas, tal que f (0, 0) = O e que (0, 0) seja um ponto crítico de f. Escreva uma expres- 

são para o polinômio de Taylor de segundo grau Q de fem (0, 0). 

(b) O que você conclui sobre Q usando os resultados do Problema 4? 


(c) Em vista da aproximação quadrática f (x, y) = Q(x, y), o que a parte (b) sugere sobre f^? 


r E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 
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Multiplicadores de Lagrange 


FIGURA 1 


Visual 14.8 mostra uma animacáo 
da Figura 1 para as curvas de nível e 
superfícies de nível. 


Multiplicadores de Lagrange têm esse 
nome em homenagem ao matemático 
franco-italiano Joseph-Louis Lagrange 
(1736-1813). 


Ao deduzirmos o Método de Lagrange, 
supusemos que Vg # 0. Em cada um de 
nossos exemplos, vocé pode verificar que 
Vg = 0 em todos os pontos onde 

g(x, у, z) = К. Veja o Exercício 23 para 
descobrir o que pode sair errado 

se Vg — 0. 


No Exemplo 6 da Seção 14.7 maximizamos a função volume V = xyz sujeita à restrição 
2xz + 2yz + xy = 12, que expressa a condição de a área da superfície ser de 12 m?. Nesta 
seção apresentaremos o método de Lagrange para maximizar uma função genérica f (x, y, z) 
sujeita a uma restrição (ou vínculo) da forma g(x, y, z) = k. 

É fácil explicar a base geométrica do método de Lagrange para as funções de duas variá- 
veis. Então, vamos começar tentando determinar os valores extremos de f (x, y) sujeita a uma 
restrição da forma g(x, y) = k. Em outras palavras, queremos achar os valores extremos de 
f (x, y) quando o ponto (x, y) pertencer à curva de nível g(x, y) = k. A Figura 1 mostra essa 
curva junto de diversas curvas de nível de f. Estas têm as equações f (x, y) = c onde c = 7, 
8, 9, 10, 11. Para maximizar f (x, y) sujeita a g(x, y) — k é preciso determinar o maior valor 
de c, tal que a curva de nível f (x, y) = c intercepte g(x, y) = k. Parece, da Figura 1, que isso 
acontece quando essas curvas se tocam, ou seja, quando essas curvas tém uma reta tangente 
comum. (Caso contrário, poderíamos aumentar o valor de c.) Isso significa que as retas nor- 
mais ao ponto (xo, yo) onde as duas curvas se tocam devem ser as mesmas. Logo, os vetores 
gradientes são paralelos, ou seja, Vf (xo, уо) = AVg(xo, yo) para algum escalar À. 

Esse tipo de argumento também se aplica ao problema de achar os valores extremos de 
f(x, y. z) sujeita à restrição g(x, у, z) = k. Assim, o ponto (х, y, z) está restrito a pertencer à 
superfície S com equação g(x, y, z) = k. Em vez das curvas de nível na Figura 1, devemos 
considerar as superfícies de nível f (x, y, z) = c e argumentar que, se o valor máximo de f é 
f (хо, yo, zo) = c, então a superfície de nível f (x, y, z) = c é tangente à superfície de nível 
g(x, y, z) = К, e então os correspondentes gradientes são paralelos. 

Esse argumento intuitivo pode se tornar preciso da seguinte forma. Suponha que uma 
função f tenha um valor extremo no ponto P(xo, yo, zo) sobre a superfície S e seja C uma curva 
com equação vetorial r(r) = (x(f), y(0), z(t)) que pertença a S e passe pelo ponto P. Se pé o 
valor do parámetro correspondente ao ponto P, então r(to) = (xo, yo, zo). A função composta 
h(t) = f (x(t), Уб), z(t)) representa os valores que f assume sobre a curva C. Como f tem um 
valor extremo em (хо, yo, zo), segue que h tem um valor extremo em fo, portanto, A'(to) = 0. 
Porém, se f for diferenciável, usando a Regra da Cadeia, podemos escrever 


0 = h'(to) 
= fixo, Yo, zo)X (to) + fixo, Yo, zo)y (to) + fio, уо, Zo)z’ (to) 
= Vf (Xo, Yo, Zo) * Y (to) 


Isso mostra que o vetor gradiente Vf (xo, yo, zo) é ortogonal ao vetor da tangente r'(to) para 
todas as curvas C. Mas já sabemos da Seção 14.6 que o vetor gradiente de g, Vg(xo, yo, zo). 
também é ortogonal a r'(to) para todas as curvas. (Veja a Equação 14.6.18.) Isso significa que 
os vetores Vf (xo, yo, zo) e Vg(xo, yo, zo) precisam ser paralelos. Logo, se Vg(xo, yo, 20) # 0, exis- 
te um número A tal que 


1 Vf (Xo, уо, zo) = А Vg(Xo, yo, zo) 


O número À na Equação 1 é chamado multiplicador de Lagrange. O procedimento 
baseado na Equação 1 é o seguinte: 


Método dos Multiplicadores de Lagrange Para determinar os valores máximo e mínimo 
de f (x, y, z) sujeitos à restrição g(x, y, z) = k [supondo que esses valores extremos exis- 
tam e que Vg # 0 sobre a superfície g(x, у, 2) = К]: 

(a) Determine todos os valores de x, y, z e A tais que 


Vf (x, y, х) = A Vg(x, у, 2) 
e g(x, y, 2) = К 


(b) Calcule f em todos os pontos (х, у, 2) que resultaram do passo (а). О maior desses 
valores será o valor máximo de f, e o menor será o valor mínimo de f. 


Se escrevermos a equação vetorial Vf = A Vg em termos de suas componentes, as equa- 
ções do passo (a) ficarão 


fe = Ад, Б = А, А = Ад: gos y,z) = К 


Isso é um sistema de quatro equações а quatro incógnitas, х, у, z e A. Mas não é necessário 
calcular de modo explícito valores para À. 

Para as funções de duas variáveis, o método dos multiplicadores de Lagrange é análogo 
aquele que acabamos de descrever. Para acharmos os valores extremos de f (x, y) sujeitos à 
restrição g(x, y) = k, olhamos para todos os valores de x, y e A, tais que 


Vf (x, y) = A Vg(x, y) e 90, y) = k 
Isso leva à solução de um sistema de trés equações a três incógnitas: 
А = Ад: Б = Ag, g(x, y) = К 
Nosso primeiro exemplo de método de Lagrange é reconsiderar o problema dado no 
Exemplo 6 da Secáo 14.7. 
EUER Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m? de papelão. Deter- 
mine o volume máximo dessa caixa. 


SOLUÇÃO Como no Exemplo 6 na Seção 14.7, sejam x, y e z o comprimento, a largura e a 
altura, respectivamente, da caixa em metros. Queremos maximizar 


V — xyz 
sujeita à restrição 
g(x, y, х) = 2xz + 2yz + xy = 12 


Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, olhamos para os valores de x, y, z e 
A, tais que VV = AVg e g(x, y, 2) = 12. Isso gera as equações 


V. = Agx, V, = А9, V. = Ад 2xz + 2yz + xy = 12 
ou seja: 
2 yz = AQz + y) 
3 xz = AQz + x) 
[4] xy = AQx + 2y) 
5 2xz + 2yz + xy = 12 


Não há regras gerais de como resolver esse sistema de equações. Algumas vezes precisamos 
de certa engenhosidade. No presente caso, você pode observar que, se multiplicarmos [2 | por 
x, [3] por y, e [4] por z, os lados esquerdos dessas equações ficam idênticos. Fazendo isso, 
temos 


6 xyz = AQxz + xy) 
7 xyz — AQyz * xy) 
8 xyz = A(2xz + 2yz) 


Observamos que A % O porque A = 0 implicaria yz = xz = xy = 0 de |2], [3 |е 4] e isso 
contradiz |5 |. Logo, de [6] e 7] temos 


2xz t ху = 2yz + xy 


que nos fornece xz = yz. Mas z % 0 (uma vez que z = O daria V = 0), portanto x = y. De 
7/e [8] temos 


2yz + xy = 2xz + 2yz 


que dá 2xz = xy e assim (como x = 0), у = 2z. Se colocarmos x = y = 2z em |5|, obtemos 


42 + Az + 42 = 12 
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Outro método de resolver o sistema de 
Equações (2—5) é isolar A em cada uma das 
Equações 2, 3 e 4 para À e depois igualar 
as expressões resultantes. 
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Em termos geométricos, o Exemplo 2 pede os 
pontos mais altos e os pontos mais baixos da 
curva C da Figura 2 que pertence ao paraboloide 
z = xi + 2y? e que está diretamente acima do 
círculo de restrição x? + y? = 1. 


Como x, y e z todos sáo positivos, teremos z — 1 e, portanto, x — 2 e y — 2. Isso concorda 
com nossa resposta na Seção 14.7. mm 


DEUDA Determine os valores extremos da função f (x, y) = x? + 2y? no círculo 
xy. 


` 


SOLUÇÃO Foi-nos pedido para determinar os valores extremos de f sujeita à restrição 
g(x, y) = xX? + y? = 1. Usando os multiplicadores de Lagrange, resolvemos as equações 
Vf = AVg e g(x, y) = 1, que podem ser escritas como 


А = Ags Б = Ag, gas у) = 1 
ой 
9 2х = 2хА 
10 4у = 2yA 
1 №+ у= 1 
De [9 | temos x = 0 ou A = 1. Sex = 0, então |11| leva a y = +1. Se à = 1, então у = 0 de 


х x +y =l 


FIGURA 2 


A geometria por trás do uso de multiplicadores 
de Lagrange no Exemplo 2 é mostrada na Figura 
3. Os valores extremos de f (x, y) = x? + 2y? 
correspondem às curvas de nível que tocam a 
circunferência x? + y? = 1. 


x? +2у2=1 


FIGURA 3 


16, e assim [11] dá x = +1. Dessa forma, os valores extremos possíveis de f são os pontos (0, 
1), (0, — 1), (1,0) e ( — 1, 0). Calculando f nesses quatro pontos, achamos 


f(0,1) = 2 FO =) = 2 РО, 0) = 1 161,0) = 1 
Portanto, o valor máximo de f no círculo x? + y? = 1 éf (0, +1) = 2, e o valor mínimo é 
f (X1, 0) = 1. Verificando na Figura 2, vemos que esses valores são razoáveis. EE 
3135] ЕЙ Determine os valores extremos de f (x, y) = x? + 2y? no disco x? + y? < 1. 


SOLUCAO De acordo com o procedimento em (14.7.9), comparamos os valores de f nos pon- 
tos críticos com os pontos na fronteira. Uma vez que fs = 2x e f, = 4y, o único ponto crítico 
é (0, 0). Comparamos o valor de f no ponto com os valores extremos no limite do Exemplo 2: 


f(0,0) = 0 /(<1,0) =1 FO, +1)=2 
Assim, o valor máximo de f no disco x? + y? < 1 é f (0, +1) = 2, e o valor mínimo é 
f (0, 0) = 0. [c] 
Determine os pontos da esfera x? + y? + z? = 4 que estão mais próximos e mais 
distantes do ponto (3, 1, — 1). 
SOLUÇÃO A distância de um ponto (x, y, z) ao ponto (3, 1, — 1) é 
а = (x = 3} + (у — 1? + (2 + 1)? 


mas a álgebra fica mais simples se maximizarmos е minimizarmos о quadrado dessa distán- 
cia: 


Ф -—f(xyz-—o;-3Y-c-(y-1P-c(z-1y 
A restricáo é que o ponto (x, y, z) pertenca à esfera, ou seja, 
gx, у, 0) =xXŻ +y += 4 


De acordo com o método dos multiplicadores de Lagrange, resolvemos Vf = AVg, g = 4. 
Isso dá 


12 2(x — 3) = 2xÀ 
13 2(y = 1) = 2yA 
14 2( +1) = 25А 
15 2+y+2=4 


O modo mais simples de resolver essas equações é determinar x, y e z em termos de A de [12), 
13] e [I4] e substituir esses valores em [I5]. De [12] temos 
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х= 3 = хл ou x(1—23)23 ou x= 
dis р : " A Figura 4 mostra a esfera e o ponto mais 
[Observe 1 — A # 0 porque A = 1 é impossível a partir de [12] Da mesma forma, [13] e [14] dão próximo P do Exemplo 4. Você pode pensar 


1 1 em um modo de calcular as coordenadas de 
P sem usar o cálculo? 


Portanto, de [15] temos ZA 


3? 12 (— 1)? _ 
a "apta? 


que nos dá (1 А)? = ¥, 1 — A = +V11/2, logo 


Esses valores de À então fornecem os pontos correspondentes (x, y, z) 3,1,-1) 


FIGURA 4 
6 2 2 6 2 2 
(FF 2) i | JM Am) 


É fácil ver que f tem valor menor no primeiro desses pontos; dessa forma, o ponto mais próxi- 
mo é (6/4/11, 2/4/11, 2/4/11) e o mais distante é (6/11, -2/,/11,2//11). mem 


ШЕШ Duas Restrições 


Suponha agora que queiramos determinar os valores máximo e mínimo de f (x, y, z) sujeita 
a duas restrições (vínculos) da forma g(x, у, z) = k e h(x, y, х) = c. Geometricamente, isso 
significa que estamos procurando pelos valores extremos de f quando (x, y, z) está restrito a 
pertencer à curva C, obtida pela intersecção das superfícies de nível g(x, y, z) = ke 
h(x, y, 2) = c. (Veja a Figura 5.) Suponha que f tenha um tal valor extremo no ponto 
P(xo, yo, zo). Sabemos que do início dessa seção que Vf é ortogonal a C em P. Mas também 
sabemos que Vg é ortogonal a g(x, y, z) = k e Vh é ortogonal a h(x, y, z) = c, portanto Vg e 
Vh s&o ortogonais a C. Isso significa que o vetor gradiente Vf (xo, yo, zo) está no plano deter- 
minado por Vg(xo, yo, zo) e Vh(xo, уо, zo). (Presumimos que esses vetores gradientes não são FIGURA 5 
nulos nem paralelos.) Portanto, existem números A e y (chamados multiplicadores de 

Lagrange) tais que 


16 Vf (хо, уо, 20) = À Vg(xo, уо, zo) + ш Vh(xo, Yo, zo) 


Nesse caso o método de Lagrange nos leva a procurar por valores extremos ao resolver cinco 
equações nas cinco incógnitas x, у, Zz, А e џи. Essas equações são obtidas ao escrever a Equa- 
ção 16 em termos de seus componentes e ao utilizar as equações de restrição : 


fe Agr + uh. 
f Ag, + ph, 
f =Ag: + uh. 
9(х, у, 2) = К 


h(x, у, 2) = с 


БЛ Determine o valor máximo da função f (х, у, z) = x + 2y + 3z na curva da in- 
tersecção do plano x — y + z = 1 como cilindro x? + у? = 1. 
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O cilindro x? + y? = 1 intercepta o plano 
х= y + = 1 em uma elipse (Figura 6).0 
Exemplo 5 questiona o valor máximo de f 
quando (x, y, z) pertence a essa elipse. 


SOLUÇÃO Maximizamos a função f(x, y, z) — x +2y + 3z sujeita às restrições 
g(x, yz) —x-y-ctz-leh(x у, z) = X + y = 1. A condição de Lagrange é 
Vf = AVg + uVh, de modo que devemos resolver as equações 


117) 1 = А + 2xu 
18 2 = —À + 2уш 
j E Е Y j 19 з= А 
3 i ЕУ [20] x=y+z=1 
24 [En 21 + у?= 1 
z 11 p y CU Substituindo A = 3 [de [19] em |17], obtemos 2х = —2, e então x = —1/u. Analogamente, 
" А ЛА 18| dá y = 5/(2u). Substituindo em 21) temos 
Е 1 25 
4 , zt jm 1 
-2 E Y à i 
—1 0 1 
y e u^ = 2, u = *4/29/2. Então x = +2/y/29, у = 5/4/29, e, de O, 
FIGURA 6 z—-l—-x-cty-1-7/429.0s valores correspondentes de f são 
2 5 7 
+ + 2| t+— | + 3| 1 + == | =3 + 29 
T Bg | 29 | | J29 | 
Portanto, o valor máximo de f na curva dada é 3 + y29. EE 
Es Exercícios 
Na figura estão um mapa de contorno de fe a curva de equação 3 f0Ay=xX3+ y; xy-1 
g(x, y) = 8. Estime os valores máximo e mínimo de f sujeita à 
restricáo g(x, y) — 8. Explique suas razóes. 4 Ру) = 3х +у ?+у=10 


5. Ро, у) = у 0; 12 + у= 1 

é. foy ee ¿ol 

71 f(QGyzg-2xt2ytz x4 yctg-9 
8 Р(х,у, 2) = 0 + у + 2; x+y+7=12 


9. Р(х,у, 2) = хуз 20+ 2y + 32 = 6 


duas curvas? 


10. у(х, у, 2) = xy 2+у+=1 


М. fi; у, д) =X +y + 22; + у {= 1 


12. Р(х,у, х) = tyt x 


КЧ 2. (а) Use uma calculadora gráfica ou um computador para traçar 
o círculo x? + y? = 1. Na mesma tela, trace diversas curvas da 13. „у, ь)й=х+у+ +; xcv-y-vztf-l 
forma x? + у = c até que vocé encontre duas que apenas to- 
quem o círculo. Qual o significado dos valores de c dessas 


14. fx... X) m xp x ec XS; 
att +x=1 


(b) Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os 15-18 Determine os valores extremos de f sujeita a ambas as restri- 
valores extremos de f (х, y) = x? + y sujeita à restrição ções. 


Xx? + у = 1. Compare sua resposta com a da parte (a). 


15. f(x,y,z) =x+ 2y; xtytz=1, y+2=4 


3-14 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os 16. fG,yz-3x-y-3z xcty-z-0, +202 = 1 
valores máximo e mínimo da função sujeita à(s) restrição(ões) 17. f(x,y,z) = ус + ху; ху= 1, y+2=1 
dada(s). 18. fo y 2) = 2 + y? ДЕ 2; х-у = 1, у? 22 2 = 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


19-21 Determine os valores extremos de f na região descrita pela 
desigualdade. 


19. f(x,y)=x+yY+4x—4y, xv y'x9 


20. 


f GG y) = 2x24 


foy) = e, 


3y—4x—5, x+y=16 


21. x-4yxl 


22. Considere o problema de maximizar a função f (x, y) = 2x + 3y 

sujeita à restrição ale + Ny = 5, 

(а) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este 
problema. 

(b) f (25,0) dá um valor maior que o obtido na parte (a)? 

(c) Resolva o problema traçando a equação da restrição e diver- 
sas curvas de nível de f. 

(d) Explique por que o método dos multiplicadores de Lagrange 
falha em resolver o problema. 


(e) Qual é o significado de f (9, 4)? 


23. Considere o problema de minimizar a função f (x, y) = x na 

curva y? + x! — x? = 0 (uma piriforme). 

(a) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este 
problema. 

(b) Mostre que o valor mínimo é f (0, 0) — 0 mas que a condi- 
ção Vf (0, 0) = AVg(0, 0) nào é satisfeita para nenhum valor 
de A. 

(c) Explique por que os multiplicadores de Lagrange falham em 
encontrar o mínimo neste caso. 


24. (a) Se seu sistema de computação algébrica traça o gráfico de 
curvas definidas implicitamente, use-o para estimar os valo- 
res mínimo e máximo de f (x, y) = x? + y? + 3xy sujeita à res- 
trição (x — 3 + (y — 3)? = 9 por métodos gráficos. 

(b) Resolva o problema da parte (a) com o auxílio dos multipli- 
cadores de Lagrange. Use um SCA para resolver as equações 


numericamente. Compare sua resposta com a da parte (a). 


25. A produção total P de certo produto depende da quantidade L de 
trabalho empregado e da quantidade K de capital investido. Nas 
Seções 14.1 e 14.3 discutimos como o modelo Cobb-Douglas 
P = ЫК! segue a partir de determinadas suposições econó- 
micas, onde b e a são constantes positivas e a « 1. Se o custo 
por unidade de trabalho for m e o custo por unidade de capital 
for n, e uma companhia puder gastar somente uma quantidade p 
de dinheiro como despesa total, então a maximização da produ- 
ção P estará sujeita à restrição mL + nK = p. Mostre que a pro- 
dução máxima ocorre quando 


1 = 
mu к= op 
m n 


26. Em relação ao Problema 25, suponha agora que a produção seja 
fixada em bL*K'"* = О, onde О é uma constante. Quais valores 


de Le K minimizam a função custo C(L, K) = mL + nK? 


27. Utilize os multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o re- 
tângulo com área máxima, e que tem um perímetro constante p, 


é um quadrado. 


28. Use multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o triân- 
gulo com área máxima, e que tem um perímetro constante p, é 
equilátero. 


Dica: Utilize a fórmula de Heron para a área: 


А = Js(s — х)(5 — у)(5 — 2) 


onde s = p/2 e x, у, z são os comprimentos dos lados. 


SCA 
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29-41 Utilize os multiplicadores de Lagrange para dar uma solução 
alternativa aos exercícios da Seção 14.7 indicados. 


29. Exercício 39 30. Exercício 40 
31. Exercício 41 32. Exercício 42 
33. Exercício 43 34. Exercício 44 
35. Exercício 45 36. Exercício 46 
37. Exercício 47 38. Exercício 48 
39. Exercício 49 40. Exercício 50 
41. Exercício 53 


42. Determine os volumes máximo e mínimo da caixa retangular 
cuja superfície tem 1 500 cm? e cuja soma dos comprimentos das 
arestas é 200 cm. 


43. O plano x + y + 2z = 2 intercepta o paraboloide z =x? + y? em 
uma elipse. Determine os pontos dessa elipse que estão mais 
próximo e mais longe da origem. 

44. O plano 4x — Зу + 8z = 5 intercepta о cone Z2 = x? + y? em 


uma elipse. 

(a) Faça os gráficos do cone, do plano e da elipse. 

(b) Use os multiplicadores de Lagrange para achar os pontos 
mais alto e mais baixo da elipse. 


45-46 Ache os valores de máximo e mínimo da função f sujeita às 
restricóes dadas. Utilize um sistema de computacáo algébrica para 
resolver o sistema de equações proveniente do uso dos multiplica- 
dores de Lagrange. (Se seu SCA achar somente uma solução, você 
pode precisar do uso de comandos adicionais.) 


45. f(x,y,z) = ye; 
4. Ay ZAR AH Y HA 


9x? + Ay? + 362 = 36, xy + yz=1 


47. (a) Determine o valor máximo de 


Fl, xa, .. 


sendo que xi, X», . . . , х, São números positivos e 
x + хә + +++ +x, = с, onde с é uma constante. 

(b) Deduza do item (a) que se xi, x», . . . , x, São números positi- 
VOS, entáo 


Xp) =X/X1X2.* ** Xn 


XT ЖЕЛЕК b ax, 


YX1X2"* Xn S 
n 
Essa desigualdade diz que a média geométrica de n números 
não pode ser maior que a média aritmética deles. Sob que cir- 
cunstâncias as duas médias são iguais? 


48. (a) Maximize Xi, x;y; sujeita às restrições Xox =l e 
XL yb. 
(b) Tome 
bi 


“уу 


а 


УХ ар 


Xj = 
para mostrar que 
2 aibi < VZ a? VE b? 


para todos os números ai, . . . , An, bi, .. . , bn. Essa desigual- 
dade é conhecida como a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. 
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PROJETO APLICADO 


CIÊNCIA DOS FOGUETES 


Cortesia da Orbital Sciences Corporation 


Muitos foguetes, tais como o Pegasus XL, usado atualmente para o lançamento de satélites, e 
o Saturno V, que colocou o primeiro homem na Lua, são projetados para usar três estágios em 
sua subida para o espaço. O primeiro e maior estágio impulsiona o foguete até que seu com- 
bustível seja consumido, quando esse estágio é ejetado para decrescer a massa do foguete. O 
segundo e terceiro estágios, que são menores, funcionam da mesma forma, colocando a carga 
do foguete em órbita em torno da Terra. (Com esse projeto são necessários pelo menos dois 
estágios para que o foguete atinja a velocidade necessária, e o uso de três estágios provou ofe- 
recer boa relação entre custo e desempenho.) Nosso objetivo aqui é determinar as massas indi- 
viduais dos três estágios, que foram projetados de forma a minimizar a massa total do foguete 
e ao mesmo tempo permitir que ele atinja a velocidade desejada. 

Para um foguete com um único estágio consumindo combustível a uma taxa constante, a 
variação na velocidade resultante da aceleração do foguete foi modelada por 


(1 — ue 


AV = -cin| 1 
Zi P + M, 


onde M, é a massa do propulsor do foguete, incluindo o combustível inicial, P é a massa da 
carga, S é o fator estrutural determinado pelo projeto do foguete (especificamente, é a razão 
entre a massa do foguete sem combustível e sem carga e a massa do foguete com carga e com- 
bustível) e c é a velocidade (constante) de exaustão relativa do foguete. 

Considere agora um foguete de três estágios e carga de massa A. Vamos supor que as for- 
ças externas sejam desprezíveis e que c e $ permaneçam constantes em cada estágio. Se M; é 
a massa do i-ésimo estágio, podemos inicialmente considerar que o propulsor do foguete tenha 
massa Mi e sua carga tenha massa M» + Мз + A; o segundo e terceiro estágios podem ser 
tratados da mesma forma. 


1. Mostre que a velocidade atingida depois que os três estágios são ejetados é dada por 
Mi +M: +M;+A М» + М, +A M; + A 
v= c| In + In + In 
SM, + М + М, +A SM, + M; + A SM; + A 
2. Desejamos minimizar a massa total M = M; + М» + М; do propulsor do foguete sujeita à 
restrição que a velocidade desejada v; do Problema 1 seja atingida. O método dos multi- 
plicadores de Lagrange é apropriado, mas é difícil implementá-lo usando as expressões de 
que dispomos até aqui. Para simplificarmos, definimos variáveis N; de modo que a restri- 
ção possa ser expressa como v; = c(In № + In № + In N3). Como é difícil exprimir M em 


termos dos N;, é desejável usar uma função mais simples, que ao ser minimizada leve tam- 
bém à minimização de M. Mostre que 


М, + М» + Мз + А (1 — SIN, 


M: =P M; ar A 1 E SN; 
М» + М» TA _ (1— SIN, 
М; + A 1 — SN, 
M + А (1- SN 
A 1 — SN; 
e conclua que 
M+A _ (1 — SYNiNSNs 
A (1 = SN) — SN;)(1 — SN5) 


3. Verifique se In((M + А)/А) tem os mesmos pontos de mínimo que M; utilize os multiplica- 
dores de Lagrange e o resultado do Problema 2 para determinar as expressóes para os va- 
lores de N; onde o mínimo ocorre sujeito à restrição v; = c(In N; + In N, + In N). [Dica: 
Utilize as propriedades dos logaritmos para ajudar na simplificação das expressões.] 
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4. Determine uma expressão para o valor mínimo de M como função de vy. 


5. Sedesejarmos colocar um foguete de trés estágios em uma órbita 160 km acima da super- 
fície terrestre, a velocidade final necessária é de aproximadamente 28 000 km/h. Suponha 
que cada estágio seja construído com um fator estrutural $ — 0,2 e que a velocidade de 
exaustáo seja c — 9 600 km/h. 

(a) Determine a massa total mínima M do propulsor do foguete como função de A. 
(b) Determine a massa de cada estágio como função de A. (Eles não precisam ter tama- 
nhos iguais!) 


6. О mesmo foguete precisaria de uma velocidade final de 39.700 km/h, aproximadamente, para 
escapar da gravidade terrestre. Determine a massa de cada estágio que minimizaria a massa 
total do propulsor do foguete e lhe permitiria carregar uma sonda de 200 kg para o espaço. 


OTIMIZAÇÃO DE UMA TURBINA HIDRÁULICA 
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A Katahdin Paper Company, de Millinocket, no estado de Maine, opera uma usina hidroelétri- 
ca no rio Penobscot. A água é bombeada de uma represa para a usina geradora de potência. A 
taxa pela qual a água flui nas tubulações varia, dependendo de condições externas. 

A usina geradora de potência tem três turbinas hidroelétricas diferentes; para cada uma 
delas, é conhecida a quantidade da potência elétrica gerada em função do fluxo de água que 
chega à turbina (função de potência da turbina). A água que chega pode ser distribuída em 
quantidades diferentes entre as turbinas, e nosso objetivo é determinar como programar essa 
distribuição de água para obter máxima produção de energia total para qualquer vazão. 

Usando dados experimentais e a equação de Bernoulli, chegou-se ao modelo quadrático mos- 
trado para a saída de potência de cada turbina, com as seguintes vazões de operação permitidas: 


KW, = (—18,89 + 0,12770, — 4,08 - 10-*0ÍX170 — 1,6 - 10-802) 
KW, = (—24,51 + 0,1358Q; — 4,69 - 10505170 — 1,6 - 10-802) 
KW; = (-27,02 + 0,1380Q. — 3,84 - 10-5Q3)(170 — 1,6 - 10-05) 
250 < О, S 1.110, 250 < Q, < 1.110, 250 = Q; < 1.225 


onde 
Qi = fluxo pela turbina i em pés cúbicos por segundo 
KW; = potência gerada pela turbina i em quilowatts 
Qr = fluxo total pela turbina em pés cúbicos por segundo 


1. Setodas as trés turbinas estiverem sendo usadas, queremos determinar o fluxo Q; em cada 
turbina que resultará na produção total máxima de energia. Nossas limitações são que o 
fluxo total precisa ser igual ao fluxo que chega à usina e que para cada turbina o fluxo es- 
teja na faixa permitida. Consequentemente, utilize os multiplicadores de Lagrange para 
achar os valores de cada fluxo individual (como função de Q7) que maximizem a produção 
total de energia KW, + KW, + KW; sujeita às restrições Qi + Q2 + Qs = Оте restrições 
de domínio de cada Q;. 


Para que valores de От seu resultado é válido? 


Para uma vazáo de entrada de 2 500 pés?/s, determine a distribuigáo para as turbinas e ve- 
rifique (tentando algumas distribuições semelhantes) se seu resultado corresponde real- 
mente a um máximo. 


4 Até agora supusemos que as três turbinas estavam em operação. É possível que mais potên- 
cia possa ser obtida usando somente uma turbina em algumas situações? Faça um gráfico das 
funções potência e utilize-o para decidir se uma vazão de entrada de 1 000 pés*/s deveria ser 
distribuída para as três turbinas ou concentrada em uma só. (Se você concluir que só uma tur- 
bina deverá ser utilizada, responda: qual é ela?) E se a vazão for de somente 600 pés?/s? 


5. Talvez para alguns níveis de vazão seja vantajoso usar duas turbinas. Se a vazão de chegada 
for de 1 500 pés?/s, quais duas turbinas devem ser utilizadas? Use os multiplicadores de La- 
grange para determinar como a vazão deveria ser distribuída entre as duas turbinas para 
maximizar a energia produzida. Para essa vazão, o uso de duas turbinas é mais eficiente que 
o emprego das três? 


6. Sea vazão de entrada for de 3 400 pés*/s, o que você recomendaria para a empresa? 
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Verificacáo de Conceitos 


1. (а) O que é uma função de duas variáveis? uma equação da forma F(x, y, z) = 0, como determinar 
(b) Descreva três métodos para visualizar uma função de duas Oz/óx e oz/ày? 
PARA 13. (a) Escreva uma expressáo limitando a derivada direcional de f 
2. O que é uma função de três variáveis? Como você pode visuali- em (хо, yo) na direção do vetor unitário u = (a, b). Como in- 
zar tal função? terpretá-la como taxa de variação? Como interpretá-la geo- 
metricamente? 
3. Oque (6) Se f é diferenciável, escreva uma expressão рага 
| lim fes у) =L D, f (xo, yo) em termos de fe fy. 
x, y) — (a, b. 
significa? Como mostrar que esse limite não existe? 14. (a) Defina o vetor gradiente Vf de uma função f e duas ou três 
variáveis. 
4. (а) O que significa dizer que f é contínua em (a, b)? (b) Expresse D, f em termos de Vf. 
(b) Se fé contínua em К°, o que você pode dizer de seu gráfico? (c) Explique o significado geométrico do gradiente. 
5. (a) Escreva as expressões para as derivadas parciais fa, b) e 15. O que as seguintes sentencas significam? 
Ja, b) como limites, . (a) ftem um máximo local em (a, b). 
(b) Como você interpreta f(a, b) e f(a, b) geometricamente? 2.5 
. A (b) ftem um máximo absoluto em (a, b). 
Como as interpreta como taxas de variação? 
(c) Se f (x, y) é dada por uma fórmula, como calcular f. e f,? (c) f tem um mínimo local em (a, b). 
(d) f tem um mínimo absoluto em (a, b). 
6. O que o Teorema de Clairaut diz? (e) f tem um ponto de sela em (а, b). 
7. Como achar o plano tangente a cada um dos seguintes tipos de 16. (a) Se f tem um máximo local em (a, b), o que você pode dizer 
superfície? de suas derivadas parciais em (a, b)? 
(a) Um gráfico de uma função de duas variáveis, z = f (x, y) (b) O que é um ponto crítico de f? 
(b) Uma superfície de nível de uma função de trés variáveis, 
Е(х, у, 2) = К 17. Qual é о Teste da Segunda Derivada? 
2 А 29 ; f 
8. Defina a linearização de f em (a, b). Qual é a correspondente 18. (a) E 2 e conjunto fechado em R^? O que é um conjunto 
aproximação linear? Qual é a interpretação geométrica da apro- ша um 
: m s | (b) Dé o enunciado do Teorema dos Valores Extremos para as 
ximação linear? _ E 
funções de duas variáveis. 
9. (а) O que significa dizer que fé diferenciável em (a, b)? (c) Como achar os valores que o Teorema dos Valores Extremos 
(b) Como usualmente verificamos que f é diferenciável? garante existirem? 
10. Sez = f(x, у), o que são as diferenciais dx, dy e dz? 19. Explique como o método dos multiplicadores de Lagrange fun- 
> : ciona para determinar os valores extremos de f (x, y, z) sujeita à 
11. Enuncie a Regra da Cadeia para o caso em que z = f (x, y)exe restrição g(x, y, z) = К. E se tivermos uma segunda restrição h(x, 
y são funções de uma variável. E se x e y forem funções de duas у) = с? 
variáveis? 
12. Sez é definido implicitamente como uma função de x e y por 
Teste — Verdadeiro ou Falso 
Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 6. Se fia, р) e f(a, b) existem, então fé diferenciável em (a, b). 
quê. Caso contrário, explique por que ou dé um exemplo que mostre que é falsa. 7. Seftem um mínimo local em (a, b) e fé diferenciável em (a, b), 
tão Vf (a, b) = 0. 
p omoes ef Кое 
. ра, b) lim MEE 8. Seféuma função, então 
( ДИ. sf у) =$0,5 
2. Existe uma função f com derivadas parciais de segunda ordem „э. 
contínuas, tais que f(x, y) = x + y? e f(x, у) = x — y. 9. Sef(G y) = In y, então Vf (x, у) = 1/y 
o 10. Se (2, 1) é um ponto crítico de fe 
3 р = 
P= оду АО. DH D < Df. DP 
а DEIS então f tem um ponto de sela em (2, 1). 


Se f (x, у) > L quando (x, y) — (a, b) ao longo de toda reta que 
passa por (a, Б), então lima. y, > (a, pf (x, y) = L. 


11. Se f (x, y) = sen x + sen y, então -J2 = Duf(x,y) S J2. 


12. 


Se f (x, y) tem dois máximos locais, então f tem um mínimo local. 
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Exercícios 
1-2 Determine e esboce o domínio da função. 
1 foy = (х +у+ 1) 


2. Ку) = ү4 = х2 = у + у= х2 


3-4 Esboce o gráfico da função. 
3. уау) =1-у? 


4 fy = 2+ (у— 2) 


5-6 Esboce várias curvas de nível da função. 


5 f(Qy-VAr cy 6 


foy = е + y 


7. Faça um esboço de um mapa de contorno da função cujo gráfico 
está mostrado. 


8. Um mapa de contorno de uma função f é apresentado. Use-o 
para fazer um esboço do gráfico de f. 


9-10 Calcule o limite ou mostre que ele não existe. 
2xy 


2xy 
lim | 24957 
(50.0 x^ + 2y 


9. lim | —5——, 
(000,0) x^ + 2y 


10. 


11. Uma placa de metal está situada no plano xy e ocupa o retán- 
gulo 0 € x < 10, 0 = y < 8, onde x e y são medidos em me- 
tros. A temperatura no ponto (x, y) do plano é 7(x, y), onde T é 
medido em graus Celsius. Temperaturas em pontos igualmente 
espaçados foram medidas e registradas na tabela. 

(a) Estime o valor das derivadas parciais T(6, 4) e T,(6, 4). Quais 
sáo as unidades? 

(b) Estime o valor de D,T(6, 4), onde u = (i + j)/y2. 
Interprete o resultado. 

(c) Estime o valor de 7,,(6, 4). 


ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


10 92 92 91 87 78 


12. Determine uma aproximação linear para a função temperatura 
T(x, y) do Exercício 11 perto do ponto (6, 4). Em seguida use-a 
para estimar a temperatura no ponto (5, 3,8). 

13-17 Determine as derivadas parciais de primeira ordem. 

и + 20 

и +0 


15. F (о, В) = а? In(à? + ?) 16. С (х, у, 2) = e"sen(y/z) 


13. f(x, у) = (5y + 22у)? 14. д(и, 0) = 


17. S (и, v, ш) = и arctg (v /w) 


18. A velocidade da propagacáo da onda sonora no oceano é uma 
função da temperatura, da salinidade e da pressão. Foi mode- 
lada como 


C = 1449,2 + 4,6T — 0,0557? + 0,000297? 

+ (1,34 — 0,017)(5 — 35) + 0,016D 
onde C é a velocidade do som (em metros por segundo), T é a 
temperatura (em graus Celsius), S é a salinidade (concentração 
de sal em partes por milhar, o que significa o número de gra 
mas de sólidos dissolvidos por 1 000 g de água) e D é a pro- 
fundidade abaixo da superfície do oceano (em metros). Calcule 
9C/9T, 9C/98, 9C/9D, quando T = 10°C, S = 35 partes por mi- 
lhar e D = 100 m. Explique o significado físico dessas deriva- 
das parciais. 


19-22 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem de ў. 
19. f(x, у) = 4° – xy 
21. РО, у, z)-axyz 


—2y 


20. z—xe 
22. v = rcos(s + 2t) 


dz dz 

23. Sez = ху + xe”*, mostre que Em + Pl c» +2. 
x 

24. Sez = sen(x + sen f), mostre que 


Oz 0% 
ðt ox? 


dz 0% 
Ox dx дї 


25-29 Encontre uma equação (a) do plano tangente e (b) da reta nor- 
mal à superfície dada no ponto especificado. 


25. 2= 302 — у + 2х,  (1,-2,1) 
26. z = е" cosy, (0, 0, 1) 

27. 2+2)-32=3, (Q,-LD 
28. xy + ус + х= 3, (1,1,1) 


29. ѕеп(хус) = x + 2y + 3z, (2, –1, 0) 
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30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 
44. 
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Use um computador para traçar o gráfico da superfície 
z = x! + у! e de seu plano tangente e reta normal em (1, 1, 2) na 
mesma tela. Escolha o domínio e ponto de vista para obter uma 
boa visão dos trés objetos. 


Encontre os pontos no hiperboloide x? + 4? — z? = 4 onde o 
plano tangente é paralelo ao plano 2x + 2y + z = 5. 


Encontre du se и = In(1 + se”). 


Determine a aproximação linear da função 
Р(х, у, z) = xy? + z? no ponto (2, 3, 4) e use-a para 


aproximar o número (1,98)*/(3,01)? + (3,97)?. 


Os dois catetos de um triângulo retângulo medem 5 m e 12m 
com um erro possível nas medidas de, no máximo, 0,2 cm em 
cada. Utilize diferenciais para estimar o erro máximo no cálculo 
(a) da área do triângulo e (b) do comprimento da hipotenusa. 


Se u = xy? + z, onde x = p + 3p’, y = pe? ez = p sen p, use a 
Regra da Cadeia para encontrar du/dp. 


Se v = x’ sen y + ye”, onde x = s + 2t e y = st, use a Regra 
da Cadeia para encontrar du/ds e ðv/ðt quando 

s=0et=1. 

Suponha que z = f(x, y), onde x = g(s, f), y = h(s, t), 
91, 2) = 3, 941, 2) = —1, g(1, 2) = 4, h(l, 2) = 6, 
h1, 2) = —5, h(1, 2) = 10, £43, 6) = 7 e f(3,6) = 8. Deter- 
mine 02/05 e dz/0t quando s = 1 et = 2. 


Utilize o diagrama em árvore para escrever a Regra da Cadeia 
рага o caso onde w = f (t, и, и), t = Hp, q, r, s), 
и = и(р, q,r, ѕ) ео = v(p.q.r, s), todas diferenciáveis. 


Sez = y + f (X — y?), onde f é diferenciável, mostre que 


O comprimento x de um lado de um triángulo está aumentando 
a uma taxa de 6 cm/s, o comprimento y de um outro lado está di- 
minuindo a uma taxa de 4 cm/s e o ângulo Ө entre eles está au- 
mentando a uma taxa de 0,05 radiano/s. Quão rapidamente está 
variando a área do triángulo quando x = 80 cm, y = 100 cm e 
Ө = п/6? 

Se z = f (и, v), onde и = xy, о = y/x e f têm derivadas parciais 
de segunda ordem contínuas, mostre que 


2 oz , 022 д? dz 
x X5 y 55 4uv + 2v 
дх ду ди до до 
А dz д2 
Se cos(xyz) = 1+ x?y? + 22, determine — е — 
дх ду 


Determine o gradiente da função f (x, у, 2) = Xe”. 


(a) Quando a derivada direcional de fé máxima? 
(b) Quando é mínima? 

(c) Quando é 0? 

(d) Quando é a metade de seu valor máximo? 


45-46 Determine a derivada direcional de f no ponto dado na dire- 
ção indicada. 
45. f(x,y) = Pe”, (—2, 0), na direção do ponto (2, —3) 


46. f(x,y,z) = ху + ху +z, (1, 2, 3), na direção de 
v 22i tj — 2k 


47. Determine a taxa máxima de variação de f (x, y) = xy + Y» no 
ponto (2, 1). Em que direção isso ocorre? 

48. Determine a direção na qual f (x, y, z) = ze” aumenta mais rá- 
pido no ponto (0, 1, 2). Qual é a taxa máxima de aumento? 


49. O mapa de contorno mostra a velocidade do vento em nós du- 
rante o furacão Andrew em 24 de agosto de 1992. Utilize-o para 
estimar o valor da derivada direcional da velocidade do vento 
em Homestead, Flórida, na direção do olho do furacão. 


Homestead 


Baseado em NOAA / AOML Hurricane Research Division 


=) 
о 10 20 30 40 
(Distáncia em milhas) 


50. Determine as equações paramétricas da reta tangente no ponto 
(—2, 2, 4) à curva de intersecção da superfície z = 2x? — y? com 
o plano z = 4. 

51-54 Determine os valores máximos e mínimos locais e os pontos 

de sela da função. Se você tiver um programa de computador para 

desenhar em três dimensões, trace o gráfico da função usando um 


ponto de vista e domínio conveniente para mostrar os aspectos 
importantes da função. 


51. f(x y) = x— xy + у + 9x 
52. f(x, y) = х? — бху + 8y 


53. f(x, y) = 3xy — y — xy? 

54. fx, y) = (0 + ye? 

55-56 Determine os valores máximo e mínimo absolutos de f no 

conjunto D. 

55. f(x, у) = 4xy?— xy!— ху; D éa região triangular fechada do 
plano xy com vértices (0, 0), (0, 6) e (6, 0) 


56. fa, y) = е (+ 2y); Déodiscoxi + y?«4 


Utilize o gráfico e/ou curvas de nível para estimar os valores 
máximo e mínimo e os pontos de sela de 
Хо, у) = х — 3x + y* — 2y?. Em seguida, use o cálculo para 


determinar esses valores de modo preciso. 


V 58. Use uma calculadora gráfica ou um computador (método de 
Newton ou sistema de computação algébrica) para determinar 
os pontos críticos de f (x, y) = 12 + 10у — 2x? — 8xy — y* com 
precisáo de trés casas decimais. Em seguida, classifique os pon- 
tos críticos e determine o ponto mais alto do gráfico. 


59-62 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os 
valores máximo e mínimo de f sujeita à(s) restrição(ões) dada(s). 


59. f(x y)-xy xv+y=1 


11 
60. f(x y) "E у? "Ej 2 1 


61. f(x,y,z) = хус; ё+у +2 = 3 


62. f(x,y,z) = 2 + 2y? + 32; 
у + 22 = 2 


x+y+z=1lx 


63. Determine os pontos da superfície xy?z* = 2 que estão mais 
próximos da origem. 


64. Um pacote com o formato de uma caixa retangular pode ser en- 
viado pelo correio como encomenda postal se a soma de seu 
comprimento e cintura (perímetro da secgáo transversal ortogo- 
nal ao comprimento) for de, no máximo, 108 pol. Determine as 


65. 


66. 
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dimensóes do pacote de maior volume que pode ser enviado 
como encomenda postal. 


Um pentágono é formado colocando-se um triángulo isósceles 
sobre um retángulo, como mostrado na figura. Se o pentágono 
tem perímetro P fixo, determine os comprimentos dos lados do 
pentágono que maximiza sua área. 


Uma partícula de massa m se move sobre uma superfície 

z = f(x, y). Sejam x = x(t), y = y(t) as coordenadas x e y da par- 

tícula no instante f. 

(a) Determine o vetor velocidade v e a energia cinética 
K= 5 m |y? da partícula. 

(b) Determine o vetor aceleração a. 

(c) Sejam z = x? + y? e x(t) = t cos t, y(t) = t sen t. Determine 
o vetor velocidade, a energia cinética e o vetor aceleração. 


es Problemas Quentes A 


1. Um retângulo com comprimento L e largura W é cortado em quatro retângulos menores por duas 
retas paralelas aos lados. Determine os valores máximo e mínimo da soma dos quadrados das áreas 


dos retângulos menores. 


2. Biólogos marinhos determinaram que, quando um tubarão detecta a presença de sangue na água, ele 
nada na direção em que a concentração de sangue aumenta mais rapidamente. Com base em certos 
testes na água do mar, sabe-se que a concentração de sangue (em partes por milhão) em um ponto 


P(x, y) na superfície é de aproximadamente 


С(х у) = e Cono 


onde x e y sáo medidos em metros em coordenadas cartesianas com a fonte do sangue como origem. 


(a) Identifique as curvas de nível da função concentração e esboce vários membros dessa família, 
Junto com a trajetória que o tubarão deve percorrer para chegar à fonte. 

(b) Suponha que um tubarão esteja no ponto (xo, yo) quando detecta a presença de sangue na água. 
Determine a equação da trajetória do tubarão escrevendo e resolvendo uma equação diferen- 


cial. 


3. Uma longa folha de metal galvanizado de espessura w polegadas deve ser dobrada em uma forma 
simétrica com três lados planos para fazer uma calha. A secção transversal é mostrada na figura. 
(a) Determine as dimensões para permitir a máxima vazão, ou seja, determine as dimensões que for- 


necem a maior área da secção transversal. 


(b) Você acharia melhor dobrar a folha de metal em uma calha com secção transversal semicircu- 


lar do que em uma secção transversal de três lados? 


4. Para que valores do número r a função 
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(xt y +2) 
fa y 2) — ху +22 ѕе (х, У, 2) A (0, 0, 0) 
0 se (x, y, z) = (0,0,0) 


é contínua em R?? 


5. Suponha que f seja uma função diferenciável de uma variável. Mostre que todos os planos tan- 
gentes à superfície z — xf (y/x) se interceptam em um ponto comum. 


6. (а) O método de Newton para aproximar a raiz de uma equação f (x) = 0 (veja a Seção 4.8, no Vo- 
lume I) pode ser adaptado para aproximar a solução de um sistema de equações f (x, y) = 0e 
g(x, y) = 0. As superfícies z = f (x, y) ez = g(x, y) se interceptam em uma curva que intercepta 
o plano xy no ponto (r, s), que é a solução deste sistema. Se uma aproximação inicial (xi, y1) es- 
tiver próxima deste ponto, entáo os planos tangentes às superfícies em (xi, yi) se interceptam em 
uma reta que intercepta o plano xy em um ponto (x2, у»), que deveria estar mais próximo de (r, 
5). (Compare com a Figura 2 na Secáo 4.8.) Mostre que 


ugue dr od "vs Lg — fü. 
Аф — ће Аф — f 


onde f, д e suas derivadas parciais são calculadas em (xi, y1). Se continuarmos esse processo, ob- 
teremos uma sequência de aproximações sucessivas (Xn, Yn). 

(b) Foi Thomas Simpson (1710-1761) quem formulou o método de Newton como o conhecemos 
hoje e quem o estendeu para as funções de duas variáveis como no item (a). O exemplo que ele 
deu para ilustrar o método foi resolver o sistema de equações 


x + y = 1000 х + у= 100 
Em outras palavras, ele descobriu os pontos de interseccáo das curvas da figura. Utilize o mé- 


todo da parte (a) para determinar as coordenadas dos pontos de intersecção com precisão de seis 
casas decimais. 


y^ 
х* + у? = 1000 
44+ 
ху + y*—100 
2 
+ + > 
0 2 4 х 


7. Sea elipse х2/а? + y?/b? = 1 circunda a circunferência x? + y? = 2y, quais são os valores de a e b 
que minimizam a área da elipse? 


8. Entre todos os planos que são tangentes à superfície xy?z? = 1, determine os que estão mais longe 
da origem. 


Integrais Mültiplas 


Pichugin Dmitry/Shutterstock 


Neste capítulo estendemos a ideia de integrais definidas para integrais duplas e triplas 
de funções de duas ou três variáveis. Essas ideias serão usadas para calcular volumes, 
áreas de superfícies, massas e centroides de regiões mais gerais do que as consideradas 
nos Capítulos 6 e 8, no Volume I. Usaremos também as integrais duplas para calcular 
probabilidades quando duas variáveis aleatórias estiverem envolvidas. 

Veremos que as coordenadas polares são úteis no cálculo de integrais duplas em 
alguns tipos de região. De modo parecido, introduziremos dois novos sistemas de 
coordenadas no espaço tridimensional — coordenadas cilíndricas e coordenadas esféricas 
—, que simplificam muito o cálculo de integrais triplas em certas regiões sólidas que 
ocorrem frequentemente. 
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Integrais Duplas sobre Retángulos 


A tentativa de resolvermos o problema de determinar áreas nos levou à definigáo de integral 
definida. Aplicaremos um procedimento semelhante para calcular o volume de um sólido, e 
este processo nos levará à definição de integral dupla. 


ШЕШ Revisão da Integral Definida 


Antes de tudo, vamos relembrar os fatos básicos relativos à integral definida de funções de uma 
variável real. Se f(x) é definida ema < x < b, começamos subdividindo o intervalo [a, b] em 
n subintervalos [x;-1, x;] de comprimento igual Ax = (b — a)/n e escolhemos pontos de 
amostragem x em cada um desses subintervalos. Assim, formamos a soma de Riemann 


1 Y fa?) Ax 


e tomamos o limite dessa soma quando n — % para obter a integral definida de a até b da fun- 
ção f: 


2 f "69 dx = lim Y fot) Ax 


No caso especial em que f(x) = 0, a soma de Riemann pode ser interpretada como a soma 
das áreas dos retángulos aproximadores da Figura 1 e E (x) dx representa a área sob a curva 
y = f(x) de a até b. 


YA 


FIGURA 1 


ШЕШ Volumes e Integrais Duplas 


De modo semelhante, vamos considerar uma função f de duas variáveis definida em um re- 
tângulo fechado 


К = [a,b] X [c,d] = (х,у) ER a = x « b, c<y<d) 


e vamos inicialmente supor que f(x, y) 2 0. O gráfico de f é a superfície com equação 
z = f(x, y). Seja 5 o sólido que está acima da região А e abaixo do gráfico de f, isto é, 


S = {(x,y,z) E R? |0 < z < f(x, у), (x,y) E R} 


(Veja a Figura 2.) Nosso objetivo é determinar o volume de S. 

FIGURA 2 O primeiro passo consiste em dividir o retângulo R em sub-retângulos. Faremos isso divi- 
dindo o intervalo [a, b] em m subintervalos [x;-1, x;] de mesmo comprimento Ах = (b — a)/m 
e dividindo o intervalo [c,d] em n subintervalos [5;-1, у;] de mesmo comprimento 
Ay = (d — c)/n. Traçando retas paralelas aos eixos coordenados, passando pelas extremida- 
des dos subintervalos, como na Figura 3, formamos os sub-retángulos 
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Ry = Dan X [урау] = |(х,у) | x3 уан) 


cada um dos quais com área АА = Ax Ay. 


(3, Y33) 


> 


0 a XQ X Xa X b х FIGURA 3 
Dividindo R em sub-retángulos 


Ах 


Se escolhermos um ponto arbitrário, que chamaremos ponto de amostragem, (xj, уй), 
em cada R;;, poderemos aproximar a parte de S que está acima de cada R;; por uma caixa re- 
tangular fina (ou “coluna”) com base R;; e altura Р(х, у), como mostrado na Figura 4. (Com- 
pare com a Figura 1.) O volume dessa caixa é dado pela sua altura vezes a área do retângulo 
da base: 


fx. уй) AA 


Se seguirmos com esse procedimento para todos os retângulos e somarmos os volumes das cai- 
xas correspondentes, obteremos uma aproximação do volume total de S: 


3 V e Рой, vi) AA 


1 j=1 


і 


(Veja a Figura 5.) Essa soma dupla significa que, рага cada sub-retângulo, calculamos о va- 
lor de f no ponto escolhido, multiplicamos esse valor pela área do sub-retángulo e então adi- 
cionamos os resultados. 


FIGURA 4 FIGURA 5 


Nossa intuição diz que a aproximação dada em |3 | melhora quando aumentamos os valo- 
res de m e n e, portanto, devemos esperar que 
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O significado do limite duplo na Equação 4 
é que podemos tornar a somatória dupla 
tão próxima quanto desejarmos do número 
V [para qualquer escolha de (x7, у) em 
Rij] tomando m e n suficientemente 
grandes. 


Observe a semelhança entre a Definição 5 
e a definição de integral unidimensional na 
Equação 2. 


Embora tenhamos definido a integral dupla 
dividindo R em sub-retângulos de mesmo 
tamanho, poderíamos ter usado sub-retân- 
gulos R; de tamanhos diferentes. Mas 
então teríamos de garantir que todas as 
dimensões deles tendessem a zero no 
processo de limite. 


4 V= lim X У f(x, yj) АА 


m n>”? i=] j=] 


Usamos a expressão da Equação 4 para definir o volume do sólido S que corresponde à re- 
gião que está abaixo do gráfico de f e acima do retângulo R. (Pode-se mostrar que essa defi- 
nição é coerente com nossa fórmula de volume da Seção 6.2.) 

Limites do tipo que aparecem na Equação 4 ocorrem muito frequentemente, não somente 
quando estamos determinando volumes, mas também em diversas outras situações — como será 
visto na Seção 15.5 — mesmo f não sendo uma função positiva. Assim, faremos a seguinte de- 
finição: 


5| Definição A integral dupla de f sobre o retângulo R é 


m n 


[| £6) 44 = tim Y X fé, y?) АА 


R i=1 j=1 


se esse limite existir. 


O significado preciso do limite da Definição 5 é que рага todo = > 0 existe um inteiro N 
tal que 


mn 


If fix) da — X Xf. vi) АА « 


E i=l j=l 


para todos os inteiros m e n maiores que N e para qualquer escolha de (х, y) em КЁ. 

Uma função f é dita integrável se o limite na Definição 5 existir. É mostrado em cursos 
de cálculo avançado que todas as funções contínuas são integráveis. Na realidade, a integral 
dupla de f existe contanto que f “não seja descontínua demais”. Em particular, se f for limi- 
tada [isto é, existe uma constante M tal que | f(x, у) | < М para todo (x, y) em R], e se f for 
contínua ali, exceto em um nümero finito de curvas suaves, entáo f é integrável em R. 

O ponto de amostragem (хг, y?) pode ser tomado como qualquer ponto no sub-retángulo 
Rij, porém, se o escolhermos como o canto superior direito de R; [ou seja, (x;, уу), veja a Fi- 
gura 3], a expressão da soma dupla ficará mais simples: 


6 | f(x, у) dA = um p S F yj) AA 


R і=1 j=1 


Comparando as Definições 4 e 5, vemos que o volume pode ser escrito como uma integral du- 
pla: 


Se f(x, y) = 0, então o volume V do sólido que está acima do retângulo R e abaixo da 
superfície z = f(x, y) é 


V= [| ros» dA 


A soma na Definição 5, 


Ms 
Ms 


fixi. уу) AA 


Ш 


E 
h 


i=1 j=1 


é chamada soma dupla de Riemann e é usada como uma aproximação do valor da integral du- 
pla. [Observe a semelhança dessa soma com a de Riemann em | 1 | para funções de uma única va- 
riável.] Se f for uma função positiva, então a soma dupla de Riemann representa a soma dos vo- 
lumes das colunas, como na Figura 5, e é uma aproximação do volume abaixo do gráfico de f. 
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Estime o volume do sólido que está acima do quadrado R = [0,2] x [0,2] e y 
abaixo do paraboloide elíptico z = 16 — x? — 2y?. Divida R em quatro quadrados iguais e es- 
colha o ponto de amostragem como o canto superior direito de cada quadrado R;;. Faça um es- 
boço do sólido e das caixas retangulares aproximadoras. 


SOLUÇÃO Os quadrados estão ilustrados na Figura 6. O paraboloide elíptico é o gráfico de к. J x 
f(x,y) = 16 — x? — 2y? e a área de cada quadrado é AA = 1. Aproximando o volume pela 5 п 
soma de Riemann com т = п = 2, temos 0 > 
1 2 x 
2 2 
V= X У f(x, у) ДА FIGURA 6 
i=1 ј=1 
= f(1, 1) AA + (1, 2) AA + f, 1) AA + f(2, 2) AA 
= 13(1) + 7(1)  10(1) + 4(1) = 34 
Esse é o volume das caixas aproximadoras mostradas na Figura 7. mm 


Obtemos melhores aproximações do volume no Exemplo 1 quando aumentamos o número 
de quadrados. A Figura 8 mostra como as colunas começam a parecer mais com o sólido ver- 
dadeiro e as aproximações correspondentes vão se tornando mais precisas quando usamos 16, 
64 e 256 quadrados. Na próxima seção mostraremos que o volume exato é 48. 


Xx 


FIGURA 7 


FIGURA 8 

As aproximações para as somas 

de Riemann do volume abaixo de 

z = 16 — х? — 2y? ficam mais precisas 
()m=n=4,V=41,5 (bm=n=8,V= 44,875 (c)m=n=16, V= 46,46875 quando m e n aumentam. 


Se R = {(х,у)| —1 = x = 1, —2 = y = 2), calcule a integral 


f rm 


SOLUÇÃO Seria muito difícil calcular a integral diretamente da Definição 5, mas, como 
М1 — x? > 0, podemos calcular a integral interpretando-a como um volume. Se 
z = 41 — x?, então x? + 22 = 1 ez > 0, logo a integral dupla dada representa o volume 
do sólido S que está abaixo do cilindro circular x? + z? = 1 e acima do retângulo R. (Veja a 
Figura 9.) O volume de S é a área de um semicírculo com raio uma vez o comprimento do * (1, 0, 0) (0,2,0) ? 
cilindro. Portanto 


FIGURA 9 


If va =x dA = ia (1? X 4 = 2m = 
R 
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> 
х 
FIGURA 10 

Nümero de Aproximação 
sub-retângulos pela Regra do 
Ponto Médio 

1 —11,5000 

4 —11,8750 

16 —11,9687 

64 —11,9922 

256 —11,9980 

1024 —11,9995 


ШШШ A Regra do Ponto Médio 


Os métodos usados para aproximar as integrais de funções de uma variável real (a Regra do 
Ponto Médio, a Regra dos Trapézios, a Regra de Simpson) têm seus correspondentes para in- 
tegrais duplas. Consideraremos aqui somente a Regra do Ponto Médio para integrais duplas. 
Isso significa que usaremos a soma dupla de Riemann para aproximar a integral dupla, na qual 
o ponto de amostragem (х, у) em Ri; é tomado como o ponto central (x;, yj) de R;;. Em ou- 
tras palavras, х; é o ponto médio de [x;-1, x;] e y; é o ponto médio de [y;-1, y;]. 


Regra do Ponto Médio para Integrais Múltiplas 


[[ fe ал = X Y AG, 5) АА 


R i-1 j=1 


onde x; é o ponto médio de [x;-1, x;] e y; é o ponto médio de [ y;-1, уу]. 


anly Оѕе a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o valor da integral 
[la (x — 3y?) dA, onde R=((x,y)|0=<x=<2,1 < y <= 2). 


SOLUÇÃO Usando a Regra do Ponto Médio com m = п = 2, calcularemos f (x, у) = =x- ?, 
no centro dos quatro sub-retângulos mostrados na Figura 10. Logo, x; = DE 2, yi 
У = 1. 1. А área de cada sub- -retângulo é AA = 5. >. Assim, 


ff te = 394A = X X 7.5) АА 


= f(xi, yi) AA + f, у) АА + f(x, yi) АА + f, у) АА 
= f(3,3) АА + f(5, 3) АА + f (5,3) AA  f(5. 1) АА 
(os + Ei + (+ (22); 


= -—2 = 11,875 


Portanto, temos (| (х — Зу?) dA = — 11,875 == 
R 


OBSERVAÇÃO Na próxima seção desenvolveremos um processo eficiente para calcular in- 
tegrais duplas e veremos que o valor exato da integral dupla do Exemplo 3 é — 12. (Lembre- 
-se de que a interpretação da integral dupla como volume só é válida quando a função fé uma 
função positiva. O integrando no Exemplo 3 não é uma função positiva, dessa forma, a inte- 
gral dupla não é um volume. Nos Exemplos 2 e 3 na Seção 15.2, discutiremos como interpretar 
integrais de uma função que não é sempre positiva em termos de volumes.) Se continuarmos 
dividindo cada sub-retângulo da Figura 10 em quatro menores, todos com a mesma forma, ob- 
teremos as aproximações pela Regra do Ponto Médio exibidas no gráfico na margem. Ob- 
serve como esses valores estão se aproximando do valor exato da integral dupla, — 12. 


БЕШ Valor Médio 


Na Seção 6.5, no Volume I, mostramos que o valor médio de uma função f de uma variável 
definida em um intervalo [a, b] é 


1 b 
fma = zc ropa 


De modo semelhante, definimos o valor médio de uma função f de duas variáveis em um re- 
tângulo R contido em seu domínio como 


Ға = f f(x. y) dA 


M 
A(R) > 


onde A(R) é a área de R. 


Se f(x, y) = 0, a equação 


AR) X fuss = || G3) dA 


diz que a caixa com base R e altura fmea tem o mesmo volume que o sólido sob o gráfico de f. 
[Se z — f(x, y) descreve uma regiáo montanhosa e vocé corta os topos dos morros na altura 
еа, então pode usá-los para encher os vales de forma a tornar a região completamente plana. 
Veja a Figura 11.) 


O mapa de contorno na Figura 12 mostra a precipitação de neve, em polegadas, 
no estado do Colorado em 20 e 21 de dezembro de 2006. (O Estado tem a forma de um re- 
tângulo que mede 388 milhas de Oeste a Leste e 276 milhas do Sul ao Norte.) Use o mapa de 
contorno para estimar a queda de neve média em todo o Estado do Colorado naqueles dias. 


SOLUÇÃO Vamos colocar a origem no canto sudoeste do estado. Então, 0 < x < 388, 
0 x y = 276 e f(x, у) é a queda de neve, em polegadas, no local x milhas para leste e y 
milhas para norte da origem. Se R é o retângulo que representa o estado do Colorado, então 
a precipitacáo média de neve no Colorado em 20 e 21 de dezembro foi 


Да = Am [| fos y аА 


onde A(R) — 388 - 276. Para estimarmos o valor dessa integral dupla, vamos usar a Regra do 
Ponto Médio com m — n — 4. Em outras palavras, dividimos R em 16 sub-retángulos de ta- 
manhos iguais, como na Figura 13. A área de cada sub-retángulo é 


ЛА = 4,(388)(276) = 6 693 mi? 
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FIGURA 11 


FIGURA 12 
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FIGURA 13 


Integrais duplas se comportam assim 
porque as somas duplas que as definem se 
comportam dessa forma. 


> 


0 388 * 


Usando o mapa de contorno para estimar o valor de fno ponto central de cada sub-retân- 
gulo, obtemos 


[ло da = Y X G5) АА 


R 
= AA0+154+8+7+2+25+185+11 
+ 4,5 + 28 + 17 + 13,5 + 12 + 15 + 17,5 + 13] 


= (6 693)(207) 
(6 693)(207) 
Logo, med ~ > ^° 12,9 
PEN Ie ^ ^ 388) (276) 
Em 20 e 21 de dezembro de 2006, o Colorado recebeu uma média de aproximadamente 13 po- 
legadas de neve. EE 


HA Propriedades das Integrais Duplas 


Listaremos aqui três propriedades das integrais duplas que podem ser demonstradas como na 
Seção 5.2, no Volume I. Admitiremos que todas as integrais existam. As Propriedades 7 e 8 
são conhecidas como linearidade da integral. 


[| LrG + об da = (| fœ y dA + || g y) da 
8 [|| cf(x, y) dA = c [f f(x, y) dA, onde c é uma constante 


Se f(x, y) = g(x, y) para todo (x, y) em R, então 


o 


[|| f(x, у) аА > If g(x, y) dA 


1. 


LE Exercícios 
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(a) Estime o volume do sólido que está abaixo da superfície 
2 = xy e acima do retângulo 


R=((,9)|0<x<60<y<4 


Utilize a soma de Riemann com т = 3, п = 2 e tome como 
ponto de amostragem o canto superior direito de cada sub-re- 
tângulo. 

(b) Use a Regra do Ponto Médio para estimar o volume do sólido 
da parte (a). 

Se А = [0,4] x [—1, 2], use a soma de Riemann com m = 2, 

n = 3 para estimar o valor de ff, (1 — xy?) dA. Tome os pontos 

de amostragem como (a) os cantos inferiores direitos e (b) como 

os cantos superiores esquerdos dos retângulos. 

(a) Use uma soma de Riemann com m — n — 2 para estimar o 
valor de ||„ xe dA, onde R = [0, 2] х [0, 1]. Tome os pon- 
tos de amostragem como os cantos superiores direitos. 

(b) Use a Regra do Ponto Médio para dar uma estimativa da in- 
tegral do item (a). 

(a) Estime o volume do sólido que está abaixo da superfície 
z = 1 + x! + Зу e acima do retângulo А = [1,2] x [0,3]. 
Use a soma de Riemann com m = n = 2 e escolha os pontos 
de amostragem como os cantos inferiores esquerdos. 

(b) Use a Regra do Ponto Médio para estimar o volume do item 

. (a). 

E dada a tabela de valores de uma função f (x, y) definida em 

К = [0,4] x [2,4]. 

(a) Estime ff, f(x,y) dA utilizando a Regra do Ponto Médio 
comm=n=2. 

(b) Estime a integral dupla com m = n = 4, escolhendo como 
pontos de amostragem os pontos mais próximos da origem. 


E y 20 25 30 95 4,0 
0 3 5 6 4 1 
1 1 2 3 1 1 
2 1 0 =] 1 4 
3 2 2 1 3 = 
4 3 4 2 5 9 


Uma piscina de 8 por 12 metros está cheia de água. A profundi- 
dade é medida em intervalos de 2 metros, começando em um 
canto da piscina, e os valores foram registrados na tabela. Estime 
o volume de água na piscina. 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


0 2 4 6 8 10 12 
0 1 1,5 2 244 2,8 3 
2 1 1,5 2 2,8 3 3,6 
4 1 1,8 | 2,7 3 3,6 4 3,2 
6 1 1,5 2 2,3 2,7 3 2,5 
8 1 1 1 1 1,5 2 2 


7. Seja V o volume do sólido que está abaixo do gráfico de 


f(x, у) = /52 — x? — y? е acima do retângulo dado por 
2 < х < 4,2 x y < 6. Usamos asretas x = Зеу = 4 para di- 
vidir R em sub-retángulos. Sejam L e U as somas de Riemann cal- 
culadas utilizando como pontos de amostragem os cantos infe- 
riores esquerdos e os cantos superiores direitos, respectivamente. 
Sem calcular os números V, L e U, coloque-os em ordem cres- 
cente de valor e explique seu raciocínio. 

A figura mostra curvas de nível da fungáo f no quadrado 
R = [0, 2] х [0,2]. Use a Regra do Ponto Médio com 
m — n — 2 para estimar M Р(х, у) dA. Como você melhoraria 
sua estimativa? 


yA 
2 
4. | 5 67 
Po 
1 
2 
o 
ш. " 
0 1 2 X 


A figura mostra o mapa de contorno de f no quadrado 
R — [0, 4] X [0, 4]. 
(a) Use a Regra do Ponto Médio com m — n — 2 para estimar o 
valor de ffp f(x, y) dA. 
(b) Estime o valor médio de f. 
УА 
4 


10 0 0 10 |20 30 


10 
Meet os 
20 
30 
\ : 
0 2 4 x 
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10. O mapa de contorno mostra a temperatura, em graus Fahrenheit, às 


4 horas da tarde do dia 26 de fevereiro de 2007, no Estado do Co- 
lorado. (O Estado mede 388 milhas de Leste a Oeste e 276 milhas 
de norte a sul.) Utilize a Regra do Ponto Médio com m — n — 4 


para estimar a temperatura média do Colorado nessa hora. 


1. [[,.34A, R=((x,9)|-2<x<21<y<6) 


12. ff (5 – х) 4А, Е = {(х, у) [0<x<5,0<y<3) 


13. [| (4 — 2 4А, R= [0,1] х [0,1] 


14. A integral ffp V9 — y? dA, onde R = [0,4] X [0, 2], representa 
o volume de um sólido. Esboce o sólido. 

15. Utilize uma calculadora programável ou computador (ou o co- 
mando de soma de um SCA) para estimar 


Il JI + xe” dA 


onde R = [0, 1] X [0, 1]. Utilize a Regra do Ponto Médio com os 
seguintes números de quadrados de tamanhos iguais: 1, 4, 16, 64, 
256 е 1 024. 
16. Repita o Exercício 15 para a integral |f. sen(x + yy ) dA. 
17. Se fé uma função constante, f(x, y) = ke R = [а,Ь] X [c, d], 
mostre que 
[le Kk dA = k(b — ad — c). 


18. Use o resultado do Exercício 17 para mostrar que 


1 
0x il sen тх cos ту dA E 


11-13 Calcule a integral dupla, identificando-a antes com o volume R 


de um sólido. 


onde А = [0, 1] x [1,1], 


EM Integrais Iteradas 


Lembremos que geralmente é difícil calcular as integrais de funções de uma variável real di- 
retamente da definição de integral, mas que o Teorema Fundamental do Cálculo fornece um 
método mais fácil para calculá-las. O cálculo de integrais duplas pela definição é ainda mais 
complicado, porém, nesta seção, veremos como expressar uma integral dupla como uma in- 
tegral iterada, cujo valor pode ser obtido calculando-se duas integrais unidimensionais. 

Suponha que f seja uma função de duas variáveis que é integrável no retângulo 
R = [а,Ь] X [c, d]. Usaremos a notação |“ f(x, y) dy significando que x é mantido fixo e 
f(x, y) é integrada em relação a y de y = c até y = d. Esse procedimento é chamado inte- 
gração parcial em relação a y. (Observe a semelhança com a derivada parcial.) Como 
pe f(x, у) dy é um número que depende do valor de x, ele define uma função de x: 


AQ) = | f(x, dy 


Se agora integrarmos a função A com relação à variável x de x = a a x = b, obteremos 


1 Г А(х) dx = Г [ra y) | ах 


A integral do lado direito da Equação 1 é chamada integral iterada. Em geral, os colchetes 
sáo omitidos. Assim, 


[2] IN [7 (х, у) dy dx = |” | f f(x,y) a| dx 


significa que primeiro integramos com relação a y de c a d e depois em relação a x de a até b. 
Da mesma forma, a integral iterada 


3 [({(л»»ав- еза 


significa que primeiro integramos com relação a x (fixando y) de x = aa x = b e em seguida 
integramos a função de y resultante com relação a y de y = c a y = d. Observe que em am- 
bas as Equações, 2 e 3, trabalhamos de dentro para fora. 


BEII Calcule o valor das integrais iteradas 
9 [1 2 2. T3 2 
(a) | [Py dy ax (b) f F xy ax ay 


SOLUÇÃO 
(a) Olhando x como constante, obtemos 


— 2 gt E = 352 
2 2 


Portanto, a função A da discussão precedente é dada рог A(x) = 2x? neste exemplo. Integra- 
mos agora essa função de x de O até 3: 


она ооа 


35 
= (ш 
0 


у=! 


(b) Aqui integraremos primeiro em relação a x: 


Epor pl psa Jo 


y Y 
=|, oydy =o] => 


1 


Observe que no Exemplo 1 obtemos a mesma resposta se integramos primeiro em relagáo 
a y ou a x. Em geral acontece (veja o Teorema 4) de as duas integrais iteradas das Equações 
2 е 3 serem sempre iguais, ou seja, a ordem da integração não é importante. (Isso é semelhante 
ao Teorema de Clairaut sobre as igualdades das derivadas parciais mistas.) 

O seguinte teorema fornece um método prático para calcular uma integral dupla, expres- 
sando-a como uma integral iterada (em qualquer ordem). 


4 | Teorema de Fubini Se f for contínua no retângulo 


R = {(x,y)| a S x S b,c < y < d}, então 


[са = | [ло ay ax = [^ усу) ахау 


R 


De modo mais geral, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada em R, f te- 
nha descontinuidades apenas em um número finito de curvas suaves e que a integral ite- 
rada exista. 


A demonstração do Teorema de Fubini foge ao escopo deste livro, mas podemos ao me- 
nos fornecer uma justificativa razoável de sua validade quando f(x, y) = 0. Lembremos que 
se fé positiva, podemos interpretar a integral dupla [la f(x, у) dA como o volume V do sólido 
S que está acima de R e abaixo da superfície z = f(x, y). Contudo, temos outra fórmula usada 
para calcular volume, vista no Capítulo 6, no Volume I, que é 
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O Teorema 4 tem o nome do matemático 


italiano Guido Fubini (1879 -1943), que 
demonstrou uma versão geral desse 


teorema em 1907. Mas a versão para as 


funções contínuas era conhecida pelo 


menos um século antes pelo matemático 


francês Augustin-Louis Cauchy. 
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FIGURA 1 


Visual 15.2 ilustra o Teorama de 
Fubini mostrando uma animação das 
Figuras 1 e 2. 


FIGURA 2 


Observe a resposta negativa no Exemplo 2; 
não há nada errado com isso. A função f 
não é positiva e a integral não representa 
um volume. Da Figura 3 vemos que, se f 
for sempre negativa em R, o valor da 
integral é menos o volume que está acima 
do gráfico de f e abaixo de R. 


FIGURA 3 


y- | А(х) dx 


onde A(x) é a área da secção transversal de $ em um plano x perpendicular ao eixo x. Você pode 
ver a partir da Figura 1 que A(x) é a área abaixo da curva C cuja equação é z — f(x, y), onde 
x é mantido constante e c = y = d. Portanto, 


AQ) = [fos y) dy 
e temos 


ue ydA=V= Г А(х) ах = Г ros y) dy dx 


Uma argumentação semelhante, usando a secção transversal perpendicular ao eixo y como na 
Figura 2, mostra que 


[|f y da = [ [to y) ax dy 


R 


Calcule a integral dupla ff, (х — 3y?)dA, onde R = {(х, у) |O € x « 2, 
] « y « 2). (Compare com o Exemplo 3 da Secáo 15.1.) 


SOLUÇÃO 1 O Teorema de Fubini nos dá 


J| &- 9044 = [fico = 3y ay ax = [Lo ра 


R 


2 2 
- [ie nam E -n| = —12 
0 2 


0 


SOLUÇÃO 2 Novamente, aplicando o Teorema de Fubini, mas dessa vez integrando com rela- 
cáo a x primeiro, temos 


Il (x = 3y?)dA = lí |; (x — 3y?) dx dy 
‚Гу? х=2 
= | E — 3xy LL dy 
= [0 - ву?)ау = 2у - xy] = -12 = 


Calcule ff, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] х [0, т]. 


SOLUÇÃO 1 Se integrarmos primeiro em relação a x, obteremos 


|| y sentay) dA = |” | y sento) dx dy = |” [cos]; dy 


R 
= Г (—cos 2у + cos у) dy 


= —isen2y + sen y]; =0 
SOLUÇÃO 2 Se invertermos a ordem de integração, obteremos 


If y ѕеп(ху) dA = F Г у ѕеп(ху) dy dx 


R 


Para calcularmos a integral interna, usamos a integração por partes com 


и=у dv = sen(xy) dy 
cos(x 
du — dy = „бш 
х 
у=т 
т cos І l fr 
e, entáo, Í ysen(xy) dy = — уба! ху] | + Í cos(xy) dy 
0 X o x 
T COS TX 1 we 
= — t [sen 5 
х х 
|| тсозтх  SENTX 
х x^ 
Se agora integrarmos o primeiro termo por partes сот и = —1/x e dv = arcos mx dx, obte- 


remos du = dx/x?, v = sen тхе 


T COS TX senz x sen тх 
= dx = = f ;— dx 
х х х? 
TTCOS пх $ептх sen TX 
— + A dx = ————— 
х х х 


2 
| Г y ѕеп(ху) dy dx = |- BEEN d 
1 Јо X i 


Logo, 
e, assim, 


sen 27 
= EE S sen = 0 


EEN Determine o volume do sólido S que é limitado pelo paraboloide elíptico 
x?  2y? + z = 16, pelos planos x = 2 e y = 2 e pelos três planos coordenados. 


SOLUÇÃO Observemos primeiro que S é o sólido que está abaixo da superfície 
z — 16 — x? — 2y? e acima do quadrado R = [0, 2] х [0, 2]. (Veja a Figura 5.) Esse sólido 
foi considerado no Exemplo 1 da Seção 15.1, mas agora temos condições de calcular a inte- 
gral dupla usando o Teorema de Fubini. Portanto, 


y- Il (16 — x? — 2y?)dA = fas — x! — 2y?) dx dy 
R 


No caso especial em que f(x, y) pode ser fatorado como o produto de uma função só de x 
por uma função só de y, a integral dupla de f pode ser escrita de forma particularmente sim- 
ples. Para sermos específicos, suponha que f(x, y) = g(x)h(y) e R = [а,Ь] X [c, d]. Então, 
o Teorema de Fubini nos dá 


[лса = [ f ооло) ахау = |“ | [Lacon | dy 


a 
R 


Na integral interna, y é uma constante, então A(y) é uma constante e podemos escrever 


f Hu gx) hCy) a dy = f С gx) ax) | dy = ү д(х) ах Н h(y) dy 


já que P g(x) dx é uma constante. Portanto, nesse caso, a integral dupla de f pode ser escrita 
como o produto de duas integrais unidimensionais: 
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Para uma função f com valores positivos e 
negativos, |f. f(x, y) dA é a diferença dos 
volumes: V, — У», onde V, é o volume 
acima de R e abaixo do gráfico de f e V; é 
o volume abaixo de R e acima do gráfico. 
O fato de a integral do Exemplo 3 ser O 
significa que os dois volumes V, e Vz são 
iguais. (Veja a Figura 4.) 


FIGURA 4 


No Exemplo 2, as Soluções 1 e 2 são 
igualmente simples, mas no Exemplo 3 a 
primeira solução é muito mais simples que 
a segunda. Portanto, ao calcular uma 
integral dupla, é recomendável escolher a 
ordem de integração que forneça integrais 
mais simples. 


FIGURA 5 
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A função f(x, y) = sen x cos y do 
Exemplo 5 é positiva em R, assim, a 


integral representa o volume do sólido que 


está acima de А e entre o gráfico de f, 
como mostrado na Figura 6. 


q 


[| б) у) da = | 9669 ах [E hO) dy 


onde R = [a, b] X [c,d] 


EXEMPLO 5 Se R = 


[0, 7/2] x [0, 7/2], então, pela Equação 5, 


(| sen x cos y dA = e sen x dx ү" соз y dy 
R 


FIGURA 6 


EM Exercícios 


= [cos x]; D [sen y]; = =1:1=1 = 


1-2 Determine In Р(х, y) dxe hf (x, y) dy. 


1. f(x,y) = 12zy? 


2 Р(х,у) = у + xe 


3-14 Calcule a integral iterada. 
|, | (бх? — 2x) dy dx 

ш (КШ x sen y dy dx 
К [^o + y'cos x) dx dy 
| |; ç T z) dy dx 

11. |, |. vlu — 9) du dv 


13. |, (И r sen?0 de dr 


4. |, IR (49º — 9x2y?) dy dx 
6. P | cos y dx dy 

в |, [Ga dx 
10. [ |, e^*? dx dy 
12. |, p xy /x? + y? dy dx 
M. |, [ з + t ds dt 


15-22 Calcule a integral dupla. 


15. “4 sen(x + y) dA, R = {(x, y) |0 <х=т/2,0 < y < 1/2} 


xy? 
x-1 


-— 
со 


- 
чы 

жї —— >= ss > 

=|= 


mà 
e 
—, 


E 


(у + ху) аА, Ё={(х,у|0=х=2,1=у= 2} 
dA, К = {(х, у) |0=x=1, -3 у 3) 
Ls dA К ={(х,у)|0<х=1,0<у<1} 


[senes + у) аА, К = [0, 7/6] х [0, 7/3] 


KH É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


20. yes dA, К = [0,1] X [O, 1] 
21. il ye" dA, К = [0,2] x [0,3] 
Г: 
22. | 1 dA, R-[L3] X [L2] 
E 1+x+y 


23-24 Esboce o sólido cujo volume é dado pela integral iterada. 
1 fl 
23. |, |, (4 — x — 2y) dx dy 


24. |, |, (2 — x? — y?) dy dx 


25. Determine o volume do sólido que se encontra abaixo do plano 

4х + бу — 2z + 15 = 0 e acima do retângulo 
Е = (х,у) |-1=х=2,-1<у« 1}. 

26. Determine o volume do sólido que se encontra abaixo do para- 
boloide hiperbólico z = 3y? — x? + 2 e acima do retângulo 
R=[-1,1] x [22, 21. 

27. Determine o volume do sólido que está abaixo do paraboloide 
elíptico x?/4 + y?/9 + z = 1 e acima do retángulo 
R=[-1,1] x [22, 21. 

28. Determine o volume do sólido limitado pela superfície 

z = 1 + е* зеп y e pelos planos x = +1, у = 0, у = пе 
z = 0. 
29. Determine o volume do sólido limitado pela superfície 


z = х ѕес?у e pelos planos z = 0, х = 0, х = 2, у = 0e 
y = 7/4. 

30. Encontre о volume do sólido по primeiro octante limitado pelo сі- 
lindro z — 16 — x?e pelo plano y — 5. 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 


SCA 


SCA 


31. 


32. 


33. 


34. 


Determine o volume do sólido limitado pelo paraboloide 
z=2 +x? + (y — 2) e pelos planos z=1,x=1,x=—1, 
y=0ey=4. 

Desenhe o sólido que está entre a superfície z = 2xy/(x? + 1) e 
o plano z =x + 2y e é limitado pelos planos x = 0, х = 2, 
y = 0ey = 4. A seguir, determine seu volume. 

Utilize um sistema de computacáo algébrica para determinar o va- 
lor exato da integral ff, х?у‘е" dA, onde R = [0, 1] X [0,1]. 
Em seguida, use o SCA para desenhar o sólido cujo volume é 
dado pela integral. 

Desenhe o sólido contido entre as superfícies 


cos(x? + y?)ez 22 — x? — y! para |х| = 1, 


x 


q= eo 
|y | = 1. Utilize um sistema de computação algébrica para 
aproximar o volume desse sólido até a quarta casa decimal. 


35-36 Determine o valor médio de f sobre o retângulo dado. 


35. 


f(x, y) = x?y, R possui vértices (— 1,0), (—1, 5), (1, 5), (1,0) 


36. f(x, y) = eyx + e, R= [0,4] x [0,1] 


SCA 


ES Integrais Duplas sobre Regiões Gerais 
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37-38 Utilize a simetria para calcular a integral dupla. 


xy _ "EE 
37. hz к={(х,у)|—1=х=1,0<у<1} 


38. Il (1 + х2 seny + y senx)dA, R=[-7,7]X [77,7] 
R 


39. Utilize seu SCA para calcular as integrais iteradas 


Hiro xy ipi = у 
|, |, (х + yy dy dx E |, |, х + yy dx dy 
Suas respostas contradizem o Teorema de Fubini? Explique o que 
acontece. 
40. (a) Em que aspectos os teoremas de Fubini e Clairaut sáo seme- 
Ihantes? 
(b) Se f(x, y) é contínuo em [a, b] X [c, d] e 


go.» = [ P f6.0 dras 


рага а < x < b,c < y < d, mostre que фуу = gy. = f (x, y). 


Para as integrais de funções de uma variável real, a região sobre a qual integramos é sempre 
um intervalo. Porém, para integrais duplas, queremos integrar a função f não somente sobre 
retângulos, como também sobre uma região D de forma mais geral, como a ilustrada na Fi- 
gura 1. Vamos supor que D seja uma região limitada, o que significa que D pode estar contida 
em uma região retangular R como na Figura 2. Definimos, então, uma nova função F, com do- 
mínio R, por 


Р(х, y) se (х, у) está em D 
1 F(x, y) = Jj _ 
0 se (x, y) está em R mas não em D 
YA YA 
R 
0 x 0 x 
FIGURA 1 FIGURA 2 
Se F for integrável em R, então definimos a integral dupla de f em D por gráfico de f 
| 3 
Y | 
2 (| Р(х, у) dA = [| F(x, y) dA onde F é dada pela Equacáo 1 0 
D R 


A Definição 2 faz sentido porque R é um retângulo e, portanto, ff F(x, y) dA já foi defi- 
nida na Seção 15.1. O procedimento usado é razoável, pois os valores de F(x, y) são O quando 


FIGURA 3 
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(x, y) está fora de D e dessa forma não contribuem para o valor da integral. Isso significa que 
não importa qual o retângulo R tomado, desde que contenha D. 
gráfico de F No caso em que f(x, у) = 0, podemos ainda interpretar ff, f(x, у) dA como o volume do 
V sólido que está acima de D e abaixo da superfície z = f(x, y) (o gráfico de f ). Você pode cons- 
| | tatar que isso é razoável comparando os gráficos de fe F nas Figuras 3 e 4 e lembrando que 
[fx F(x, у) dA é o volume abaixo do gráfico de F. 

A Figura 4 mostra também que F provavelmente tem descontinuidades nos pontos de li- 
mite de D. Apesar disso, se f for contínua em D e se a curva limite de D for “comportada” (em 
um sentido que está fora do escopo deste livro), então pode ser mostrado que [a F(x, y) dA 
existe e, portanto, ds f(x, у) dA existe. Em particular, esse é o caso para os dois tipos de re- 


FIGURA 4 SMS : 
giões listados a seguir. 
Uma região plana D é dita do tipo I se for a região entre o gráfico de duas funções contí- 
nuas de x, ou seja, 
D = {(x, y) |a S x S b, gi) S y S glo) 
onde gı e g» são contínuas em [a, b]. Alguns exemplos de regiões do tipo I estão mostrados na 
Figura 5. 
YA yA yA 
у= 9 (х у=9(%) у= 9(0) 
dos | | | 
| | | | у=д\(Х) | 
| у= 9(% | | у=й@) | | | 
| Los | | = | | > 
0 a b * Of a b i 0) a b zi 


FIGURA 5 Algumas regióes do tipo I 


Para calcularmos [Ip f(x. y) аА quando D é do tipo Т, escolhemos um retângulo 

= [a, b] X [c, d] que contenha D, como na Figura 6, e consideramos a função F definida 

na Equação 1; ou seja, F coincide com f em D e F é O fora da região D. Então, pelo Teorema 
de Fubini, 


qe f | f(x,y) dA = | | F(x, y) dA = Г f FG, y) dy dx 
| у= д\(Х 


Observe que F(x, у) = 0 se y < gi(x) ou y > g»(x) porque (x, y) está fora da região D. Por- 


» 
0 E P » x tanto, 


YA у= 90%) 


FIGURA 6 f F(x, y) dy = 5 Y E(x, y) dy x ! f(x, у) dy 


porque F(x, y) = f(x, y) quando gi(x) < y < g»(x). Portanto, temos a seguinte fórmula, que 
nos permite calcular a integral dupla como uma integral iterada. 


3| Se fé contínua em uma região D do tipo I tal que 


= {(х,у)[а = x =b, ф(х) = y = gan) 


então, fra) da = |’ [O fG y) dy dx 
| | 


A integral do lado direito de |3 | é uma integral iterada semelhante às consideradas na se- 
cáo anterior, exceto que na integral de dentro consideramos x constante náo só em f (x, y), mas 
também nos limites de integracáo gi(x) e g»(x). 


Consideraremos também regióes planas do tipo II, que podem ser expressas como 


4 р = {(х,у)|с = у =, h(y = х < һ(у)} 


onde Л e Л» são contínuas. Essas duas regiões estão ilustradas na Figura 7. 
Utilizando o mesmo método que usamos para estabelecer |3 |, podemos mostrar que 


[ream = [st as 


D 


onde D é uma região do tipo II dada pela Equação 4. 


BEW] Calcule ff, (x + 2y) dA, onde D é a região limitada pelas parábolas у = 2x? e 
y=1+x2 
SOLUÇÃO As parábolas se interceptam quando 2x? = 1 + x?, ou seja, x? = 1, logo, x = +1. 


Observamos que a região D, ilustrada na Figura 8, é uma região do tipo I, mas não do tipo II, 
e podemos escrever 


р ={(х,у)|—1=х<=1,‚2х%*<=у<1 +x} 


Como o limite inferior é у = 2x? e o superior é у = 1 + x?, a Equação 3 leva a 


Il (x + 2y) dA = HL LS (x + 2y) dy dx 
D 
= Г, [ху + у} е ax 


= [ba * x») + (1 + xy — x3) — Qx*y Jas 


= [ (art = x? + 2х°+ х + 1) dx 


OBSERVAÇÃO Quando escrevemos uma integral dupla como no Exemplo 1, é essencial dese- 
nhar um diagrama. Frequentemente é útil desenhar uma seta vertical, como na Figura 8. Assim, 
os limites de integração da integral de dentro podem ser lidos do diagrama desta forma: a seta 
começa na fronteira inferior y = gi(x), que fornece o extremo inferior da integral, e termina na 
fronteira de cima у = g»(x), que dá o extremo superior de integração. Para uma região do tipo 
IL, a seta é desenhada horizontalmente da fronteira esquerda para a fronteira direita. 


БИЛЕЙ Determine o volume do sólido que está abaixo do paraboloide z = х? + у?е 
acima da região D do plano xy limitada pela reta y = 2x e pela parábola y = x?. 


SOLUÇÃO 1 Da Figura 9 vemos que D é uma região do tipo I e 


D=((xy)|0<x<2, ху 2x) 
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FIGURA 7 
Algumas regiões do tipo II 


+ 1 * 


FIGURA 8 


FIGURA 9 
D como uma região do tipo I 
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Portanto, o volume abaixo de z = x? + y? e acima de D é 


V= (| (x? + у?) dA = IN m (x? + y?) dy dx 
D 


А з p А 2xY 233 
-f xy + — dx = | Ha Еа 45 dx 
0 3 |. 0 3 3 


у=х 


- f oo, Мх ro ox nl 216 
x = === eb dx = =— — — + — => 
3 3 21 5 


FIGURA 10 


Пои SOLUÇÃO 2 Da Figura 10, vemos que D pode ser descrita como uma região do tipo П: 


р={(х,)|0<у=<4,у<х= уу} 


Logo, outra expressáo para V é 


а ру 
v= || (+? + y?) 44 = [ FG? + у) ахау 
А Figura 11 mostra о sólido cujo volume ё D d 
calculado no Exemplo 2. Ele está acima do 


; : 3 x=yy 3/2 3 3 
plano xy, abaixo do paraboloide 4| x? а [у y y 
z = x° + y? e entre o plano у = 2xeo -f de dy = | HOP CM E dy 


cilindro parabólico y — x?. pL? x-iy 0 3 ES 
2 2 13 4]4 216 
= ду? + 397 – йу = 58 1 
МУ i A / 
LZ TIT [343 [d El Calcule Me xy dA, onde D é a regiáo limitada pela reta y — x — 1 pelas pará- 
ZZ 


A bola y? = 2x + 6 
| SOLUÇÃO A região D é mostrada na Figura 12. Novamente, D pode ser vista tanto como uma 
região do tipo I como uma região do tipo II, mas a descrição de D como região do tipo I é 
FIGURA 11 mais complicada, porque o limite inferior é constituído de duas partes. Portanto, preferimos 
expressar D como uma região do tipo II: 


р = {к,у)|-2 у 4, 12-3 «ху 1) 


YA 


ERT 


FIGURA 12 (a) D como uma região do tipo I 


Então, [5] dá 


оа онн" а 
| | E =; 3 


-ipflo + D- (1º - 37]ay 


[4 y 
=:[ qto 1 2" – 8 ау 
-2 


1| y y? І 
Sr yr dy = 36 
20.24 XL 


Se tivéssemos expressado D como uma região do tipo I usando a Figura 12(a), obteríamos 


-1 (/2x+6 5 (516 
Il xy dA = ү, | эст D dy dx + E y xy dy dx 
D 


mas isso daria muito mais trabalho que o outro método. mmm 


EEN Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos x + 2y + z = 2, x = 2y, 
x=0ez=0. 


SOLUÇÃO Em uma questão como essa, é prudente desenhar dois diagramas: um do sólido tri- 
dimensional e outro da regiáo plana D sobre a qual o sólido se encontra. A Figura 13 mos- 
tra o tetraedro T limitado pelos planos coordenados x = 0, z = 0, pelo plano vertical x = 2y 
e pelo plano x + 2y + z = 2. Como o plano x + 2y + z = 2 intercepta o plano xy (cuja 
equação é z = 0) na reta x + 2y = 2, vemos que T está acima da região triangular D no 
plano xy limitado pelas retas x = 2y, x + 2y = 2e x = 0. (Veja a Figura 14.) 

O plano x + 2y + z = 2 pode ser escrito como z = 2 — x — 2y, de modo que o volume 
pedido está sob o gráfico da função z = 2 — x — 2y e acima de 


D=((xy)|0<x<1,x/2<y<1-x/2) 


Portanto, 


у= [@-х—2›) da = | | (2 — x — 2y) dy dx 
D 


0 


y=1-x/2 


= |, [2y TXY y | ах 


1 X xV x? x? 
= | 2—x-x|l1 1 x + + ах 
0 2 2 2 4 


1 


? 1 
= | а 2х + ас 5-а + х ==> Ea 
0 3 y 3 


Calcule a integral iterada f! (! sen(y?) dy dx. 
g Jo Jx уау 


SOLUCAO Se tentarmos calcular a integral na forma pela qual ela se apresenta, teremos ini- 
cialmente de resolver o problema de calcular f sen( y?) dy. Mas isso é impossível de fazer em 
termos finitos, uma vez que f sen( y?) dy não é uma função elementar. (Veja o final da Seção 
7.5.) Precisamos então mudar a ordem de integração, o que pode ser conseguido escrevendo- 
-se inicialmente a integral iterada dada como uma integral dupla. Usando |3| na ordem 
inversa, temos 


Hapori mtn 


onde D=l(x,y|0<x=<1,x<y<1) 


Esbocamos essa regiáo D na Figura 15. Entáo, da Figura 16, vemos que um modo alternativo 
de descrever D é 


C 
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x=2y 


x+2y=2 
(ou y = 1 — x/2) 


FIGURA 14 


» 
X 
FIGURA 15 
D como uma região do tipo I 
y 
1 
x=0 
> 
0 х 


FIGURA 16 
D como uma região do tipo II 


=y 
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Isso nos permite usar |5 | para exprimir a integral dupla como uma integral iterada na ordem 
reversa: 


|, f sen(y?) dy dx = If sen( y?) dA 
= (А [Н sen(y?) dx dy = | [eseng dy 
= I y sen(y?) dy = —¿ cos(y?)l, 


= (1 — cos 1) EE 


ШШШ Propriedades das Integrais Duplas 


Suponha que todas as seguintes integrais existam. As primeiras três propriedades das integrais 
duplas sobre uma região D seguem imediatamente da Definição 2 desta seção e das Proprie- 
dades 7,8 e 9 da Seção 15.1. 


o 


[| La) + 91.91] da = || у(х, у) da + [асе y) da 


ч 


Il cf(x, y) dA = c || ft, y) dA 


Se f(x, y) = g(x, y) para todo (x, y) em R, então 


[bros y) dA > If g(x, y) dA 


yA 
D 
A próxima propriedade de integral dupla é semelhante à propriedade de integral de uma 
função de uma variável real, dada pela equação |? f(x) dx = |© f(x) dx + |? f(x) dx. 
0 > Se D = Р, U Р, onde D, e D»; não se sobrepõem exceto talvez nas fronteiras (veja a Fi- 
gura 17), então 
FIGURA 17 


3 |. у) da = || ух, y da + || fŒ) ад 


A Propriedade 9 pode ser usada para calcular integrais duplas sobre regiões D que não sejam nem 
do tipo I nem do tipo II. A Figura 18 ilustra esse procedimento. (Veja os Exercícios 55 e 56.) 


FIGURA 18 (a) D não é do tipo I nem do tipo II. (b D =D, U D,, D, é do tipo I, D, é do tipo II. 


A próxima propriedade de integrais diz que, se integrarmos a função constante f(x, y) = 1 
sobre uma regiáo D, obteremos a área de D: 


10 [| 144 = AD) 


A Figura 19 ilustra рог que a Equacáo 10 é verdadeira: um cilindro sólido, сија base ё Dea 
altura é 1, tem volume A(D) - 1 = A(D), mas sabemos que também podemos escrever seu vo- 
lume como ff, 1 dA. 

Finalmente, podemos combinar as Propriedades 7,8 e 10 para demonstrar a seguinte pro- 
priedade. (Veja o Exercício 61.) 


1 


= 


Se m < f(x, y) « M para todo (x, y) em D, então 


mA(D) « f | f(x, y) 4А < MA(D) 


BaN Utilize a Propriedade 11 para estimar a integral ff, e'*" **"" dA, onde D é o disco 
com centro na origem e raio 2. 


SOLUÇÃO Como —1 < sen x «le —1 < cos y < 1, temos —1 < sen x cos y < 1 e, por- 
tanto, 


e! < eSnxcosy < e! —e 


Assim, usando m = е! = l/e, M = ee A(D) = 1r(2) na Propriedade 11, obtemos 


een ДА < 4те = 


IN 
=> 


1-6 Calcule a integral iterada. 
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FIGURA 19 
Cilindro com base D e altura 1 


(a) do tipo I, mas náo do tipo II 


Jy >» 1 [2 
wf Po “dx dy 2. [ E (x — y) dy dx (b) do tipo II, mas não do tipo I 
1 2 роу 12. Desenhe um exemplo de uma regiáo que seja 
A . (1 + 2y) dy dx * | | panas (a) tanto do tipo I quanto do tipo II 


0 


E 


© |, Ü cos(s?) dt ds 6. |, [ М1 — v? du dv (b) nem do tipo I nem do tipo II 
ubi 13-14 Expresse D como a região do tipo Ге também como uma região 


do tipo II. Em seguida, calcule a integral dupla de duas maneiras. 


7-10 Calcule a integral dupla. 


|y a, D=(.)]-1<y<1,-y-2<x<y) 


D 
| — da, D = {(x,y) |0 S x< 1,0 Sy <x} 
5x*1 


13. Il x dA, D é limitada pelas retas y = x,y = 0, х = 1 
D 


1. Il xy dA, D é limitada pelas curvas у = x?, y = 3x 
D 


9. Il xdA, р = {(х,у) |0 x < 7,0 < y < sen x} 15-16 Defina as integrais iteradas para ambas as ordens de integracáo. 


S 


10. [he aa, D=((x,y)|1<x=<e,0<y<Inx) por que ela é mais fácil. 


S 


11. Desenhe um exemplo de uma regiáo que seja 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


Então, calcule a integral dupla usando a ordem mais fácil e explique 
15. [| yaa. D é limitada por y = x — 2, x = y? 
D 


KH É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA| É necessário usar um sistema de computação algébrica 
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16. [| у?е” dA, D é limitada por y = x, y = 4, x = 0 


D 


17-22 Calcule a integral dupla. 


17. [| x cos y dA, D é limitada por y =0,y = 0,х = 1 


D 

18. | (х2 + 2y) dA, D é limitada por y = х,у = xX, x > 0 
p 

19. il y? dA, D é a região triangular com vértices (0, 1), (1, 2), (4, 1) 
D 

20. il ху? аА, Délimitada por x = 0ex = yl — y? 
D 

21. | | (2x — y) dA, D é limitada pelo círculo de centro na origem e 
raio 2 


22. 2x dA, D é a região triangular com vértices (0, 0), (1, 2) e 
(0, 3) 


23-32 Determine o volume do sólido dado. 


23. Abaixo do plano x — 2y + z = 1 e acima da região limitada por 
x+y=lex +у= 1 

24. Abaixo da superfície z = 2x + y? e acima da região limitada por 
х= уех = y 

25. Abaixo da superfície z = xy e acima do triángulo e vértices (1, 1), 
(4, D) e (1, 2) 

26. Limitado pelo paraboloide z = x? + 3y? e pelos planos x = 0, 
y=1y=xz=0 

21. Limitado pelos planos coordenados e pelo plano 
3x+2y+2=6 

28. Limitado pelos planos z =x,y=x,x+y=2ez=0 

29. Limitado pelos cilindros z = x?, y = x? e pelos planos z = 0, 
y=4 

30. Limitado pelo cilindro y? + z? = 4 e pelos planos x = 2y, x = 0, 
z = 0 no primeiro octante 

31. Limitado pelo cilindro x? + y? = 1 e pelos planos y = z, x = 0, 
z = 0 no primeiro octante 

32. Limitado pelos cilindros x? + y? = ey + 22 = г 

33. Utilize uma calculadora gráfica ou um computador para estimar 


a coordenada x dos pontos de intersecção da curva y = x* e 


М 


М 


у= 3x — x’. Se D é a região limitada por essas curvas, estime 
[fp x dA. 


34. Encontre o volume aproximado do sólido no primeiro octante li- 


mitado pelos planos y = x, = 0 ez = x e pelo cilindro 


y — cos x. (Utilize uma ferramenta gráfica para estimar os pon- 
tos de intersecção.) 
35-36 Determine o volume do sólido por subtração de dois volumes. 
35. O sólido limitado pelos cilindros parabólicos y MID 
2=2,2x+2y—-z+10=0 
36. O sólido limitado pelo paraboloide cilíndrico y = x? e pelos pla- 


у = ж — 1 e pelos planos x + y + 


nosz=3y,2=2+y 


37-38 Esboce o sólido cujo volume é dado pela integral iterada. 


"h | o (1 =x — y)dy dx " |, Ios (1 — x) dy dx 


39-42 Use um sistema de computação algébrica para determinar o vo- 
lume exato do sólido. 


SCA 


39. Abaixo da superfície z = x?y* + xy? e acima da região limitada pe- 
las curvas y = х? — x e y = x + x para x > 0 

40. Entre os paraboloides z = 2x? + y? ez = 8 — x? — 2y? e dentro 
do cilindro à + y? = 1 

41. Limitado prz = 1 – 2 — y'ez-0 

42. Limitado por z ^ x? + y ez = 2y 


43-48 Esboce a região de integração e mude a ordem de integração. 


43. |, | Р(х, y) dy dx 4. LE Р(х, y) dy dx 


arras [Urra 


47. |; [е у) dy dx 48. [i | Р(х, у) dy dx 


49—54 Calcule a integral trocando a ordem de integracáo. 


49. |, [fee dy 50. jo E cos(x?) dx dy 


E p ВЕЕ iydi 


s. (* (2 — 
JO J x y +1 


52. p [и е“ dy dx 
53. |, no , COS x МТ + cos?x dx dy 


54. [ [И e" dx dy 


55-56 Expresse D como a união de regiões do tipo I ou do tipo II e cal- 
cule a integral. 
55. [[x^aA 


D 


52. [| yaa 
D 


=Y 


+ 


57-58 Use a Propriedade 8 para estimar o valor da integral. 


57. | | e У dA, О é o quarto de círculo com centro na origem e 
9 1 
raio 5 no primeiro quadrante 


58. | | зеп“ (х + y) dA, T é o triángulo limitado pelas retas у = 0, 


T 
y=2xex=1 


59-60 Encontre o valor médio de f na região D 
59. f(x, y) = xy, Dé o triángulo com vértices, (0, 0), (1, 0) e (1, 3) 
60. f(x,y) = x sen у, Dé limitada pelas curvas y = 0, у = x?ex—- 1 


61. 
62. 


Demonstre a Propriedade 11. 
No cálculo de uma integral dupla sobre uma região D, obtivemos 
uma soma de integrais iteradas como a que segue: 


[оа = | Pro» ахау + | ло, у ахау 


Esboce а regiáo D e expresse а integral dupla como uma integral 
iterada com ordem de integração contrária. 
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63-67 Use a geometria ou simetria, ou ambas, para calcular a integral 65. 


dupla. 


63. | (x + 2) 4А, D = ((x,9) |0 sys М9 = x] 
| 67. 

64. | ХЕ — x -y dA, D é o disco com centro na origem e raio А À 
D 


(2х + 3y) dA, D é o retângulo 0 <x<a,0<y<b 


D 

66. | (2 xh? + уеп х) dá, Р = (xy |х| <|у| = 
D 
Il (ах? + b + ү/а — x) dA, D = [-а,а] X [-b,b] 
D 
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SCA| 68. Desenhe o sólido limitado pelo plano x + y + z = 1 e pelo pa- 


raboloide z = 4 — x? — y? e determine seu volume exato. (Uti- 
lize seu SCA para fazer esse desenho, para achar as equações dos 
limites da região de integração e para calcular a integral dupla.) 


ES Integrais Duplas em Coordenadas Polares 


Suponha que queiramos calcular a integral dupla [la f(x, y) dA, onde R é uma das regiões mos- 
tradas na Figura 1. Em qualquer dos casos, a descrição de R é complicada em coordenadas re- 
tangulares, mas a descrição de R fica mais fácil utilizando-se coordenadas polares. 


YA YA 
xX+y =l x +y=4 
R 
> 
X 
o[ | E 
x+y =l 
FIGURA 1 (a) R=((1,0) |0=r<1,0<=0<27) (b R=((r, 0) |1=r=<2,0=<0=< 71) 


Lembre-se, a partir da Figura 2, de que as coordenadas polares (r, 0) de um ponto estáo 


relacionadas com as coordenadas retangulares (x, y) pelas equações y^ 
г? = х? + y? x=rcos 0 y=rsen6 
(Veja a Seção 10.3.) 
As regiões da Figura 1 são casos especiais de um retângulo polar у; 


R=I((r.0)la<r<ba< 0 « в} 


que é apresentado na Figura 3. Para calcularmos a integral dupla Jfr f(x, y) dA, onde R é um 
retângulo polar, dividimos o intervalo [a, b] em m subintervalos [r;-1, ғ; | de larguras iguais 
Ar = (b — a)/m e dividimos o intervalo [o, 8] em n subintervalos [6;-,, 6] de larguras 
iguais АӨ = (B — o)/n. Então, os círculos г = r;e os raios Ө = 0; dividem o retângulo po- 
lar R nos retângulos polares menores R;; mostrados na Figura 4. 


FIGURA 2 
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FIGURA 3 Retángulo polar FIGURA 4 Divisão de R em sub-retângulos polares 


O “centro” do sub-retângulo polar 
Rj= le. 0) | Ti m FE г, 0-1 = 0 < ө} 


tem coordenadas polares 


== 20-1 rr) ar = UN + 6) 


Calculamos a área de R;; usando o fato de que a área de um setor de círculo de raio ге ângulo 
2d : р ў H 

central 0 é 5120. Subtraindo as áreas de dois desses setores, cada um deles com ángulo cen- 

tral A0 = 0; — 0;-1, descobrimos que a área de R;; é 


AA; = sr? A0 — ут? ДӨ = 5 (r? — rèi) AO 
= (r; + ri-i)(ri = ria) ДӨ = гў Ar A0 


Apesar de termos definido a integral dupla Jfr f(x, y) dA em termos de retângulos conven- 
cionais, podemos mostrar que, para as funções contínuas f, obtemos a mesma resposta usando re- 
tángulos polares. As coordenadas retangulares do centro de R;; são (r? cos 07, r* sen 07), por- 
tanto, uma soma de Riemann típica é 


m n m n 


У Y fr cos 05, гё sen 0º) ЛА; = Y Y frt cos 0, гё sen 0º) r* Ar A0 


i=1 ¡=1 i=1 ¡=1 


mb 


Se escrevermos g(r, 0) = rf(r cos Ө, r sen 0), a soma de Riemann na Equação 1 pode ser rees- 
crita como 


s 


bi g(r?, Ө?) Ar АӨ 
i-1 ¡=1 


ll 


que é a soma de Riemann para a integral dupla 


MEC 0) dr de 


Portanto, temos 


mn 


f | f(x, y) dA = lim Y Y f(r* cos 0%, г? sen Ө?) AA; 
R mn i=] j-] 


m n 


= lim У Y g(rf, Ө) Ar A0 = NA g(r, 0) dr do 


m,n-?? i=] ¡=1 
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= [É | flrcos 6, r sen 0) r dr do 


2 | Mudança para Coordenadas Polares em uma Integral Dupla Se fé contínua no retân- 
gulo polar А dado рог 0 Sa Sr <р, а = 0 < В, опіе0 < В — a < 27, então 


[| ro» dA — (И Pro cos 6, r sen 0) r dr do 


R 


A fórmula em |2| diz que convertemos coordenadas retangulares para coordenadas pola- 


res em uma integral dupla escrevendo x = r cos 0 e y = r sen 0, usando os limites de inte- 
gração adequados para r e Өе substituindo dA por r dr d6. Cuidado para não esquecer o fator A 
adicional r no lado direito da Fórmula 2. Um método clássico para se lembrar disso está na 
Figura 5, onde podemos pensar nos retângulos polares “infinitesimais” como retângulos con- 
vencionais com dimensões r d0 e dr e, portanto, com “área” dA = r dr аб. 


dA 
dos, 
dr 
E 
ГТ r d 
Е 
22 
or á FIGURA 5 


BERTA Calcule Jfr (3x + 4y?) dA, onde R é a região no semiplano superior limitada 
pelos círculos x? + y? = lex? + y? = 4. 


SOLUÇÃO A região R pode ser descrita como 
R ={(х,у) | y 20, 1< x? y? « 4] 


É a metade do anel mostrado na Figura 1(b), e em coordenadas polares é dado por 1 < г « 2, 
0 x 0 x т. Portanto, pela Fórmula 2, 


Il (Зх + 4y?)dA = | IN (3r cos 0 + 4r? sen?0) r dr do 
R 


= | Iê (3r? cos + Ar? sen?0) dr do 


Aqui usamos a identidade trigonométrica 


= IN [r^ cos 0 + r* seno]? do = [М (7 cos 8 + 15 sen*0) do i 
А б ѕеп20 = 5 (1 — cos 20) 


Veja a Seção 7.2, no Volume |, para infor- 


EM Г [7 cat Bn =: 26)] do mações sobre a integração de funções 
0 A trigonométricas. 


1 1 7] 
"rm d 
2 4 P 


БЕЛЛ Determine o volume do sólido limitado pelo plano z = 0 e pelo paraboloide 
2=1-x- y, 


SOLUÇÃO Se tomarmos z = 0 na equação do paraboloide, obteremos x? + y? = 1. Isso signi- 
fica que o plano intercepta o paraboloide no círculo x? + y? = 1 e o sólido está abaixo do 
paraboloide e acima do disco circular D dado por x? + y? « 1 [veja as Figuras 6 e 1(a)]. Em 
coordenadas polares, D é dado por 0 < r = 1,0 < 0 < 27. Como 1 — x? — y? =1 - r?, 
o volume é 
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у= || -x = ja = | f (1 = r')rdrdo 


2 1 
_ (rm AN _ ror т 
=f do | aid 2 5 а 2 


Se trabalhássemos com coordenadas retangulares em vez de coordenadas polares, obteríamos 


FIGURA 6 Z _ 2 _ 42 =(! а 204 
V Il (1 = x? — y2)dA E sa co y?) dy dx 
D 
que não é fácil de calcular, pois envolve determinar [(1 — x^)? dx. [=] 


O que fizemos até aqui pode ser estendido para tipos de região mais complicados, como 
o mostrado na Figura 7. Isso é semelhante à região com coordenadas retangulares do tipo II 
vista na Seção 15.3. De fato, combinando a Fórmula 2 desta seção com a Fórmula 15.3.5, ob- 
temos o seguinte. 


w 


Se f é contínua em uma região polar da forma 


=((r,0)| о 6« B, h(0) < г < h0} 


_ [8 (149) 
então | Р(х, у) dA | lo f(r cos 0, r sen 0) r dr do 


Em particular, tomando f(x, у) = 1, ^.(0) = Ое hx(0) = h(0) nessa fórmula, vemos que 
a área da região D limitada рог 0 = а, 0 = Ber = h(0)é 


(0) 


FIGURA 7 
D={(r, 0) |œ < 05 B, h(0)<r<h(0) A(D) = Il 14А = | P" r dr d0 
D 


„Евин 


que coincide com а Fórmula 10 4.3. 
ЗЛЕ Use a integral dupla para determinar a área contida em um laço da rosácea de 
quatro pétalas r — cos 28. 


SOLUÇÃO Do esboço da curva na Figura 8, vemos que um laço da rosácea de quatro pétalas 
corresponde à região 


D = {(r, 0) | -7/4 < 0 < т/4, 0 <r < cos 20} 


Então, a área é 


A(D) = | ДА = ү (ra 20 


7/4 E r] e т/4 2 
FIGURA 8 = [1 d0 =! d cos?20 10 


т/4 


= 38 (1 + cos 46) 40 = 1[0 + 1sen46]77, = — E 
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EEN Determine o volume do sólido que está sob o paraboloide z = x? + y?, acima 
do plano xy e dentro do cilindro x? + y? = 2x. 
SOLUÇÃO O sólido está acima do disco D cujo limite tem equação x? + y? = 2x ou, após 
completar os quadrados, 
(x—1?4y?!-1 
(Veja as Figuras 9 e 10.) 
YA 7 
(x— 1)? + у? =1 
(ou r —2 cos 0) 
0 х x SE 
х 
y 
FIGURA 9 FIGURA 10 
Em coordenadas polares, temos х? + y? = r? e x = r cos 0, assim, o limite circular fica 
г? = 2r cos 0 ou г = 2 cos Ө. Portanto, o disco D é dado por 
р = {(r, 0) | -7/2 < 0 € m/2, 0 = г < 2cos 0) 
e, da Fórmula 3, temos 
i B А Т E 2cos 0 
v= [оа + у) ал = |" C7 rrdrdo=| Z) do 
—m/2 JO -7/2 4 0 
D 
m/2 7/2 1/2 1 + cos 20 2 
= 4 [7^ costodo= 8 [^ costo do = 8 |" (==) do 
—т/2 0 0 2 
7/2 1 
= 2 f [1 + 2cos 20 + 5(1 + cos 40)] d0 
3 : 1 т/2 3 T 37 
= 2[50 + ѕеп20 + ;sen40], = 2 = = 
2 2 2 
ES Exercícios 
1-4 Uma região R é mostrada. Decida se você deve usar coordenadas 3. vi 
polares ou retangulares, e escreva n Р(х, у) dA como uma integral 6 
iterada, onde f é uma função qualquer contínua em R. З 
1. YA 2. 
4 > 
D 0 Xx 
0 4 x 


5-6 Esboce a regiáo cuja área é dada pela integral e calcule-a. 


5. p | А r dr de 6. E |, "^^ r dr dg 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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7-14 Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas polares. 


7. [[,x2y dA, onde D é a metade superior do disco com centro na 


ur 
origem e raio 5 

8. ff Ох — y) dA, onde R é a região do primeiro quadrante limitada 
pelo círculo x? + y? = 4easretasx = Оеу = х 


9. ff, sen(x? + y?) dA, onde R é a região do primeiro quadrante en- 
tre os círculos com centro na origem e raios 1 e3 


2 


10. 11, т у^ onde R é a região que fica entre os círculos 
Py 
*+y=04ex+y=bcom0<a<b 
11. So =? dA, onde D é a região limitada pelo semicírculo 
х = ү4 — y? еоеіхоу 
12. Ih» cos x + Y! dA, onde D é o disco com centro na origem e 


raio 2 
13. ff, arctg( y/x) dA, onde 


R=((x,y)|1=x7+y?=4,0=<y< x) 


14. So x dA, onde D é a região no primeiro quadrante que se encon- 


tra entre os círculos x? + y? = 4ex? + y? = 2x 


15-18 Utilize a integral dupla para determinar a área da região. 

15. Um laco da rosácea r — cos 30 

16. A região limitada por ambos os cardioides r = 1 + соѕ0 е 
т = 1 —cos0 

17. A região dentro do círculo (x — 1) + y? = 1 e fora do círculo 
ё + у? = 1 

18. A região dentro do círculo r = 1 + соз Ө e fora do círculo 


т = 3 соѕ Ө 


19-27 Utilize coordenadas polares рага determinar o volume do só- 
lido dado. 

19. Abaixo do cone z — Vx + y? e acima do disco x? + y? < 4 
20. Abaixo do paraboloide z = 18 — 2x? — 2y? e acima do plano xy 
21. Limitado pelo hiperboloide —x? — y? + z? = 1 e pelo plano 

z=2 

22. Dentro da esfera x? + y? + z? = 16 e fora do cilindro x? + 
23. Uma esfera de raio a 


y=4 


24. Limitado pelo paraboloide z = 1 + zx? + zy? e pelo plano z = 7 
no primeiro octante 

25. Acima do cone z = yx? + y? e abaixo da esfera 
xX +y+2=1 


26. Limitado pelos paraboloides z = 3x? É 


2 


F3ylez-4—x—y 
21. Dentro tanto do cilindro x? + y? = 4 quanto do elipsoide 


40 + 4y? + 2 = 64 


28. (a) Uma broca cilíndrica de raio rı é usada para fazer um furo que 
passa pelo centro de uma esfera de raio r;. Determine o vo- 
lume do sólido em formato de anel resultante. 

(b) Expresse o volume da parte (a) em termos da altura Л do anel. 
Observe que o volume depende somente de h e não de rı ou r2. 

29-32 Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coordena- 

das PT 


23. Er 9—1 sen? + y?) dy ах 30. FE — x ^y dx dy 


“Ye + y? dy dx 


31. Г ” (x + y) dx dy 32. | pee 


33-34 Expresse a integral dupla em termos de uma integral unidi- 
mensional com relação a r. Em seguida, use a calculadora para ava- 


liar a integral correta com quatro casas decimais. 
33. КА e* *** dA, D onde está о disco com centro na origem е raio 1 
So ff xy Tx ry + x^ + y" dA, onde D é a porção do disco 


x? + y? < 1 que fica no primeiro quadrante 


35. Uma piscina circular tem diâmetro de 10 metros. A profundidade 
é constante ao longo das retas de leste para oeste e cresce linear- 
mente de 1 metro na extremidade sul para dois metros na extre- 
midade norte. Encontre o volume de água da piscina. 

36. Um pulverizador agrícola distribui água em um padrão circular 
de 50 m de raio. Ele fornece água até uma profundidade de e” 
metros por hora a uma distância de r metros do pulverizador. 
(а) Se0 < R = 

hora para a região dentro do círculo de raio R centrada no pul- 


50, qual a quantidade total de água fornecida por 


verizador? 
(b) Determine uma expressáo para a quantidade média de água 
por hora por metro quadrado fornecida à região dentro do cír- 
culo de raio R. 
37. Encontre o valor médio da função f(x, у) = 1//X + y na região 
x 22, опіе0 <a « b. 


38. Seja D o disco com centro na origem e raio a. Qual é a distáncia 


anular а? « x? + y? 


média dos pontos em D em relacáo à origem? 
39. Utilize coordenadas polares para combinar a soma 


MS m = xy dy dx + |" [oo dva + f. pos 


em uma ünica integral dupla. Em seguida calcule essa integral du- 


(Xy dy dx 


pla. 
40. (a) Definimos a integral imprópria (sobre todo o plano R?) 


1 [[ eas ли. 
| 


= lim | cn ДА 


a>” y 


Da 
onde D, é o disco com raio a e centro na origem. Mostre que 
f f edda = т 


(b) Uma definição equivalente da integral imprópria da parte (a) é 


| fe о? dA = lim [| et") dA 
R ddr? 
onde S, é o quadrado com vértices (+a, +a). Use isto para 


mostrar que 


—% 


I" e dx E e dy = п 
(с) Deduza que 
E e" dx = Ут 
(d) Fazendo a mudança de variável t = 2 x, mostre que 
И e"? qx = a 


(Esse é um resultado fundamental em probabilidade e esta- 
tística.) 
41. Utilize o resultado do Exercício 40, parte (c), para calcular as se- 
guintes integrais. 


(a) [ xe dx (b) |, Vx e^ dx 


LJ Aplicacóes de Integrais Duplas 
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Já vimos uma aplicação da integral dupla: o cálculo de volumes. Outra aplicação geométrica 
importante é a determinação de áreas de superfícies, o que será feito na próxima seção. Nesta 
seção, vamos explorar as aplicações físicas, tais como cálculo de massa, carga elétrica, cen- 
tro de massa e momento de inércia. Veremos que essas ideias físicas também são importan- 
tes quando aplicadas a funções densidade de probabilidade de duas variáveis aleatórias. 


БЕШ Densidade e Massa 


Na Seção 8.3, no volume I, calculamos momentos e centro de massa de placas finas ou lámi- 
nas de densidade constante usando as integrais unidimensionais. Agora, com auxílio das in- 
tegrais duplas, temos condições de considerar as lâminas com densidade variável. Suponha que 
uma lâmina ocupe uma região D do plano xy e que sua densidade (em unidades de massa por 
unidade de área) no ponto (x, y) em D é dada por р(х, y), onde p é uma função contínua em 
D. Isso significa que 


onde Am e AA são a massa e a área de um pequeno retângulo que contém (x, y) e tomamos o 
limite quando as dimensões do retângulo se aproximam de O (veja a Figura 1). 

Para determinarmos a massa total m da lâmina, dividimos o retângulo R contendo D em 
sub-retângulos R;;, todos do mesmo tamanho (como na Figura 2), e consideramos р(х, y) como 
O fora de D. Se escolhermos um ponto (x7, yj) em R;;, então a massa da parte da lâmina que 
ocupa R;; é aproximadamente p(x} , уќ) AA, onde AA é a área de R;;. Se somarmos todas es- 
sas massas, obteremos uma aproximação do valor da massa total: 


р(х, уб) АА 


т == 


k 
i= 


1 ј=1 


Aumentando o número de sub-retângulos, obtemos а massa total т da lâmina como o valor- 
-limite das aproximações: 


k 1 
[1] m= lim Y Y р(х, уў) AA = [|| р(х, у) dA 
i=1 j=1 Е 


kl À 


Físicos consideram ainda outros tipos de densidade que podem ser tratados da mesma ma- 
neira. Por exemplo: se uma carga elétrica está distribuída sobre uma região D e a densidade 
de carga (em unidades de carga por unidade de área) é dada por o (x, у) em um ponto (x, y) 
em D, então a carga total Q é dada por 


2 Q = || сб, у) ал 


BEII Uma carga está distribuída na região triangular D da Figura 3 de modo que а 
densidade de carga em (x, y) é a (x, y) = xy, medida em coulombs por metro quadrado (C/m?). 
Determine a carga total. 


SOLUÇÃO Da Equação 2 e da Figura 3, temos 


o= [| teo = java 


yA 
(x, y) 

0 X 
FIGURA 1 

HM (и 1) Ку 

NUT 

0 x 
FIGURA 2 

yA 


XY 


FIGURA 3 


902 CÁLCULO 


FIGURA 4 


FIGURA 5 


E |, [ z| a= кош йш, 


у=1—х 


i[20 x] s 
=1), Qe х°уах = | E -2| = 


2/3 4 


Logo, a carga total é i C. = 


ШЕШ Momentos e Centros de Massa 


Na Seção 8.3, no Volume I, determinamos o centro de massa de uma lâmina de densidade cons- 
tante; aqui, consideraremos uma lâmina de densidade variável. Suponha que a lâmina ocupe 
uma região D e que tenha p(x, y) como função densidade. Lembre-se de que no Capítulo 8 de- 
finimos o momento de uma partícula em relação a um eixo como o produto de sua massa pela 
distância (perpendicular) ao eixo. Dividimos D em retângulos pequenos, como na Figura 2. 
Então a massa de R;; é aproximadamente р(х, уй) AA, e podemos aproximar o momento de 
Ri; com relação ao eixo x por 


[р(хў, уб) AA y 


Se somarmos essas quantidades e tomarmos o limite quando o número de sub-retângulos cresce 
indefinidamente, obteremos o momento da lâmina inteira em relação ao eixo x: 


mn 


3 M,= lim У Уу р(х, уќ) ДА = || y p(x, y) dA 
D 


mn j-|j-] 


Da mesma forma, o momento em relacáo ao eixo y é 


m n 


4 M,— lim У Ух} р(хї,уй) AA = || хоб, у) dA 
D 


т,п-—>со 


i=1 ¡=1 


Como anteriormente, definimos o centro de massa (x, y) de modo que mx = M, e my = Mx. 
O significado físico disso é que a lâmina se comporta como se toda sua massa estivesse con- 
centrada em seu centro de massa. Assim, a lâmina permanece horizontal quando equilibrada 
em seu centro de massa (veja a Figura 4). 


[5] As coordenadas (x, y) do centro de massa de uma lámina ocupando a regiáo D e 
tendo função densidade p(x, y) são 


z=” XE у= m =z ee» dA 


m m 


onde a massa m é dada por 


т = || p(x, y) da 


Sgt Determine a massa e o centro de massa de uma lámina triangular com vértices 
(0, 0), (1, 0) e (0, 2), se a função densidade for p(x, y) = 1 + 3x + y. 


SOLUÇÃO O triángulo está mostrado na Figura 5. (Observe que a equação do limite superior 
é y — 2 — 2x.) A massa da lâmina é 


т = If р(х, y) dA = |, D (1 + 3x + y) dy dx 
D 
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1 у? y=2-2x 
= | y + 3xy = dx 
0 2 y=0 
3 1 
8 
=4 f'a х?)дх=4| x- >| = 
0 3 | 3 
Então, as fórmulas em |5 | fornecem 
_ 1 3 [1 f2-2x 2 
х= — [| xpíx,y) da =| [ (x + 3х? + xy) dy dx 
m 
D 
3 i 2 y=2-2x 
-iÍ ху + 3x?y + х2 ах 
8 Jo Zle 
3n 3[x x] 3 
=> | (x—x)dx-—|—-——|-2— 
2 Jo 2|2 4) 8 
= 1 3 [1 [2-2x a 
у= zl ур(х, y) dA = | | (у + 3xy + y") dy dx 
D 
3n 2 2 з 72x 
= | “лр Ed dx =4 [ 0 – 9x 3x? + 5х3)ах 
8J | 2 2 3 s 0 
1 zo. ух] 11 
= Ta 9 о | = 
4 2 4 |, 16 
O centro de massa é o ponto G, 1). EEE 
BEITE A densidade em qualquer ponto de uma lámina semicircular é proporcional à 
distância ao centro do círculo. Determine o centro de massa da lâmina. 
SOLUÇÃO Vamos posicionar a lâmina na metade superior do círculo x? + y? = a?. (Veja a 
Figura 6.) Então a distância do ponto (x, y) ao centro do círculo (origem) é үх? + y?. Por- 
tanto, a função densidade é 
УА 


p(x, y) = Кух? + y? 


onde К é alguma constante. Tanto a função densidade como o formato da lâmina sugerem a соп- D 
versão para coordenadas polares. Então yx? + y? = геа região D é dada por 0 Sr « a, 
0 = 0 x m. Logo, a massa da lâmina é 
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—a 


m= |) р(х, y) dA = || Кух + у? dA 


= p TR T TE FIGURA 6 


з |^ 3 

r Kara 
3 0 

Tanto a lâmina como a função densidade são simétricas com relação ao eixo y e, assim, o cen- 

tro de massa precisa estar sobre о eixo y, ou seja, х = 0. A coordenada у é dada por 


Compare a localização do centro de massa 


y- — | y p(x, y) аА = re MA r sen 0 (Kr) r dr d0 


3 т а 3 т 
а=. f sen Ө do [ гаг = ma? [cos ol; Е А 


3 2aq* u 3a 


mà) 4 — 27 
Portanto, o centro de massa está localizado no ponto (0, 3a/(277)). [rei 


no Exemplo 3 com o Exemplo 4 na Seção 
8.3, no Volume |, onde encontramos que o 
centro de massa da lámina com o mesmo 
4 | formato, mas com densidade uniforme, 
| está localizado no ponto (0, 4a (3 7)). 
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ШЕШ Momento de Inércia 


O momento de inércia (também chamado segundo momento) de uma partícula de massa m 
em relacáo a um eixo é definido como mr?, onde r é a distáncia da partícula ao eixo. Esten- 
demos o conceito a uma lámina com função densidade p(x, y) e que ocupa uma região D pelo 
mesmo processo que fizemos para os momentos normais. Dividimos D em pequenos retán- 
gulos, aproximamos o momento de inércia de cada sub-retángulo em relação ao eixo x e to- 
mamos o limite da soma quando o número de sub-retángulos aumenta indefinidamente. O re- 
sultado é o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo x: 


m n 


6 L= lim Y X (уф р(х}, уй) AA = || y?p(x, y) dA 
D 


т, i=] j=] 


Da mesma forma, o momento de inércia em relação ao eixo y é 


m n 


7 L= lim Y X apat, yf) AA = [| х°р(х,у) dA 
D 


mn i=] j=1 


É de interesse, ainda, considerar o momento de inércia em relação à origem, também cha- 
mado momento polar de inércia: 


h= dim XX [ety + oy] possi) АА = || G* + уроку) dA 
m,n—9 j= j=1 5 


Observe que lo = 1, + Iy. 
ЗЛЕ Determine os momentos de inércia /,, Г, e lo do disco homogêneo D com den- 
sidade p(x, y) = p, centro na origem e raio a. 


SOLUÇÃO O limite de D é o círculo x? + y? = a?, que em coordenadas polares D é descrito 
por 0x 0 x 27,0 < г = a. Vamos calcular Io primeiro: 


Lo = If (x? + у2)раА = elo; r?r dr d0 
D 


4 |? 4 
_ 2т a 3 _ r КЕ тра 
= р |, do [^r dr m^ > 


0 


Em vez de calcularmos /, e 7, diretamente, vamos usar o fato de que Г, + 1, = Ье 1, = I, (da 
simetria do problema). Assim 


No Exemplo 4, observe que a massa do disco é 
m = densidade X área = р(та?) 


de modo que o momento de inércia do disco em torno da origem (como uma roda em torno 
de seu eixo) pode ser escrito como 
тра* 


2 


2 


h= = i(prra?)a? = ima 
Portanto, se aumentarmos a massa ou o raio do disco, aumentaremos o momento de inércia. 
Em geral, o momento de inércia tem um papel em um movimento de rotação semelhante ao 
que a massa tem em um movimento linear. O momento de inércia de uma roda é o que torna 
difícil começar ou parar a rotação da roda, assim como a massa do carro dificulta seu movi- 
mento inicial e a frenagem. 


O raio de giração de uma lâmina em relação a um eixo é o número R tal que 


9 mR? = 1 


onde m é a massa da lâmina e / ё o momento de inércia em relação ao eixo dado. A Equação 
9 nos diz que, se a massa da lâmina estiver concentrada a uma distância R do eixo, então o mo- 
mento de inércia dessa “massa pontual” será o mesmo que o momento de inércia da lâmina. 

Em particular, o raio de giração y em relação ao eixo x e o raio de giração x em relação ao 
eixo y têm as equações 


10 my? = 1, mx? = I, 


Então (х, y) é o ponto no qual podemos concentrar a massa da lâmina sem modificar os mo- 
mentos de inércia em relação aos eixos coordenados resultantes. (Observe a analogia com o 
centro de massa.) 


ИЛЛЕ Determine o raio de giração em torno do eixo x do disco do Exemplo 4. 
SOLUÇÃO Como observado, a massa do disco é т = pra”, e da Equação 10 temos 


1 
I, ¿mpa* a 


52 
y 


H . ms Ре H 2— 1 n H H 
Portanto, o raio de giração em relação ao eixo x é y = 5a, que é metade do raio do disco. 
EE 


ES Probabilidade 


Na Seção 8.5, no Volume I, consideramos a função densidade de probabilidade f de uma va- 
riável aleatória contínua X. Isso significa que f(x) = 0 para todo x, f”, f(x) dx = 1 e a pro- 
babilidade de que X esteja entre a e b é determinada integrando-se f de a até b: 

('b 


P(a & X « b) = | f(x) dx 


Consideremos agora um par de variáveis aleatórias X e Y como o tempo de vida de dois 
componentes de uma máquina ou a altura e o peso de uma mulher adulta escolhida ao acaso. 
A função densidade conjunta de X e Y é uma função f de duas variáveis tais que a probabi- 
lidade de que (X, Y) esteja em uma região D seja 


P(X, Y) € D) = f | f(x,y) dA 


Em particular, se a regiáo for um retángulo, a probabilidade de que X esteja entre a e b e de 
que Y esteja entre c e d é 


Pas=X=<b,c=<Y<d) = Pro.» dy dx 


(Veja a Figura 7.) 
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FIGURA 7 

A probabilidade de que X esteja entre a e b 

e de que Y esteja entre c e d é o volume do 
sólido acima do retângulo D = [a, b] X [c, d] e 
abaixo do gráfico da função densidade conjunta. 


Como probabilidades não podem ser negativas e são medidas na escala de O a 1, a função 
densidade conjunta tem as seguintes propriedades: 


f(x,y) ® 0 [Гле аа - 1 


Como no Exercício 40 da Seção 15.4, a integral dupla sobre R? é uma integral imprópria, de- 
finida como o limite da integral dupla sobre os círculos ou retángulos que se expandem, e po- 
demos escrever 


лу а = f P fes аа =1 


ЭХА Se a função densidade conjunta de X e Y for dada por 


C(x + 2у) seO0zxxzxl10,0zy«xl0 
0 caso contrário 


fG y) -{ 


determine o valor da constante C. Então, calcule Р(Х « 7,Y > 2). 


SOLUÇÃO Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla de f seja igual a 1. 
Como f(x,y) = O está fora do retângulo [0, 10] x [0, 10], temos 


EL fe» dy ax = (7 [° сх 20 dy dx = С|°[ху + урах 
= С I (10x + 100) dx = 1 500C 


Portanto, 1 500C e, assim, C — Dum. 
Agora, podemos calcular a probabilidade de X ser no máximo 7 e de Y ser no mínimo 2: 


3 © 7 (10 
PX «7,Y22) = | fy) dy dx = || | об + 29) dy dx 


y=10 


= i35; [ [xy + у dx = ту | (8x + 96) dx 


= 5 = 0,5787 = 


Suponha que X seja uma variável aleatória com função densidade de probabilidade fi(x) 
e Y seja uma variável aleatória com função densidade f(y). Então, X e Y são ditas variáveis 
aleatórias independentes se a função densidade conjunta for o produto das funções densidade 
individuais: 


Р(х, y) = fii) 40) 


Na Seção 8.5, modelamos o tempo de espera utilizando a função densidade exponencial 


m-i se t<0 


ple" set>0 


onde q é o tempo médio de espera. No próximo exemplo consideraremos a situação com dois 


tempos de espera independentes. 


O gerente de um cinema determina que o tempo médio de espera na fila para as 
pessoas comprarem entrada para o filme da semana seja de dez minutos e que o tempo médio 
que levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que os tempos de espera 
sejam independentes, determine a probabilidade de um espectador esperar menos de 20 mi- 


nutos até se dirigir a seu assento. 


SOLUÇÃO Supondo que os tempos de espera X para comprar a entrada e Y para comprar 
pipoca possam ser modelados por funções densidade de probabilidade exponencial, pode- 


mos escrever as funções densidade individuais como 


0 se x <0 0 se у<0 
ЛО) = ES usc sue РО) = Tm se y=0 


Como X e Y são independentes, a função densidade conjunta é o produto: 


1 =y =y 
pe Me se x>0,y>0 


Fry = АО) fy) = | 


0 caso contrário 
Foi pedida também a probabilidade de X + Y < 20: 

Р(Х + Y < 20) = P((X, Y) € D) 
onde D é a região triangular mostrada na Figura 8. Então, 


P(X + Y < 20) = If f(x,y) dA = 9 | ee dy dx 


D 


20 = —у/5]у=20—х 
= : [e /10(—5)e up dx 


1 [20 _ E 
0 |, è ШШ = pl 20/5) dy 


1 (2, mE 
= 5| (e x — o 423/10) dx 
0 


=1+e*-2e ?= 0,7476 


Isso significa que cerca de 75% dos espectadores esperam menos de 20 minutos antes de to- 


marem seus assentos. 


ШШШ Valores Esperados 


Lembre-se da Segáo 8.5, no Volume I, de que, se X é uma variável aleatória com fungáo den- 


sidade de probabilidade f, entáo sua média é 


ш = 1 xf(x) dx 


Se X e Y são variáveis aleatórias com função densidade conjunta f, definimos a média X e a 


média Y, também chamadas valores esperados de X e Y, como 
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x+y=20 


20 


FIGURA 8 


=y 
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1 m- | | xf(x, у) dA mo | | yf Gs y) dA 


Observe como são parecidas as expressões de ш e ш em [11] com os momentos M, e M, 


de uma lâmina com função densidade p nas Equações 3 e 4. De fato, podemos pensar na pro- 
babilidade como uma massa continuamente distribuída. Calculamos probabilidade da mesma 


maneira que calculamos massa: integrando a função densidade. E, como a “massa de proba- 


bilidade” total é 1, as expressões de x e y em [5] mostram que podemos pensar que os valo- 


res esperados de X e Y, ш e џи», são as coordenadas do “centro de massa” da distribuição de 
probabilidade. 

No próximo exemplo trabalharemos com distribuições normais. Como na Seção 8.5, uma 
única variável aleatória tem distribuição normal se sua função densidade de probabilidade é 
da forma 


Р) = et" ICS) 


OyT 


onde u é sua média e ø é seu desvio-padrão. 


Uma fábrica produz rolamentos (de forma cilíndrica) que são vendidos como 
tendo 4,0 cm de diâmetro e 6,0 cm de comprimento. Na verdade, o diâmetro X tem distribui- 
ção normal com média 4,0 cm e desvio-padrão 0,01 cm, enquanto o comprimento Y tem dis- 
tribuição normal com média 6,0 cm e desvio-padrão 0,01 cm. Supondo que X e Y sejam 
independentes, escreva a função densidade conjunta e faça seu gráfico. Determine a probabi- 
lidade de que um rolamento escolhido aleatoriamente da linha de produção tenha compri- 
mento ou diâmetro que difiram dos valores médios em mais que 0,02 cm. 


SOLUÇÃO Temos que X e Y têm distribuições normais com x = 4,0, u= 60 e 
Су = сз = 0,01. As funções densidade individuais para X e Y são 


1 —(x—4)2/0,0002 


Е 4 
ЛӨ) = aor Jas * PO = 01/55 * 


—(у—6)?/0,0002 


Como X e Y são independentes, a função densidade conjunta é o produto: 


1 


= = —(x—4Y//0,0002., —(y—6)?/0,0002 
F, у) = AC) ay) 0.00027 * e 


= 5 000 e 590-4767] 
т 


O gráfico dessa função é mostrado na Figura 9. 

Vamos inicialmente calcular a probabilidade de ambos, X e Y, diferirem de seus valores mé- 
dios por menos de 0,02 cm. Usando uma calculadora ou computador para estimar a integral, 
temos 


== і 402 [6,02 
605 4,05 Р(3,98 < X < 4,02, 5,98 < Y < 6,02) = sor lios Р(х, у) dy dx 
FIGURA 9 
Gráfico da funcáo densidade normal = 5000 [4o (602 e 5 90-4 (-6] dy dx 
conjunta em duas variáveis T 3,98 45,98 
do Exemplo 8 


= 0,91 


Então, a probabilidade de X ou Y diferir de seu valor médio em 0,02 cm ou mais é de aproxi- 
madamente 


1 — 0,91 = 0,09 = 


LJ Exercícios 
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1. Uma carga elétrica é distribuída sobre o retângulo 0 = x < 5, 
2 <= y < 5, de modo que a densidade de carga em (x, y) é 
o (x, y) = 2x + 4y (medida em coulombs por metro quadrado). 
Determine a carga total no retângulo. 

2. Uma carga elétrica é distribuída sobre o disco x? + y? « 1, de 


21. 
22. 
23. 
24. 


Oretángulo0=x=b,0=y=<=h 

O triángulo com vértices (0, 0), (b, 0) e (0, h) 

A parte do disco x? + y? « a? no primeiro quadrante 
A região sob a curva y = sen x dex = Qax = т 


modo que a densidade de carga em (x, y) é a (x, y) = үх + y 
(medida em coulombs por metro quadrado). Determine a carga to- 
tal no disco. 

3-10 Determine a massa e o centro de massa da lâmina que ocupa a 

região D e tem função densidade p. 

3 Р={(х,у)|1 <х=3,1=у<4}; р(х, у) = ky 

4 р={(х,у|0О=х<=а,О=у«=Ь}; play) = 1+0 + y 

5. Dé а regiáo triangular com vértices (0, 0), (2, 1), (0, 3); 
р(х,у)=х+у 

6 D é a região triangular limitada pelas retas x = 0, y = x e 


< 
< 


2x + у= 6; plx, y) = x? 
7. Délimitada por y = 1 — x ey = 0; р(х, y) = ky 
. D é limitada por y = x? ey = x + 2; р(х, y) = ky 
9. D = {(х, у) |0 < у < sen(mx/L), 0 € x < L}; р(х, у) = y 
10. D é limitada pelas parábolas у = x? ex = y^; р(х, y) = үх 


11. Uma lámina ocupa a parte do disco x? + у? « 1 no primeiro qua- 
drante. Determine o centro de massa se a densidade em qualquer 
ponto for proporcional à distáncia do ponto ao eixo x. 

12. Determine o centro de massa da lâmina do Exercício 11 se a den- 
sidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da dis- 
táncia do ponto à origem. 

13. O limite de uma lâmina consiste nos semicírculos y = 1 — x? 
ey = ү4 — x? juntamente com as partes do eixo x que os une. 
Encontre o centro de massa da làmina se a densidade em qualquer 
ponto é proporcional à sua distáncia da origem. 

14. Encontre o centro de massa da lámina do Exercício 13 se a den- 
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional à sua dis- 
táncia da origem. 

15. Encontre o centro de massa de uma lámina em forma de triángulo 
retángulo isósceles, com os lados iguais tendo comprimento a, se 
a densidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da 
distáncia do vértice oposto à hipotenusa. 

16. A lâmina ocupa a região dentro do círculo x? + y? = 2y, mas 
fora do círculo x? + y? = 1. Encontre o centro de massa se a den- 
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional à sua dis- 
táncia da origem. 

17. Encontre os momentos de inércia /,, Iy, Jo para a lámina do Exer- 
cício 7. 

18. Encontre os momentos de inércia /,, Iy, Jo para a lámina do Exer- 
cício 12. 

19. Encontre os momentos de inércia /,, Iy, [y para a lámina do Exer- 
cício 15. 

20. Considere uma pá quadrada de um ventilador com lados de com- 
primento 2 e com o canto inferior esquerdo colocado na origem. 
Se a densidade da pá for p(x, y) = 1 + 0,1x, é mais difícil girar 
a pá em torno do eixo x ou do eixo y? 

21-24 Uma lâmina com densidade constante p(x, y) = p ocupa a re- 

giáo dada. Encontre os momentos de inércia 1, e I, e os raios de gi- 

ração x e y. 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA| 25-26 Utilize um sistema de computação algébrica para determinar а 


massa, o centro de massa e os momentos de inércia da lâmina que 


ocupa a regiáo D e tem a densidade dada. 


25. 


26. 


D está limitada pelo lago direito da rosácea de quatro folhas 
г = cos 20; p(x, y) = 2 + y? 
D ={(x,y) |0 Sy Sxe™, 05x52}; р(х, у) = ху 


27. 


28. 


29. 


30. 


SCA| 31. 


32. 


A função densidade conjunta para um par de variáveis aleatórias 
XeYé 


f(x, y) = | 


(a) Determine o valor da constante С. 
(b) Encontre Р(Х < 1, Y < 1). 

(c) Encontre P(X + Y < 1). 

(a) Verifique que 


Р(х, y) -[ 


é uma função densidade conjunta. 


Сх(1 + у) se0<x<1,0<y<2 
0 саѕо сопігагіо 


4xy se О xxl, 0zyxl 


0 саѕо сопігагіо 


(b) Se X e Y são variáveis aleatórias cuja função densidade con- 
junta é a função f da parte (a), determine 
à) P(X =>) a» P(X 1,751) 
(c) Determine os valores esperados de X e Y. 
Suponha que X e Y sejam variáveis aleatórias com função densi- 
dade conjunta 


fG y) = | 


(a) Verifique que f é de fato uma função densidade conjunta. 


0,1е795:+02) se x = 0, у 2 0 


0 caso contrário 


(b) Determine as seguintes probabilidades. 

(1) P(Y 2 1) (ii) P(X < 2, Y < 4) 

(c) Determine os valores esperados de X e Y. 

(a) Uma luminária tem duas lâmpadas de um tipo com tempo de 
vida médio de 1 000 horas. Supondo que possamos modelar 
a probabilidade de falha dessas lâmpadas por uma função den- 
sidade exponencial com média и = 1 000, determine a pro- 
babilidade de que ambas as lâmpadas venham a falhar dentro 
de um período de 1 000 horas. 

(b) Outra luminária tem somente uma lâmpada do mesmo tipo das 
da parte (a). Se a lâmpada queima e é trocada por outra do 
mesmo tipo, determine a probabilidade de que as duas venham 
a falhar dentro de 1 000 horas. 

Suponha que X e Y sejam variáveis aleatórias, onde X tem distri- 

buição normal com média 45 e desvio-padrão 0,5 e Y tem distri- 

buição normal com média 20 e desvio-padrão 0,1. 

(a) Encontre P(40 < Х < 50,20 < Y x 25). 

(b) Encontre P(4(X — 45)? + 100(Y — 20) < 2). 

Xavier e Yolanda têm aulas que terminam ao meio-dia e concor- 

daram em se encontrar todo dia depois das aulas. Eles chegam em 

um café separadamente. O tempo de chegada de Xavier é X e o 

da Yolanda é Y, onde X e Y são medidos em minutos após o meio- 

-dia. As funções densidade individuais são 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 
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ех sex20 xy se0=<y=<10 não infectado no ponto A(xo, yo), suponha que a função proba- 
fio) = 0 вех<0 f) = O caso contrário bilidade seja dada por 
(Xavier chega algumas vezes depois do meio-dia, e é mais pro- f() = 5/20 — (Р, A)] 


vável que ele chegue na hora do que se atrase. Yolanda sempre onde d (P, A) denota a distância entre os pontos P e А. 


chega às 12h10 e é mais provável que se atrase do que chegue (a) Suponha que a exposição de ima pessoa à doenca seja à 


pontualmente.) Depois de Yolanda chegar, ela espera até meia soma das probabilidades de adquirir a doença de todos os 


hora por Xavier, mas ele não espera por ela. Determine a proba- » : 
membros da população. Suponha ainda que as pessoas infec- 


bilidade de eles se encontrarem. ; a n й s 
tadas estejam uniformemente distribuídas pela cidade, exis- 


33. Quando estudamos uma contaminação epidêmica, supomos que à NS : m 
Q SaS Ep MP q tindo k indivíduos contaminados por quilômetro quadrado. De- 


a probabilidade de um indivíduo infectado disseminar a doença a a M 
termine a integral dupla que representa a exposição de uma 


para um indivíduo não infectado seja uma função da distância en- : 
pessoa que reside em A. 


tre eles. Considere uma cidade circular com raio de 10 km na qual ; ; : 
e 0 q (b) Calcule a integral para o caso em que A está no centro da ci- 


a população está uniformemente distribuída. Para um indivíduo 


LJ Área de Superfície 


dade e para o caso em que A está na periferia da cidade. 
Onde seria preferível viver? 


Na Seção 16.6 trabalharemos com áreas Nesta secáo, aplicamos as integrais duplas ao problema de calcular a área de uma superfície. 


de superfícies mais gerais, denominadas Na Seção 8.2, no Volume I, descobrimos a área de um tipo muito especial de superfície — uma 
superfícies parametrizadas, portanto, esta 
seção não precisa ser estudada se a seção 


posterior for estudada. 


superfície de revolução — pelos métodos de cálculo de uma variável única. Aqui, calculamos 
a área de uma superfície com equação z = f (x, y), o gráfico de uma função de duas variáveis. 

Seja S a superfície com a equação z = f(x, y), onde f tem derivadas parciais contínuas. Para 
simplificar a dedução da fórmula da área de superfície, supomos que f (x, у) = 0 e o domí- 
nio D de fé um retângulo. Dividimos D em pequenos retângulos А; com área AA = AxAy. Se 
(xi, yj) € o canto de А; mais próximo da origem, seja Р(х, yif (Xi, Yi)) o ponto em S diretamente 
acima dele (veja a Figura 1). O plano tangente a $ em P, é uma aproximação a $ próximo de 
Ру. Então, a área AT; da parte deste plano tangente (um paralelogramo) que fica diretamente 
acima de А; é uma aproximação à área AS; da parte de S que fica diretamente acima de Ку. 
Portanto, a soma ZXAT;; é uma aproximação à área total de 5 e essa aproximação parece me- 
Ihorar conforme o número de retângulos aumenta. Portanto, definimos a área da superfície 
de S como 


m n 


E A(S)= lim У УАТ, 


m, n—>® i=] j=] 


Para encontrar uma fórmula que seja mais conveniente do que a Equação 1 para fins de cál- 
culo, sejam a e b os vetores que começam em P; e ficam ao longo dos lados do paralelogramo 
com área AT;;. (Veja a Figura 2.) Então, AT; = [a X b]. Lembre-se, da Seção 14.3, de que f. 
(xi, yi) ef, (Xi, Yi) são as inclinações das retas tangentes através de Р; nas direções de a e b. Por- 
tanto, 


FIGURA 1 


a = Axi + fi, у) Axk 


b = Ayj + f(x у) Ayk 


i j k 
0 fx y) Ax 
О Ду f(x y) Ay 
fxi y) AxAyl — f(x, y )AxAyj + AxAyk 
= [Ai yi — Бб y pj +К]АА 


Logo, AT; = |a X b| = (О, уд] + 150 y) + 14A 


| 
E 


axb 


FIGURA 2 


INTEGRAIS MULTIPLAS 911 


Da Definição 1 temos, então, 


mn 


MS) = lim У XAT; 


mn i=] j=] 


= lim УУ = Уо, У) + [GF + 1 AA 


mn i=] j=] 


e pela definição de uma integral dupla, obtemos a seguinte fórmula. 


[2] A área da superfície com equação z = f(x, y), (x, y) € D, onde f; e fy são contí- 
nuas, é 


AG) = || GF + V0») + 14A 


D 


Na Seção 16.6, verificaremos que essa fórmula é consistente com nossa fórmula anterior 
para a área de uma superfície de revolução. Se usarmos a notação alternativa para derivadas 
parciais, podemos reescrever a Fórmula 2 da seguinte maneira: 


[3] A(s) - || 1+ (=) à (5) as 


Observe a semelhança entre a fórmula da área da superfície da Equação 3 e a fórmula do 
comprimento do arco da Seção 8.1, no Volume I: 


BMC 


ELA Determine a área de superfície da parte da superfície z = x? + 2y que fica acima 
da região triangular T no plano xy com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1). FIGURA 3 


(0, 0) (1,0) x 


SOLUÇÃO A região T é mostrada na Figura 3 e é descrita por 
T=(G,y)|0=x=1,0=<y=<x) 
Usando a Fórmula 2 com f (x, y) = x? + 2y, obtemos 


A = [| VC + Q* * 14A = | [1/47 5 dy dx 


x 


[ xA 5 dx = 4 eia + 502] = 807 — 5/5) 


FIGURA 4 


A Figura 4 mostra a porção da superfície cuja área acabamos de calcular. Ea 


BEUA Determine a área da parte do paraboloide z = x? + y? que está abaixo do plano 
2 = 9. 


SOLUÇÃO O plano intercepta о paraboloide no círculo x? + у? = 9, z = 9. Portanto, a super- 
fície dada fica acima do disco D com centro na origem e raio 3. (Veja a Figura 5.) Usando a 
Fórmula 3, temos 


л [| y! + (=) + (=) da = || VT + Q9? + 05) da 


[| re o +у?)аА 


FIGURA 5 


SCA 
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Convertendo para coordenadas polares, obtemos 


A= (7 (Vr tar rárdo= | ао [гл + ar ar 


= 2a(1)4(1 + 492]; = 


Е Exercícios 


«GST - 1) 


1-12 Determine a área da superfície. 
1. Aparte do plano z = 2 + 3x + 4y que está acima do retângulo 
[0,5] X [1,4] 


2. A parte do plano 2x + 5y + z = 10 que está dentro do cilindro 
2 +у = 9 
3. A parte do plano 3x + 2y + z = 6 que está no primeiro octante 


4. Aparte da superfície z = 1 + 3x + 2y? que está acima do trián- 
gulo com vértices (0,0), (0, 1) e (2, 1) 

5. Aparte do cilindro y? + z? = 9 que está acima do retângulo com 
vértices (0, 0), (4, 0), (0, 2) e (4, 2) 

6. Aparte do paraboloide z = 4 — x? — y? que está acima do plano 
ху 

7. Aparte do paraboloide hiperbólico z = y? — x? que está entre os 
cilindros x? + y= lex y?=4 

8. A superfície z = 02 +y%),0=<x=<1,0<y=<1 

9. A parte da superfície z — 


xy que está dentro do cilindro 
х®+ у = 1 

. A parte da esfera x? + y? + 2 = 4 que está acima do plano z = 1 

. A parte da esfera x? + y? + 22 = a? que está dentro do cilindro 


x? + y? = ax e acima do plano xy 
. A parte da esfera x? + y? + z? = 4z que está dentro do paraboloide 
z- x + y 


13-14 Encontre a área da superfície com precisáo de quatro casas de- 

cimais, expressando-a em termos de uma integral unidimensional e 

usando sua calculadora para estimar a integral. 

13. A parte da superfície z = e ^ 
+ у S4 

14. A parte da superfície z = cos (x? + y?) que está dentro do cilin- 
dox +y = 1 


que está acima do círculo 


15. (a) Use a Regra do Ponto Médio para integrais duplas (veja a Se- 
ção 15.1) com quatro quadrados para estimar a área da su- 
perfície da porção do paraboloide z = x? + y? que está acima 
do quadrado [0, 1] X [0, 1]. 

(b) Use um sistema de computacáo algébrica para aproximar a 
área de superfície da parte (a) até a quarta casa decimal. 
Compare com sua resposta para a parte (a). 

16. (a) Use a Regra do Ponto Médio para integrais duplas com 
m = n = 2 para estimar a área da superfície z = xy + x? + 
y,0zxxx2,0xyx2. 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


SCA 


SCA 


SCA 


SCA 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


SCA 


(b) Use um sistema de computacáo algébrica para aproximar a 
área de superfície da parte (a) até a quarta casa decimal. 
Compare com sua resposta para a parte (a). 


. Determine a área exata da superfície z = 1 + 2х + Зу + 4y?, 


1€x«4,0xyxl. 


. Determine a área exata da superfície 


z=l+txty+X 2<x<1 + x] 


Ilustre, traçando o gráfico da superfície. 


< y 


. Determine, com precisáo de quatro casas decimais, a área da parte 


da superfície z = 1 + x?y? que está acima do disco x? + y? < 1. 
Determine, com precisáo de quatro casas decimais, a área da parte 
da superfície z = (1 + x?)/ (1 + y?) que está acima do quadrado 
FIENT 
fície. 


< 1. Ilustre, traçando o gráfico dessa parte de super- 


Mostre que a área da parte do plano z = ax + by + c que projeta 
sobre uma região D no plano xy com área A(D) é 

Væ + P + 1AQ). 

Se vocé tentar usar a Fórmula 2 para encontrar a área da metade 
superior da esfera x? + y? + z? = a?, você terá um pequeno pro- 
blema, pois a integral dupla é imprópria. De fato, o integrando tem 
uma descontinuidade infinita em cada ponto do limite circular 
x? + y? = æ. No entanto, a integral pode ser calculada como o li- 
Ё quando t — a”. Uti- 
lize este método para mostrar que a área de uma esfera de raio a 


mite da integral sobre o disco x? + y? « 


é 4ma?. 

Determine a área da parte finita do paraboloide y = x? + z? limi- 
tada pelo plano y = 25. [Sugestão: Projete a superfície sobre o 
plano xy.] 

A figura mostra a superfície criada quando o cilindro y? + z? = 1 
intercepta o cilindro x? + z? = 1. Encontre a área desta superfície. 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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{БУ Integrais Triplas 


Assim como definimos integrais unidimensionais para funções de uma única variável e duplas 
para funções de duas variáveis, vamos definir integrais triplas para funções de três variáveis. 
Inicialmente, trataremos o caso mais simples, quando f é definida em uma caixa retangular: 


[1] B-lixy2|asxsbcseysd rezss] 


O primeiro passo é dividir B em subcaixas. Fazemos isso dividindo o intervalo [a, b] em / su- 
bintervalos [x;-1, x;] de comprimentos iguais Ax, dividindo [c, d] em m subintervalos de com- 
primentos Ay, e dividindo [r, s] em n subintervalos de comprimento Az. Os planos que pas- 
sam pelas extremidades desses subintervalos, paralelos aos planos coordenados, subdividem 
a caixa B em [mn subcaixas 


Вк = [xii xi] X [yi yj] X Г 24] 


como mostrado na Figura 1. Cada subcaixa tem volume AV — Ax Ay Az. 
Assim formamos a soma tripla de Riemann 


m 


Y ШЕГӘ уй zi) AV 


1 j=1 k=1 


N 
w- 


I 


i 


onde o ponto de amostragem (xk, уга, zix) está em Bi;x. Por analogia com a definição da in- 
tegral dupla (15.1.5), definimos a integral tripla como o limite das somas triplas de Riemann 
em |2]. 


3| Definição A integral tripla de f na caixa B é 


m n 


1 
Il f(x,y,z) ау = А „Пт У У У Р(х, уй, ш) AV 
В 


xm, MO i=] ¡=1 k=1 


se esse limite existir. 


Novamente, a integral tripla sempre existe se f for contínua. Escolhemos o ponto de amos- 
tragem como qualquer ponto de cada subcaixa, mas, se escolhermos o ponto (x; Yj, zx), obte- 
remos uma expressão com aparência menos complicada para a integral tripla: 


FIGURA 1 


m n 


[fit 24v 9, tim X X Xr6csszoav 


om, n>% i=] j=] k=l 


Assim como para as integrais duplas, o método prático para calcular uma integral tripla con- 
siste em expressá-la como uma integral iterada, como segue. 


4| Teorema de Fubini para as Integrais Triplas Se f é contínua em uma caixa retangular 
B = [a, b] X [c,d] X [r, s], então 


[f Р(х, у, 2) dV = | Jj: IE y, 2) dx dy dz 


A integral iterada do lado direito do Teorema de Fubini indica que primeiro integramos em 
relação a x (mantendo y e z fixados), em seguida integramos em relação a y (mantendo z fi- 
xado) e, finalmente, em relação a z. Existem cinco outras ordens possíveis de integração, 
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FIGURA 2 
Uma região sólida do tipo 1 


FIGURA 3 
Uma região sólida do tipo 1 na qual a 
projecáo D é uma regiáo plana de tipo I 


todas fornecendo o mesmo resultado. Por exemplo, se primeiro integrarmos em relação a y, 
então em relação a z e depois a x, teremos 


b fs фа 
fil fex aav = f’ P Pro» 2 ay асах 
B 
ЭЛЕЙ Calcule a integral tripla fff, xyz? dV, onde B é a caixa retangular dada por 
ТЕ Calcule a integral tripla fff, xyz? dV, onde В gular dada p 
B=((,y,)|0<x<1, -1€yx2,0sxz x3) 


SOLUCAO Podemos usar qualquer uma das seis possíveis ordens de integracáo. Se escolher- 
mos integrar primeiro em relação a x, depois em relação a y e então em relação a z, obtere- 


mos 
[joe Pp fama ү 
| | 
=2 
Cr Po PE] 


з 3z? el o 
= dz = = шш 
o 4 4 


Agora definiremos a integral tripla sobre uma região limitada geral E no espaço tridi- 
mensional (um sólido) pelo mesmo método usado para as integrais duplas (15.3.2). Envolve- 
remos E por uma caixa B do tipo dado pela Equação 1. Em seguida, definiremos uma função 
F de modo que ela coincida com fem E e seja O nos pontos de B fora de E. Por definição, 


Il f(x, y, z) dV = [i F(x, y, z) dV 


Essa integral existe se ffor contínua e se o limite de E for “razoavelmente liso”. A integral tri- 
pla tem essencialmente as mesmas propriedades da integral dupla (Propriedades 6-9 da Seção 
15.3). 

Vamos nos restringir às funções contínuas fe a certos tipos de regiões. Uma região sólida 
E é dita do tipo I se estiver contida entre os gráficos de duas funções contínuas de x e y, ou 
seja, 


5 Е = li, y, z) | (x, y) € D, и(х, у) S z S u(x, y] 


onde D é a projecáo de E sobre o plano xy, como mostrado na Figura 2. Observe que o limite 
superior do sólido E é a superfície de equação z = и (x, y), enquanto o limite inferior é a su- 
perfície z = ш (x, y). 

Pelos mesmos argumentos que nos levaram à (15.3.3), podemos mostrar que, se E é uma 
região do tipo 1 dada pela Equação 5, então 


6 ME (x, y, z) dV = [|| | ке! f(x,y,z) «| dA 


O significado da integral de dentro do lado direito da Equação 6 é que x e y são mantidos fi- 
xos e, assim, u(x, y) e ux(x, y) são vistas como constantes, enquanto f (x, y, z) é integrada em 
relacáo a z. 

Em particular, se a projeção D de E sobre o plano xy é uma região plana do tipo I (como 
na Figura 3), então 


Е = li, y3lasx<b, glx) €& y < ф(х), ш(х, y) S z = ux, y] 
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e a Equacáo 6 se torna 


g(x) Ju (x, y 


7 Ill fev 24v = p ү eie (x, y, z) dz dy dx 
E 


Se, por outro lado, D é uma região plana do tipo II (como na Figura 4), então 
E = loy. |c S y < d, (у) S x = ho), m(x, y) = z = ux, y)} 


e a Equação 6 se torna 


fires aer- Es S fes daas 
| » Jo 


FIGURA 4 


BEUA Calcule fff, z dV, onde E é o tetraedro sólido limitado pelos quatro planos Uma regido sólida de tipo 1 com uma 
x=0,y=0,2=0ex+y+z=1. projecáo de tipo II 


SOLUÇÃO Para escrevermos a integral tripla, é recomendável desenhar dois diagramas: um da 
regiáo sólida E (veja a Figura 5) e outro de sua projegáo D no plano xy (veja a Figura 6). 
A fronteira inferior do tetraedro é o plano z = 0 e a superior é o plano x + y + z = 1 (ou 
z = l — х — y) e então usamos ui (x, y = Ое m (x,y) = 1 — x — y na Fórmula 7. Observe 
que os planos x + y + z = 1 ez = 0 se interceptam na reta x + y = 1 (ou y = 1 — x) no 
plano xy. Logo, a projecáo de E é a regiáo triangular da Figura 6, e temos 


[9] E=((x,y,)]0=<x=<1,0<y=<1-x,0<7=<1-x- y) 
FIGURA 5 


Essa descrigáo de E como regiáo do tipo 1 nos permite calcular a integral como segue: 


[| сау = [ |" pes ida [ |" E. M К 
Е z= 


y-l-x 
= [1 a e.a а 8-x-»'[ 
= |, f (1 X y) dy dx — | | 3 е ах 


at so df E a 1 
=; | (1 Par al 1 | 24 pn] 


FIGURA 6 


Uma região sólida E é do tipo 2 se for da forma 
E = {(х,у, д |0,2) € D, uy. 2 S x < uy, 3] 


onde, desta vez, D é a projeção de E sobre o plano yz (veja a Figura 7). A superfície de trás é 
x = ш (y, z) e a superfície da frente é x = и» (y, z). Assim, temos 


10 If f(x,y,z) ау = Il DM y,2) as | dA 


Finalmente, uma regiáo do tipo 3 é da forma 


E = {0,7,0 | 6,2 € D, ш(к, 2 = y = ws 2j 
FIGURA 7 
onde D é a projeção de E sobre o plano xz, y = ui(x, z) é a superfície da esquerda e y = u»(x, <) ^ Uma região do tipo 2 
é a superfície da direita (veja a Figura 8). Para esse tipo de regiáo, temos 
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ZA 


X 


FIGURA 8 


Visual 15.7 Ilustra como regiões 


sólidas (incluindo aquela na Figura 9) proje- 


tam-se sobre planos coordenados 


ZA 
x +272=4 
D; 
a 
- WEM EE 
FIGURA 11 


Projecáo sobre o plano-xz 


a A maior dificuldade no cálculo de 
uma integral tripla é escrever uma 
expressão para a região de integração 
(como na Equação 9 do Exemplo 2). Lem- 
bre-se de que os limites de integração da 
integral de dentro contêm no máximo 
duas variáveis, os limites de integração 
da integral do meio contêm no máximo 
uma variável e os limites de integração de 
fora precisam ser constantes. 


0 ПЕТЕ ИЕ 


Em cada uma das Equações, 10 e 11, podem existir duas possíveis expressões рага a integral, 
dependendo de D ser uma região plana do tipo I ou II (e correspondendo às Equações 7 e 8). 


ЭШЕ Calcule ff, Vx? + z? dV, onde E é a região limitada pelo paraboloide 
у = х? + 2? e pelo plano y = 4. 


SOLUÇÃO O sólido E está mostrado na Figura 9. Se o olharmos como uma região do tipo 1, 
então precisaremos considerar sua projeção D; sobre o plano xy, que é a região parabólica 
da Figura 10. (O corte de y = x? + 2? no plano z = 0 é a parábola y = x?) 


YA 


D, 


FIGURA 9 
Regiáo de integracáo 


FIGURA 10 
Projecáo sobre o plano-xy 


De y = x? + z? obtemos z = +yy — х2, e então a superfície limite de baixo de E é 
z = —Xy — x? e a superfície de cima éz = yy — x?. Portanto, a descrição de E como região 
do tipo 1 é 


E= {(x,y,)| -2< x52, x! «y «4, -Ayx Sz уу} 


e obtemos | 
fl] er nav GI VE TE dedy dx 


Apesar de essa expressão estar correta, é extremamente difícil calculá-la. Então, em vez 
disso, vamos considerar Е como a região do tipo 3. Como tal, sua projeção D; sobre o plano 
xz é o disco x? + z? « 4 mostrado na Figura 11. 

Então, a superfície lateral esquerda de E é o paraboloide y = x? + z^ e a superfície late- 
ral direita é o plano у = 4. Assim, tomando u¡(x,z) = x? + z? eux, z) = 4 na Equação 11, 
temos 


[i М2 + 2 ау = [|| Ia +72 | dA = Il (4 = x? ra + z? dA 
E DL D; 
Apesar de essa integral poder ser escrita como 
Li 4 2 = ст 


fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz: x = r cos Ө, z = rsen. 
Isso fornece 


Паи = [ee reza 
H 4 |, (4 — r°)rr dr d0 = ү do IN (4r? — r*) dr 


А E r5 | 1287 
cda _ _ 
0 


3 5 15 


JaN] Expresse a integral iterada f) f; B f(x. у, z) dz dy dx como a integral tripla e, então, 
reescreva-a como uma integral iterada em uma ordem diferente, integrando primeiro em re- 
lação a x, então z, e então y. 


SOLUÇÃO Podemos escrever 


|, [Н [es y, 2) dz dy dx = 11! f(x, y, 2) dV 


onde E = la. у, J[0=sx=1,0=<y=<xY,0=<7< yl. Essa descrição de E nos permite es- 
crever projeções sobre os trés planos coordenados, como a seguir: 


sobre o plano xy: D, = f(x,y) |0 <х 1, 0 =: 22) 


= ((x,))]0 < y < Ly «x«i 
sobre o plano yz: р» =((x, y) |0 < y < 1, 0<z<») 


sobre o plano xz: Di=((x,))|0=<x=<1,0=<y<x) 


A partir dos esboços resultantes das projeções na Figura 12, esbogamos o sólido E na Figura 
13. Vemos que se trata do sólido limitado pelos planos z = 0,x = 1, y = z pelo cilindro pa- 
rabólico y = x? (ou x = yy). 
Se integrarmos primeiro em relação a x, em seguida a z e, então, a y, usamos uma descri- 
ção alternativa de r 
=(0x,y,9]0<x=<1,0<2< y, yy <x < 1} 
Logo, 


е »„)ду = IN |. Гол», z) dx dz dy E 


HA Aplicações de Integrais Triplas 


Lembre-se de que, se f(x) = 0, então a integral (^ f(x) dx representa a área abaixo da curva 
y = f(x) de a até b, e se f(x, y) = O, então a integral dupla ff, f(x, у) dA representa o volume 
sob a superfície z = f(x, y) acima de D. A interpretação correspondente para a integral tripla 
[fz f(x,y, z) dV, onde f(x, y, z) = 0, não é muito útil, porque seria um “hipervolume” de um 
objeto de quatro dimensões e, é claro, de muito difícil visualização. (Lembre-se de que E é so- 
mente o domínio da função ў; o gráfico de f pertence ao espaço quadridimensional.) Apesar 
disso, a integral tripla fff f(x, у, z) dV pode ser interpretada de forma diversa em diferentes 
situações físicas, dependendo das interpretações físicas de x, y, z e f (x, у, z). 

Vamos começar com o caso especial onde f(x, y, z) = 1 para todos os pontos em E. Nesse 
caso, a integral tripla representa o volume de E: 


12 У(Е) = Í | dV 


E 


Por exemplo, você pode ver isso no caso de uma região do tipo 1 colocando f (x, у, z) = 1 na 


Fórmula 6: 
а [ge] teo = нета 


е, da Secáo 15.3, sabemos que 1550 representa o volume que está entre as superfícies 
z = u(x, y) e z = uxx, y). 


БИШЕ Use a integral tripla para determinar o volume do tetraedro Т limitado pelos pla- 
nos x+2y+2=2,x=2y,x=0ez=0. 


INTEGRAIS MULTIPLAS 


=Y 


FIGURA 12 
Projeções de E 


FIGURA 13 
O sólido E 


» 
х 
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SOLUÇÃO O tetraedro T e sua projeção D sobre o plano xy são mostrados nas Figuras 14 e 15. 
O limite inferior de T é o plano z = Ое o limite superior é o plano x + 2y + z = 2, isto é, 
z—2-—»x-—2y 


x=2y 


Y 


FIGURA 14 FIGURA 15 


Portanto, temos 


un = far pp ева 
T 


_ 1 f1-x/2 = _ 1 
- f m (2 — х — 2y dydx =! 


pelo mesmo cálculo usado no Exemplo 4 da Secáo 15.3. 
(Observe que não é necessário usar as integrais triplas para calcular volumes. As integrais 
triplas simplesmente fornecem um método alternativo para descrever os cálculos.) EEE 


Todas as aplicações de integrais duplas da Seção 15.5 podem ser imediatamente estendi- 
das para as integrais triplas. Por exemplo, se a função densidade de um objeto sólido que ocupa 
a região E é p(x, y, z), em unidades de massa por unidade de volume, em qualquer ponto 
(х, y, х), então sua massa é 


[13] т= 0 p(x, y, z) dV 


e seus momentos em relagáo aos trés planos coordenados sáo 


14 My, = [ll хос», 2) ау М. = (| y p(x, y, z) dV 
E E 


Ms = [i р(х, y, z) dV 


O centro de massa está localizado no ponto (x, y, z), onde 


15 x= 


Se a densidade é constante, o centro de massa do sólido é chamado centroide de E. Os mo- 
mentos de inércia em relagáo aos trés eixos coordenados sáo 


1 


e 


L= [i (у? + z°)p(x, y, х) dV = [i (х2 + 22)р(х, y, z) dV 
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І, = Il (x? + у2)р(х, у, х) dV 


Como na Seção 15.5, a carga elétrica total sobre um objeto sólido ocupando a região E e 
tendo uma densidade de carga o (x, y, z) é 


О = II o(x,y,2) dV 


Se tivermos três variáveis aleatórias X, Y e Z, sua função densidade conjunta é uma fun- 
ção das três variáveis, de forma que a probabilidade de (X, Y, Z) estar em E é 


Р(Х, Y, Z) € E) = ||| £(x, y, 3 av 
Em particular, | 
P(axXx«b,c«yYxd,r«ZzZzs)-— PE Eya dz dy dx 
A função densidade conjunta satisfaz 
f(x,y,z) => 0 E E NICE z) dz dy dx = 1 
EEE Determine o centro de massa de um sólido com densidade constante que é limi- 


tado pelo cilindro parabólico x = y? e pelos planos x = z,z = 0ex = 1. 


SOLUCAO O sólido E e sua projecáo sobre o plano xy sáo mostrados nas Figuras 16. As super- 
fícies inferior e superior de E são os planos z = 0 ez = x, então, descrevemos E como uma 
região do tipo I: 


E=Ñ(x,y,)|-1<y<1,y<x<1,0<z2<x) 


Então, se a densidade é р(х, у, z) = р, a massa é 


к= did ии ses 
ZINC ID dy 0 


-1 


"Y 


= xL (1 =y% dy = o |, (1 y dy 


у | 4p FIGURA 16 
=al _ 


Por causa da simetria de E e p em relação ao plano xz, podemos dizer imediatamente que 
Мы = 0 e, portanto, у = 0. Os outros momentos são 


My, = M xp dV = А |. | xp dz dx dy 
E 
= ‚| [ Pax dy = Ді Bg dy 


-1 


1 
_ 20 (1 on 20|. У | _ Ар 
=й у") dy е |, | 
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М, = Ill zp dV = | |; [К zp dz dx dy 
o ) 


Е m| g ppp, 
СИЕ 2 Edo dx dy 


- Pitas _ 20 
[a y?)dy 7 


Logo, o centro de massa é 


(x,y, 7) = ЕЗ y 


¡Ly Exercícios 


1. Calcule a integral do Exemplo 1, integrando primeiro em relação 
a y, depois z e entáo x. 
2. Calcule a integral fff, (xz — у?) dV, onde 


E=((x,y,)|-1<x<10<y=<20<z<1) 


utilizando trés ordens diferentes de integração. 
3-8 Calcule a integral iterada. 


3. | Јо 


р -ddya а DT aos de ay de 


5. | Jo [е dy dx dz 6. [ |, [М ` < i dx dz dy 
т/2 (y (x 

7. [ |, | cos(x + y + z) dz dx dy 
үт [х faz) 

8. || |, f x“ sen y dy dz dx 

9-18 Calcule a integral tripla. 

9. [[f,2x dV, onde 
E-((y2|0sy«2,0€x«J4—y 0<7<y) 

10. (jj, e” dV, onde 
E-—í(xyz2lsysLysxslL0zzszx) 

11. ff. FU. dV, onde 
E-—l(xyz2|lsys4yszs4A0mxzz) 

12. (Jf, sen y dV, onde E está abaixo do plano z = x e acima da região 
triangular com vértices (0, 0, 0), (т, 0, 0) e (0, 7,0) 

13. [Jf бху dV, onde E está abaixo do plano z = 1 + x + y e acima 
da região do plano xy limitada pelas curvas y = ух, у= 0е 
х= 1 

14. ff, ху dV, onde E é limitado pelos cilindros parabólicos у = x^ e 
х = y e pelos planosz=0ez=x+y 

15. fff x” dV, onde Т é o tetraedro sólido com vértices (0, 0, 0), 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) 

16. (ff, xyz dV, onde T é o tetraedro sólido com vértices (0, 0, 0), 
(1, 0, 0), (1, 1, 0) e (1, 0, 1) 

17. fff, x aV, onde E é limitado pelo paraboloide x = 4y? + 4z^ e 
pelo plano x = 4 

18. (|f, z dV, onde E é limitado pelo cilindro y? + z? = 9 e pelos pla- 


nos x = 0, у = 3x ez = 0 no primeiro octante 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


19-22 Use a integral tripla para determinar o volume do sólido dado. 

19. O tetraedro limitado pelos planos coordenados e o plano 
2x tytz-4 

20. O sólido limitado pelos paraboloides y = x? + ze 
y-8-2-g 

21. O sólido limitado pelo cilindro y = x? e pelos planos z = 0e 
ytz-l 

22. O sólido limitado pelo cilindro x? + z? = 4 e pelos planos 
y=-ley+tz=4 


23. (a) Expresse o volume da cunha no primeiro octante que é cortada 
do cilindro y? + z? = 1 pelos planos y = xe x = 1 como uma 
integral tripla. 


SCA 


(b) Utilize a Tabela de Integrais (nas Páginas de Referência 6-11) 


ou um sistema de computação algébrica para determinar o va- 
lor exato da integral tripla da parte (a). 

24. (a) Na Regra do Ponto Médio para as Integrais Triplas, usa- 
mos a soma tripla de Riemann para aproximar a integral tri- 
pla em uma caixa B, onde f(x, y, z) é calculada no centro 
(Xi, yj, zx) da caixa В. Utilize a Regra do Ponto Médio para 
estimar [[[, vx? + y? + z? dV, onde B é o cubo definido por 
0<x<4,0<y<4, 0x 2 < 4. Divida B em oito cubos 


de igual tamanho. 


SCA 


(b) Use um sistema de computação algébrica para aproximar a in- 


tegral da parte (a) com precisão para o número inteiro mais 
próximo. Compare com sua resposta para a parte (a). 
25-26 Use a Regra do Ponto Médio para as integrais triplas (Exercí- 
cio 24) para estimar o valor da integral. Divida B em oito subcaixas 
de igual tamanho. 
25. |||, cos (xyz) dV, onde 


B=(xy3|0=x=1,0=y=<1,0=<z<l) 
26. (|f, ух e” dV, onde 
B=((x,y,3J|0=x=4,0=y=<1,0=<Z2=<2) 


21-28 Esboce o sólido cujo volume é dado pela integral iterada. 


п. [|| ay dzax 2. (77 (17 ax dz dy 


JO JO Јо 


SCA 


E necessáriou usar um sistema de computação algébrica 


29-32 Expresse a integral ||| f(x, y, z) dV como uma integral iterada 
de seis modos diferentes, onde E é o sólido limitado pelas superfícies 
dadas. 


29. y = 4 — x? — 4z’, y=0 

30. у2 +z7=9, x 2 ME 

31. y х2, 2=0, y+22=4 

32.x 22, y 2-2, z=0, x+y-22=2 


33. A figura mostra a regiáo de integracáo da integral 
Df т-у 
|. E { f(x,y,z) dz dy dx 


Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas 
cinco outras ordens. 


34. A figura mostra a região de integração da integral 


|, E i [ros y. z) dy dz dx 


Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas 
cinco outras ordens. 


35-36 Escreva cinco outras integrais iteradas que sejam iguais à inte- 
gral iterada dada. 


sa | |, |; f(x,y,z) dz dx dy 


3. | | fev. de dy dx 


37—38 Calcule a integral tripla usando apenas interpretacáo geométrica 
e simetria. 
37. ff. (4 + 52у?) aV, onde С é a região cilíndrica 


ё +у&4,-2 1% 2 
38. fff; (2 + sen y + 3) dV, onde В é a bola unitária 
?+у + <1 


39-42 Determine a massa e o centro de massa do sólido dado E com 
funcáo densidade dada p. 

39. Eé o sólido do Exercício 13; р(х, y, z) = 2 

40. E é limitado pelo cilindro parabólico z — 1 — y? e os planos 


SCA 


SCA 
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xtz—l,x—0ez-—0; p(x,y,)=4 

41. E éo cubo dado por 0 х «a, 0 < уха, 0 =: «а; 
play.) = х + у? + 2? 

42. E é o tetraedro limitado pelos planos x = 0, у = 0, 


z=0,x+ty+tz=1; р(х,у,:) = у 


43-46 Suponha que o sólido tenha densidade constante К. 

43. Encontre os momentos de inércia para um cubo com comprimento 
de lado L se um vértice está localizado na origem e três arestas 
estão nos eixos coordenados. 

44. Encontre os momentos de inércia de um tijolo retangular com di- 
mensões a, b e c e massa M se o centro do tijolo está localizado 
na origem e as arestas são paralelas aos eixos coordenados. 

45. Encontre o momento de inércia em relação ao eixo z do cilindro 
sólido x? + y? <a”, 0 z <h. 

46. Encontre o momento de inércia em relação ao eixo z do cone só- 


lido yx? + y? Sz Sh. 


41-48 Escreva, mas não calcule, as expressões integrais para (a) a 
massa, (b) o centro de massa e (c) o momento de inércia em relação 
ao eixo z. 

47. O sólido do Exercício 21; р(х, y, z) = Vx? + y? 

48. O hemisfério x? + y? + 2 < 1, z 0; 


p(x,y,2) = ух? + у? + 22 


49. Ѕеја E o sólido no primeiro octante limitado pelo cilindro 
x? + y? = 1 e pelos planos y = z, x = 0 e z = 0 com função 
densidade p (x, y, z) = 1 + x + y + z. Use um sistema de com- 
putacáo algébrica para determinar os valores exatos das seguin- 
tes quantidades para E. 
(a) A massa 
(b) O centro de massa 
(c) O momento de inércia em relação ao eixo z 
50. Se E é o sólido do Exercício 18 com função densidade 
p(x,y,2) = x? + y?, determine as seguintes quantidades, com 
precisão de três casas decimais. 
(a) A massa 
(b) O centro de massa 
(c) O momento de inércia em relação ao eixo z 
51. A função densidade conjunta das variáveis aleatórias X, Y e Z é 
f(x,y,z) = Схус se 0€xx2,0xyx2,0xzx2 e 
f(x,y,z) = 0, caso contrário. 
(a) Determine o valor da constante C. 
(b) Determine Р(Х < l, Y < 1,Z < 1). 
(c) Determine P(X + Y + Z < 1). 


Suponha que X, Y e Z sejam variáveis aleatórias com funcáo den- 
(0,5x+0,2y+0,1z, 


52. 
sidade conjunta f(x,y,z) = Ce” sex 2 0, у 20, 
z = Оеў(х, у, д) = 0, caso contrário. 

(a) Determine o valor da constante С. 

(b) Determine Р(Х < 1, Y < 1). 

(c) Determine P(X < 1l, Y < 1,Z < 1). 

53-54 O valor médio de uma função f(x, y, 2) em uma região sólida 

E é definido como 


Да = vas lire» z)dV 


onde V(E) é o volume de E. Por exemplo, se p é a função densidade, 
então реа é a densidade média de E. 


922 


53. Determine o valor médio da função f(x, y, z) = xyz no cubo com 55. (a) Determine a região E para a qual a integral tripla 
lados de comprimento L que está no primeiro octante, com um 
vértice na origem e arestas paralelas aos eixos coordenados. || | | (1 — x? — 2y? — 3z?) dV 

54. Encontre o valor médio da função f(x, у, z) = x^z + y/z nare- у E 

gião limitada pelo paraboloide z = 1 — x? — y? e pelo plano z = 0. é máxima. 


анана 


PROJETO DE DESCOBERTA 


(b) Use um sistema de computação algébrica para calcular o va- 
lor máximo exato da integral tripla na parte (a) 


VOLUMES DE HIPERESFERAS 


Neste projeto, determinaremos as fórmulas para o volume limitado por uma hiperesfera em um es- 
paco n-dimensional. 


1. Utilize uma integral dupla e substituições trigonométricas, juntamente com a Fórmula 64 da Ta- 
bela de Integrais, para determinar a área do círculo de raio r. 

2. Use uma integral tripla e substituições trigonométricas para determinar o volume da esfera de 
raio r. 

3. Utilize uma integral quádrupla para determinar o hipervolume limitado pela hiperesfera 
x? + y? +z? + ш? = г? em R*. (Use somente substituição trigonométrica e fórmulas de re- 
dução para f sen"x dx ou f cos”x dx.) 


4. Use uma integral n-upla para determinar o volume limitado por uma hiperesfera de raio r no es- 
paço n-dimensional R”. [Sugestão: As fórmulas são diferentes para n par e n ímpar.] 


LJ Integrais Triplas em Coordenadas Cilíndricas 


УА 


0) 


FIGURA 1 


P(r, 0) = Р(х, y) 


Em geometria plana, o sistema de coordenadas polares é usado para dar uma descrigáo con- 
veniente de certas curvas e regiões. (Veja a Seção 10.3.) A Figura 1 nos permite relembrar a 
ligacáo entre coordenadas polares e cartesianas. Se o ponto P tiver coordenadas cartesianas 
(x, y) e coordenadas polares (r, 0), entáo, a partir da figura, 


x =rcos 0 у = гѕеп 0 


г? = х? + y? tgo =} 
х 
Em trés dimensóes, һа um sistema de coordenadas, chamado coordenadas cilíndricas, que 
é análogo às coordenadas polares e dá descrições convenientes de algumas superfícies e sóli- 
dos que ocorrem usualmente. Como veremos, algumas integrais triplas são muito mais fáceis 
de calcular em coordenadas cilíndricas. 


ШЕШ Coordenadas Cilíndricas 


No sistema de coordenadas cilíndricas, um ponto P no espaço tridimensional é representado 
pela tripla ordenada (r, Ө, z), onde r e 6 são as coordenadas polares da projeção de P no plano 
xy e z é a distância orientada do plano xy a P. (Veja a Figura 2.) 

Para convertermos de coordenadas cilíndricas para retangulares, usamos as equações 


1 x =rcos 6 y = rsen0 Z=2 


enquanto que para converter de coordenadas retangulares para cilíndricas, usamos 


2 г? = х? + y? g= zz 


(a) Marque o ponto com coordenadas cilíndricas (2, 217/3, 1) e encontre suas coordenadas re- 
tangulares. 
(b) Encontre as coordenadas cilíndricas do ponto com coordenadas retangulares (3, —3, —7). 


SOLUÇÃO 
(a) O ponto com coordenadas cilíndricas (2, 217/3, 1) está marcado na Figura 3. Das Equações 
1, suas coordenadas retangulares são 


27 1 
x = 2 cos =2(- )--: 
3 2 
2 3 E 
y = 2 sen za Jess 


z=1 


Logo, o ponto é (— 1, AI ү 1) em coordenadas retangulares. 
(b) Das Equações 2 temos 


r = /3? + (—3)? = 32 


E: Em 


logo 0= + 2пт 


Portanto, um conjunto de coordenadas cilíndricas é (3 x2. 7m/4, -1). Outro é 
(3 V2, —m/4, —7). Como no caso das coordenadas polares, existem infinitas escolhas. EM 


Coordenadas cilíndricas são úteis em problemas que envolvem simetria em torno de um 
eixo e o eixo z é escolhido de modo a coincidir com o eixo de simetria. Por exemplo, o eixo 
do cilindro circular com equação cartesiana x? + y? = с? é o eixo z. Em coordenadas cilín- 
dricas, este cilindro tem a equação muito simples r = c. (Veja a Figura 4.) Esta é a razão para 
o nome coordenadas “cilíndricas”. 


BEUA Descreva a superfície cuja equação em coordenadas cilíndricas é z = г. 


SOLUÇÃO A equação diz que o valor z, ou altura, de cada ponto da superfície é o mesmo que 
r, a distância do ponto ao eixo z. Como 0 não aparece, ele pode variar. Assim, qualquer corte 
horizontal no plano z = k (k > 0) é um círculo de raio k. Esses cortes sugerem que a super- 
fície é um cone. Essa previsão pode ser confirmada convertendo a equação para coordena- 
das retangulares. Da primeira equação em |2 |, temos 


g-poybey! 


Reconhecemos a equação z? = x? + y? (pela comparação com a Tabela 1 na Seção 12.6) 
como o cone circular cujo eixo é o eixo z. (Veja a Figura 5.) fe] 


ШШШ Cálculo de Integrais Triplas com Coordenadas Cilíndricas 


Suponha que E seja uma região do tipo 1, cuja projeção D no plano xy tenha uma representa- 
ção conveniente em coordenadas polares (veja a Figura 6). Em particular, suponha que f seja 
contínua e 


E = {(х,у, 2 | 6,3) € Р, u(x, y) < z < из(х,у)} 
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(7, 0,0) 


FIGURA 2 
As coordenadas cilíndricas de 
um ponto P 


ZA 


FIGURA 3 


FIGURA 4 
r = с, um cilindro 


FIGURA 5 


z =r, um cone 
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ZA 


dz 
аө 
>=: 
r dr 


FIGURA 7 
Elemento de volume em 


coordenadas cilíndricas: 
dV =r dz dr do 


x 


FIGURA 8 


onde D é dado em coordenadas polares por 


Y 


FIGURA 6 х 
Sabemos da Equação 15.7.6 que 


3 ШЕЕ y,z)dV = [|| DM yz) ae dA 


Mas também sabemos como calcular integrais duplas em coordenadas polares. De fato, 
combinando a Equação 3 com a Equação 15.4.3, obtemos 


4 11! Р(х,у, 2) ау = r a те 9 бр cos 6, r sen, z) r dz dr d0 
E 


h,(0) Ju,(r cos 0, r sen 0) 


A Fórmula 4 é a fórmula para a integracáo tripla em coordenadas cilíndricas. Ela nos diz 
que convertemos uma integral tripla em coordenadas retangulares para coordenadas cilíndri- 
cas escrevendo x = r cos 0, y = r sen Ө e deixando z como está, utilizando os limites apro- 
priados de integração para z, r e 0, e trocando dV por r dz dr d0. (A Figura 7 mostra como lem- 
brar disto.) É recomendável a utilização dessa fórmula quando E for uma região sólida cuja 
descrição é mais simples em coordenadas cilíndricas e, especialmente, quando a função 
Р(х, у, х) envolver a expressão х? + y’. 


3EM Um sólido E está contido no cilindro x? + y? = 1, abaixo do plano z = 4 e 
acima do paraboloide z = 1 — x? — y?. (Veja a Figura 8.) A densidade em qualquer ponto é 
proporcional à distância do ponto ao eixo do cilindro. Determine a massa de E. 


SOLUÇÃO Em coordenadas cilíndricas, o cilindro é r = 1 e o paraboloide é z = 1 — г? e 
podemos escrever 


E=((,0,)]0<0<27,0<r<l,1-r<7<4) 


Como a densidade em (x, y, z) é proporcional à distância do eixo z, a função densidade é 


f(x,y,z) = Кух? + у? = Kr 
onde K é a constante de proporcionalidade. Portanto, da Fórmula 15.7.13, a massa de E é 


= [xe ram 
= [ко r azar do 
= (a Kr?[4 ei г?)] drd 


= K” do L (Br? + r*)dr 


acl ez 
= AmK|r + = 
5 do 


EEN Calcule (^. (fas 0 + y) dedy x. 
SOLUÇÃO Essa integral iterada é uma а tripla sobre a região sólida 
= f(x,y,z) |-2 < x <2, -J4 = х2 <= у= 4 = х2, yx? + y? <z<2} 
e a projeção de E sobre o plano xy é o disco x? + y? < 4. A superfície inferior de E é o cone 
z = yx? + y? ea superfície superior é o plano z = 2. (Veja a Figura 9.) Essa região tem uma 


descrição muito mais simples em coordenadas cilíndricas: 


= {0,0,2 |0 <0<2т, 0 <ғ<2, г<: 


Portanto, temos 
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X 


2) FIGURA 9 


E p E ER S0 +9 de dy ds = || (х? + y?) dV 


= E [ [ r?r dz dr а0 


(2 


= ("ae[ ro — nar 
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1-2 Marque o ponto cujas coordenadas cilíndricas são dadas. A seguir, 


encontre as coordenadas retangulares do ponto. 


1. (а) (4,7/3,-2) (b) (2, —7/2, 1) 

2. (a) (V2,37/4,2) (b) (1, 1, 1) 

3-4 Mude de coordenadas retangulares para cilíndricas. 
3. (a) (C1,1, 1) (b) (-2,243, 3) 
4. (a) (243,2, -1) (b) (4, —3.2) 


5-6 Descreva com palavras a superfície cuja equacáo é dada. 
5. 0=7/4 6. г= 5 


7-8 Identifique a superfície сија equacáo ё dada. 
71 2=4-5r 8 272 +22 = 1 


9-10 Escreva as equações em coordenadas cilíndricas. 
9. ()x-x+ty+72=1 (6) = х? — y? 


10. (а) 3x + 2у +: = 6 (b =х2 – y? + 02 = 1 


11—12 Esboce o sólido descrito pelas desigualdades dadas. 
1.0=<r<2, -71/2<0<m1/2, 0xzxl 
12.0=<0=<71/2, rs=z=<2 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


13. Uma casca cilíndrica tem 20 cm de comprimento, com raio in- 
terno 6 cm e raio externo 7 cm. Escreva desigualdades que des- 
crevam a casca em um sistema de coordenadas adequado. Expli- 
que como vocé posicionou o sistema de coordenadas em relagáo 
à casca. 


[7 14. Use uma ferramenta gráfica para desenhar o sólido limitado pe- 


los paraboloidesz = x? + y?ez = 5 — x? — y’. 


15-16 Esboce o sólido cujo volume é dado pela integral e calcule-a. 


| р  r dz dr d6 16. Гаа dr 


17-28 Utilize Жо cilíndricas. 

17. Calcule Í] p VX? + y? dV, onde E é a região que está dentro do 
cilindro x? A y? = 16 e entre os planos z = —5ez = 4. 

18. Calcule fff, z dV, onde E é limitado pelo paraboloide z = x? + y? 
e o plano z = 4. 

19. Calcule fff, (x + y + z) dV, onde E é o sólido do primeiro oc- 
tante que está abaixo do paraboloide z = 4 — x? — уг. 

20. Calcule ff), х dV, onde E é limitado pelos planos z = 0 e 


z=x + y + 5 e pelos cilindros x? + y? = 4ex? + y? = 9. 

21. Calcule fff, x?dV, onde E é o sólido que está dentro do cilindro 
x!- у* = 1, acima do plano < = 0 e abaixo do cone 
2 = 4х? + 4y?. 


М É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 
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Determine o volume do sólido que está dentro tanto do cilindro 
x? + y? = 1 сото da esfera x? + y? + z? = 4. 


. Determine o volume do sólido que é limitado pelo cone 


z — Vx! + y e abaixo da esfera x? + y? + z? = 2. 


. Determine o volume do sólido que está entre o paraboloide 


z — x! + y’ еаеѕѓегах? + y? + z? = 2. 


. (a) Encontre o volume da região E limitada pelos paraboloides 


2 2 


zx ty'ez—36 — 3x — 3y”. 
(b) Encontre o centroide do E (centro de massa no caso em que 


a densidade é constante). 


. (a) Determine o volume do sólido que o cilindro r — a cos 0 


corta da esfera de raio a centrada na origem. 
(b) Ilustre o sólido da parte (a) desenhando a esfera e o cilindro 
na mesma tela. 


21. Determine a massa e o centro de massa do sólido S limitado pelo 
paraboloide z = 4x? + 4y? e pelo plano z = a (а > 0), se 5 tem 
densidade constante K. 

28. Determine a massa da bola B dada por х? + y? + z? < а? sea 
densidade em qualquer ponto for proporcional à sua distáncia do 
eixo z. 

29-30 Calcule a integral, transformando para coordenadas cilíndricas. 

2 [VEF (2 
29. n a o xz dz dx dy 
3 [VIZE [9-xc-y 
30. Г. | | М2 + y? dz dy dx 


31. Quando estudam a formação de cordilheiras, os geólogos estimam 


a quantidade de trabalho necessária para erguer uma montanha a 

partir do nível do mar. Considere uma montanha que tenha es- 

sencialmente o formato de um cone circular reto. Suponha que a 

densidade do material na vizinhança de um ponto P seja g(P) e 

a altura seja A(P). 

(a) Determine a integral definida que representa o trabalho total 
exercido para formar a montanha. 

(b) Assuma que o monte Fuji no Japão tenha o formato de um 
cone circular reto com raio de 19 000 m, altura de 3 800 m e 
densidade constante de 3 200 kg/m?. Quanto trabalho foi 
feito para formar o monte Fuji se a terra estivesse inicialmente 


ao nível do mar? 


S.R. Lee Photo Travaller/Shutterstock 


A 
PROJETO DE LABORATÓRIO A INTERSECÇÃO DE TRÊS CILINDROS 


A figura mostra o sólido limitado por trés cilindros circulares de mesmo diámetro que se intercep- 
tam em ángulos retos. Neste projeto, vamos calcular seu volume e determinar como sua forma va- 
ria quando os cilindros tém diámetros diferentes. 


SCA 


2. 


Esboce cuidadosamente o sólido limitado pelos três cilindros x? + y 1: x25 72 = е 


y? + z? = 1. Indique as posições dos eixos coordenados e rotule as faces com as equações dos 
cilindros correspondentes. 

Determine o volume do sólido do Problema 1. 

Utilize um sistema de computação algébrica para desenhar as arestas do sólido. 

O que aconteceria ao sólido do Problema 1 se o raio do primeiro cilindro fosse diferente de 1? 
Ilustre com um desenho à mão livre ou com um gráfico no computador. 

Se o primeiro cilindro for x? + y? = a?, ondea < 1, escreva, mas não calcule, uma integral du- 
pla que forneça o volume do sólido. E se a > 1? 


SCA| É necessário usar um sistema de computação algébrica 


LJ Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas 
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Outro sistema de coordenadas tridimensionais útil é o sistema de coordenadas esféricas. Ele 
simplifica o cálculo de integrais triplas em regiões limitadas por esferas ou cones. 


ES Coordenadas Esféricas 


As coordenadas esféricas (р, Ө, ф) de um ponto P no espaço são mostradas na Figura 1, onde 
р = |OP | é a distância da origem a P, Ө é o mesmo ángulo que nas coordenadas cilíndricas 
e $ é o ángulo entre o eixo z positivo e o segmento de reta OP. Observe que 


р2 0 ospr 


O sistema de coordenadas esféricas é especialmente útil em problemas nos quais exista sime- 
tria em torno de um ponto e a origem esteja colocada neste ponto. Por exemplo, a esfera com 
centro na origem e raio c tem a equação simples p = c (veja a Figura 2) — essa é a razão do nome 
“coordenadas esféricas”. O gráfico da equação 0 = c é um semiplano vertical (veja a Figura 3) 
e a equação & = c representa um semicone com o eixo z como seu eixo (veja a Figura 4). 


0<с< 7/2 


P(p, 0, ф) 


y 


FIGURA 1 


As coordenadas esféricas 
de um ponto 


T/2<c< п 


FIGURA 2 p=c, uma esfera FIGURA 3 0 = с, um semiplano FIGURA 4 ф = с, um cone 


Arelação entre coordenadas esféricas e retangulares pode ser vista na Figura 5. Dos triân- 
gulos ОРО e OPP’, temos 


z—pcosó r = р sen ф 


Mas x = r cos деу = r sen Ө, de modo que para converter de coordenadas esféricas para re- 
tangulares, usamos as equações 


1 x = p sen $ cos 0 y = p sen $ sen 0 z = рсоѕф 


Além disso, a fórmula da distância mostra que 


2 р? = х? + у? + 22 


Usamos essa equação para converter de coordenadas retangulares para coordenadas esféricas. 


БИЛЕ O ponto (2, 7/4, 7/3) é dado em coordenadas esféricas. Marque o ponto e en- 
contre suas coordenadas retangulares. 


SOLUÇÃO Marcamos o ponto na Figura 6. Das Equações 1, temos 


T T NES 1 3 
= 0=2 =2 = | = 
x = psend cos sen 3 cos 4 | > \() NA 


P'(x, y, 0) 


(2, 7/4, 7/3) 


= 


FIGURA 6 
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[2] ATENÇÃO Não existe uma con- 
venção universal na notação de coorde- 
nadas esféricas. A maioria dos livros de 
física troca os significados de Өе pe usa 
r no lugar de p. 


Em Module 15.9você pode inves- 
tigar famílias de superfícies em coorde- 
nadas cilíndricas e esféricas. 


r; АӨ = p;send, АӨ 


FIGURA 7 


4 


3 1 3 
у = р ѕепф sen = 2 sen «в ® E (7) = 23 


z = p cosġ = 2 cos $ =2(3)=1 
Logo, о ponto (2, 7/4, 7/3) é (/3/2, /3/2, 1) em coordenadas retangulares. = 


ЭХА O ponto (0, 245, -2) está dado em coordenadas retangulares. Encontre coor- 
denadas esféricas para este ponto. 


SOLUÇÃO Da Equação 2, temos 


p= ух“ ty + =/0+12+4=4 


e, assim, as Equagóes 1 fornecem 


2 =2 1 27 
cos & n 1 > + 3 
8—-— =0 6-— 
cos 0 = —— = = — 
p seno 2 


(Observe que 0 # 37/2 porque y = 24/3 > 0.) Portanto, as coordenadas esféricas do 
ponto dado são (4, 7/2, 21/3). C 


E Cálculo de Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas 


Neste sistema de coordenadas, o correspondente à caixa retangular é uma cunha esférica 


E-((».649|aspsbasósB c<p<ad) 


onde a > 0, B — а = 2те 4 — c < m. Apesar de termos definido as integrais triplas divi- 
dindo sólidos em pequenas caixas, podemos mostrar que, dividindo o sólido em pequenas cu- 
nhas esféricas, obtemos sempre o mesmo resultado. Assim, dividiremos Е em pequenas cu- 
nhas esféricas E;; por meio de esferas igualmente espaçadas р = p;, semiplanos 0 = 6, e 
semicones ф = фу. A Figura 7 mostra que E;; é aproximadamente uma caixa retangular com 
dimensões Ap, p; Дф (arco de circunferência de raio p;, e ángulo Аф) e p; sen, A0 (arco 
de circunferência de raio p; sen py, e ângulo A0). Logo, uma aproximação do volume de Ei; 


; é dada por 


Дул = (App: Аф)(р: sen p; АӨ) = pi sen br Ap A0 Дф 


De fato, pode ser mostrado, com a ajuda do Teorema do Valor Médio (Exercício 47), que o va- 
lor exato do volume de Ёк é dado por 


AVin = р> send Ap АӨ Аф 


onde (р;, бу, dx) é algum ponto em ЕЁ. Sejam (x, уй, z/&) as coordenadas retangulares 
desse ponto. Então 


m n 


Ке yz)dV-— lim Y > У, Р(х, y уй, zik) Аун 


mn j= 1 j=1 k=1 


i m n 


= lim Y У Y f(pi send, cos 6, p; sen фу ѕепд,, p; cos фу) p? send; Ap A0 Аф 


Lmn=>0 ¡2 1 j=1 k=1 


Mas essa é uma soma de Riemann para a função 


F(p, 0, ф) = f(p sen $ cos 0, p sen ф sen Ө, p cos ф) p° sen $ 


Consequentemente, chegamos à seguinte fórmula para a integracáo tripla em coordena- 
das esféricas. 


3 Il fx, y, 2) dV 


E | IN NIC sen $ cos Ө, p sen $ ѕепӨ, p cos ф) р? ѕепф dp do аф 


onde E é uma cunha esférica dada por 


Е = {(р, 6, ф |а=р=Ь, а=0<=В, с=ф=а) 


A Fórmula 3 nos diz que, para converter uma integral tripla de coordenadas retangulares 
para coordenadas esféricas, escrevemos 


x = p ѕепф cos 0 y = p send sen Ө z = p cos ġ 


utilizando os limites de integração apropriados e substituindo dV por p? sen & dp 40 dd. Isso 
é ilustrado na Figura 8. 


FIGURA 8 
Elemento de volume em coordenadas 
esféricas: dV = p° sen $ dpd0 аф 


Essa fórmula pode ser estendida para incluir regiões esféricas mais gerais, como 


Е = {(р, Ө, |a < Ө = В, c« «d, g0, p) = р < g0, ф)} 


Nesse caso, a fórmula é a mesma que [3 |, exceto que os limites de integração para р são gi(0, ф) 


e g2(0, Фф). 
Em geral, as coordenadas esféricas são utilizadas nas integrais triplas quando superfícies 
como cones e esferas formam o limite da região de integração. 


BLUE Calcule fffy е (+ dV. onde B é a bola unitária: 
B = {(x, y, 2) |x^ +y 4 272 = 1} 
SOLUÇÃO Como o limite de B é uma esfera, utilizaremos coordenadas esféricas: 
Вв = {(р, 0, ф) |0 <р<1, 050527, 0< rr) 
Além disso, as coordenadas esféricas são convenientes, pois 
x? + y? Age р? 


Portanto, [3] fornece 


B 
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= р send аф | do |, p^e^ dp 
= [-cos ФЬ(2т) [ieh = $m (e — 1) 3 


OBSERVAÇÃO Seria extremamente complicado calcular a integral do Exemplo 3 sem coor- 
denadas esféricas. Com coordenadas retangulares, a integral iterada seria 


| | М1—х?—у? Pra dz dy dx 
-1 J та J-J 


VALLI Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do sólido que fica acima 
do cone z = yx? + y? e abaixo da esfera x? + y? + z? = z. (Veja a Figura 9.) 


FIGURA 9 


SOLUCAO Observe que a esfera passa pela origem e tem centro em (0, 0,5 J. Escrevemos a 
equação da esfera em coordenadas esféricas como 


p —pcosó ou  p-cosó 


A equação do cone pode ser escrita como 


p cos ф = vp? sen?p cos?0 + р? sen?$ sen? = p sen ф 


A Figura 10 mostra uma visão (desta vez, - = 09 zx 5 
utilizando o MAPLE) do sólido do Isto ie еш sen $ = cos ф, ou $ = 7/4. Portanto, a descrição do sólido E em coordena 
Exemplo 4. das esféricas é 
E = {(р, 0, ф)|0 < 02m, 0 € ф < 7/4, 0 € p = cos d] 
A Figura 11 mostra como E é apagado se integramos primeiro em relação a p, depois em 
relação a ф, e então em relação a Ө. O volume de E é 
2m (7/4 ['cos 
WE) = 11! dv = f [ f p? seno dp аф do 
==> E 
А j з ]4=e0s ф 
- | “do | snol E| do 
0 0 3 E 
FIGURA 10 


т/4 
2m (m/s А 27 соѕ*ф 
= —— sen ф coso d$ = — = 
3 do $ Pap 3 4 
Visual 15.9 mostra uma animação 


da Figura 11. 


X y 


p varia de O a cos ф, enquanto 
фе 0 são constantes. 


FIGURA 11 


EI Exercícios 


Xx 


ф varia de O a 7/4, 
enquanto 0 é constante. 
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0 varia de 0 a 27. 


1-2 Marque o ponto cujas coordenadas esféricas sáo dadas. A seguir, 
encontre as coordenadas retangulares do ponto. 
1. (a) (6, 7/3, 7/6) (b) (3, 7/2, 37/4) 
2. (а) (2,7/2, 7/2) (b) (4, —7/4, 7/3) 


3-4 Mude de coordenadas retangulares para esféricas. 


3. (a) (0, 2,0) (b) (71,1, —/2) 
4. (a) (1,0,3) (b (V3, —1, 2/3) 


5-6 Descreva com palavras a superfície cuja equação é dada. 
5. ф= п/3 6. р= 3 


1-8 Identifique a superfície cuja equação é dada. 
7. p =senó sen 
8. p?(sen?p sen?8 + соѕф) = 9 


9-10 Escreva a equação em coordenadas esféricas. 
9. (аа =x + y? b) х2 + 22 = 9 


10. (а) х2 -2x +y? + z2—0 (b) х + 2у + 3: = 1 


11-14 Esboce o sólido descrito pelas desigualdades dadas. 
11. 2<р<4, 0<ф xm/3, 0 <0 < т 
12. _ e 7/2 «0 < 
13. p ST 
14. p 


30/2 


2, pS ade 


15. Um sólido está cima do cone z — мМ + у? e abaixo da esfera 
x? + y? + 22 = z. Escreva uma descrição do sólido em termos de 
desigualdades envolvendo coordenadas esféricas. 

16. (a) Determine desigualdades que descrevem uma bola oca com 
diâmetro de 30 cm e espessura de 0,5 cm. Explique como você 
posicionou o sistema de coordenadas. 

(b) Suponha que a bola seja cortada pela metade. Escreva desi- 


gualdades que descrevam uma das metades. 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


17-18 Esboce o sólido cujo volume é dado pela integral e calcule-a. 
7/6 (7/2 [3 2 
17. f [ | р? sen ф dp do dy 


18. и 


“0 


И IN p^ sen ф dp аф de 


19-20 Escreva a integral tripla de uma função contínua arbitrária f (x, 
y. z) em coordenadas cilíndricas ou esféricas sobre o sólido mostrado. 
19. 20. 


21-34 Utilize coordenadas esféricas. 
21. Calcule fff, (х? + y? + 2)? aV, onde В é a bola com centro na 
origem e raio 5. 


22. Calcule fff, (9 — x^ — y?) aV, onde H é o hemisfério sólido 
х +y+72<9,7>0. 

23. Calcule fff, (х? + y?) aV, onde E está entre as esferas 
х +у +2 = дех + у? + 2? = 9. 

24. Calcule fff, y? dV, onde E é o hemisfério sólido 
x +y+72<9,7>0. 

25. Calcule fff, xe" *7*© dV, onde E é a porção da bola unitária 
x? + y? + z? < 1 que fica no primeiro octante. 

26. Calcule fff, xyz dV, onde E fica entre as esferas p = 2e p = 4e 
acima do cone $ — 7/3. 

21. Encontre o volume da parte da bola p = a a que está entre os co- 
nes ф = п/беф = m/3. 

28. Encontre a distáncia média de um ponto em uma bola de raio a 
à seu centro. 

SCA| É necessário usar um sistema de computação algébrica 


SCA 
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29. (a) Determine o volume do sólido que está acima do cone 
ф = 7/3 e abaixo da esfera p = 4 cos ф. 
(b) Encontre o centroide do sólido na parte (a). 


30. Determine o volume do sólido que está dentro da esfera 
х + у* + @° = 4, acima do plano xy e abaixo do cone 
2= үх? + y? 

31. (a) Encontre o centroide do sólido no Exemplo 4. 

(b) Encontre o momento de inércia em torno do eixo z para este 
sólido. 

32. Seja H um hemisfério sólido de raio a cuja densidade em qual- 
quer ponto é proporcional à distáncia ao centro da base. 

(a) Determine a massa de H. 
(b) Determine o centro de massa de H. 
(c) Determine o momento de inércia de H em relagáo a seu eixo. 

33. (a) Determine o centroide do hemisfério sólido homogéneo de 

raio a. 
(b) Determine o momento de inércia do sólido da parte (a) em re- 
lação a um diâmetro de sua base. 

34. Determine a massa e o centro de massa do hemisfério sólido de 


raio a se a densidade em qualquer ponto for proporcional à sua 
distáncia da base. 


35-38 Dentre as coordenadas cilíndricas ou esféricas, utilize a que Ihe 

parecer mais apropriada. 

35. Determine o volume e o centroide do sólido E que está acima do 
cone z = yx? + y? e abaixo da esfera x? + y? + z? = 1. 

36. Determine o volume da menor cunha esférica cortada de uma es- 

fera de raio a por dois planos que se interceptam ao longo de um 

diâmetro com um ángulo de 7/6. 

37. Calcule fff, z dV, onde E está acima do paraboloide z = х? + y? 

e abaixo do plano z — 2y. Utilize a Tabela de Integrais (veja as 

Páginas de Referência 6-11) ou um sistema de computação al- 

gébrica para calcular a integral. 

38. (a) Determine o volume limitado pelo toro p = sen ф. 


(b) Utilize um computador para desenhar o toro. 


39-41 Calcule a integral, transformando para coordenadas esféricas. 
(VER (VD 
3. ji (А Vy? 


a [day Ty 
n. [ama == 


NS 


Ja J JP 


xy dz dy dx 


GE + у + 2) dz dx dy › 


41. DOE d y! zb dz dx dy 


42. Um modelo para a densidade ô da atmosfera terrestre próxima à 

superfície é 
6 — 619,09 — 0,000097p 

onde p (a distância do centro da Terra) é medido em metros e д 
é medido em quilogramas por metro cübico. Se tomarmos a su- 
perfície da Terra como uma esfera com raio de 6 370 km, então, 
este modelo é razoável para 6 370 X 106 « p « 6 375 X 106. Use 
este modelo para estimar a massa da atmosfera entre o solo e uma 
altitude de 5 km. 


SCA 


4. 


45. 


46. 


47. 


[М 43. Use uma ferramenta gráfica para desenhar um silo que consista 


em um cilindro de raio 3 e altura 10 com um hemisfério no topo. 
A latitude e a longitude de um ponto P no hemisfério norte estáo 
relacionadas com as coordenadas esféricas p, 0, ф como a seguir. 
Tomamos a origem como o centro da Terra e o eixo z passando 
pelo polo norte. O eixo x positivo passa pelo ponto onde o meri- 
diano principal (o meridiano por Greenwich, na Inglaterra) in- 
tercepta o equador. Então a latitude de P é œ = 90? — &º e alon- 
gitude é B = 360º — 0°. Encontre a distância sobre um círculo 
máximo de Los Angeles (lat. 34,06º N, long. 118,25º W) a Mon- 
treal (lat. 45,50º N, long. 73,60º W). Tome o raio da Terra como 
6 370 km. (Um círculo máximo é o círculo de intersecção de uma 
esfera com um plano que passe pelo centro da esfera.) 

As superfícies р = 1 + i sen m sen пф têm sido usadas para 
modelar tumores. A “esfera rugosa" com m = 6 e n = 5 está 
mostrada. Utilize um sistema de computacáo algébrica para de- 
terminar seu volume. 


Mostre que 
ERA? t gemmas dy de = 2n 


(A integral imprópria tripla é definida como o limite da integral 
tripla sobre uma esfera sólida quando o raio da esfera aumenta in- 
definidamente.) 

(a) Utilize coordenadas cilíndricas para mostrar que o volume do 
sólido limitado por cima pela esfera г? + z? = a? e por baixo 
pelo cone z = г cotg bo (ou & = фо), onde 0 < dy < 7/2, 
é 

y= 2ra? 

3 

(b) Deduza que o volume da cunha esférica dada por 

pi р pa, < 0< 60, di = ф < ф.6 


(1 — cos фо) 


BB 
p2 7 Pt (cos $1 — cos ф›)(0: — 01) 


ДУ = 


(c) Utilize o Teorema do Valor Médio para mostrar que o volume 
da parte (b) pode ser escrito como 
AV = p? send Ap A0 Aj 
p está entre p, e p», ф está entre $i e qo, 
pa pi, A0 0; 0 e Ad = bo — Qı. 


onde 
Ap 
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D -— > 
PROJETO APLICADO CORRIDA NA RAMPA 


Suponha que uma bola sólida (de gude), uma bola oca (de squash), um cilindro sólido (uma barra 
de aço) e um cilindro oco (um cano de chumbo) rolem em um plano inclinado. Qual desses obje- 
tos chegará embaixo mais depressa? (Dê seu palpite antes de continuar.) 

Para responder a essa questão, consideramos a bola ou o cilindro com massa m, raio r e mo- 
mento de inércia / (em relação ao eixo de rotação). Se a queda vertical for h, a energia potencial 
no topo será mgh. Suponha que o objeto chegue embaixo com velocidade v e velocidade angular 
w, de modo que v = or. A energia cinética na base da rampa é composta por duas partes: ¿mu? 
da translação (movimento de descida da rampa) e 5 о? da rotação. Se supusermos que a perda de 
energia por atrito na descida é desprezível, então a lei de conservação de energia nos dá 


mgh = уто? + 510? 


1. Mostre que 


29h 
2 
p = onde /* = 
las JE mr? 
2. Se y(r) é a distância vertical percorrida até o instante f, então o mesmo raciocínio utilizado no 
Problema 1 mostra que v? = 2gy/(1 + I*) em qualquer instante т. Utilize esse resultado para 
mostrar que y satisfaz a equacáo diferencial 


d N1i+Hr 
onde a é o ángulo de inclinação da rampa. 
3. Resolvendo a equação diferencial do Problema 2, mostre que o tempo total de percurso é 


_ EUREN] 
g senta 


Isso mostra que o objeto com menor valor de 7* ganha a corrida. 

4. Mostre que /* = 5 para o cilindro sólido e /* = 1 para o cilindro oco. 

5. Calcule /* para a bola parcialmente oca com raio interior a e raio externo r. Expresse sua res- 
posta em termos do coeficiente b = a/r. O que acontece quando a — 0 e quando a > r? 

6. Mostre que /* = $ para a bola sólida e 1* = 2 para a bola oca. Assim, os objetos terminam a 
corrida na seguinte ordem: bola sólida, cilindro sólido, bola oca, cilindro oco. 


1510 Mudança de Variáveis em Integrais Múltiplas 


Em cálculo unidimensional, frequentemente usamos uma mudança de variável (uma substi- 
tuição) para simplificar uma integral. Revertendo os papéis de x e u, podemos escrever a Re- 
gra da Substituição (5.5.6, no Volume I) como 


Г dx = [ falo)! du 


onde x = glu) ea = g(c), b = g(d). Outro modo de escrever a Fórmula 1 é o seguinte: 


2 | fœ dx = f KEO Edu 


Uma mudanga de variáveis pode também ser útil em integrais duplas. Já vimos um exem- 
plo disso: a conversáo para coordenadas polares. As novas variáveis r e 0 estáo relacionadas 
às velhas variáveis x e y pelas equações 
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FIGURA 1 


x-—rcos0 у =rsenô 


e a fórmula de mudança de variáveis (15.4.2) pode ser escrita como 


If f(x, y) dA = cos 0, r sen 0) r dr do 


R 5 


onde S é а região no plano r0 que corresponde à região R no plano xy. 
De modo mais geral, consideremos uma mudanga de variável dada pela transformacáo 
T do plano uv no plano xy: 


T(u, v) = (х,у) 


onde x e y estão relacionados com u e v pelas equações 


3 x = glu, v) y = h(u, v) 


ou, como às vezes escrevemos, 
х= х(и) у= y(u, 0) 


Em geral, consideramos Т uma transformação C!, o que significa que g e Л têm derivadas par- 
ciais de primeira ordem contínuas. 

Uma transformação T é de fato somente uma função cujo domínio e imagem são ambos sub- 
conjuntos de R?. Se T(u,, vi) = (xi, yi), então o ponto (xi, yi) é denominado imagem do ponto 
(ui, vi). Se não existem dois pontos com a mesma imagem, T é injetora. A Figura 1 mostra o 
efeito de uma transformação T em uma região S do plano uv. T transforma < em uma região К 
no plano xy denominada imagem de S, constituída das imagens de todos os pontos de S. 


UA YA 
T 
—— 
Т^ 
== 
> > 
0 u 0 x 


Se Т é injetora, então existe uma transformação inversa Т^! do plano xy para o plano 
uv e pode ser possível inverter as Equações 3 para escrever u e v em termos de x e y: 


и = G(x, y) v — H(x, y) 


ЗАА Uma transformação é definida pelas equações 
х= и? — 0 у = 2uv 
Determine a imagem do quadrado 5 = {(и, 0) |0 Su 1, 0 v « 1}. 


SOLUÇÃO A transformação leva a fronteira de S na fronteira da imagem. Assim, começamos por 
determinar a imagem dos lados de 5. O primeiro lado, 51, é dado por = 0 (0 < и < 1). (Veja 
a Figura 2.) Das equagóes dadas, temos x — u?, y = О e, então, 0 = х < 1. Então, 5; é 
levado no segmento de reta que liga (0, 0) a (1, 0) no plano xy. O segundo lado, $5, é u = 1 
(0 < v < 1) e, colocando и = 1 nas equações dadas, temos 

x-21-9 y=% 
Eliminando v, obtemos 


que é parte de uma parábola. Da mesma forma, $5 é dado por = 1 (0 < и < 1), cuja ima- 
gem é o arco parabólico 


Finalmente, S4 é dado рог u = 0 (0 < v < 1), cuja imagem é x = —?, y = 0, ou seja, 
—] = x = 0. (Observe que quando nos movemos ао redor do quadrado no sentido anti- 
-horário, também nos movemos ao redor da região parabólica no sentido anti-horário.) A 
imagem de S é a região R (mostrada na Figura 2) limitada pelo eixo x e pelas parábolas dadas 
pelas Equações 4 e 5. E 


Agora vamos ver como a mudança de variáveis afeta a integral dupla. Comecemos com um 
retângulo pequeno $ no plano uv cujo canto inferior esquerdo é o ponto (uo, vo) e cujas di- 
mensões são Au e Av. (Veja a Figura 3.) 
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FIGURA 2 


VA УА 
U = Uy 
/ 
Av 5 T 
———À- 
(ио, 00) Au 
V= bo 
» 
0 u 0 
FIGURA 3 


A imagem de S é a região R do plano xy, sendo que um dos pontos do limite é 
(хо, yo) = T(uo, vo). O vetor 


r(u, v) = glu, v) + h(u, v) j 


é o vetor posição da imagem do ponto (и, v). A equação do lado inferior de S é v = vo, cuja 
curva imagem é dada pela função vetorial r(u, vo). O vetor tangente em (xo, yo) a essa curva 
imagem é 


с . дх. ду. 
r, = gu uo, vo) À + h,(uo, vo)j = эн! + 2 


Da mesma forma, o vetor tangente em (xo, yo) à curva imagem do lado esquerdo de $ é (a sa- 
ber, u = uo) ё 


; . ôx. ду, 
Г, = go, vo) + h,(uo, vo) j = EE + a 


Podemos aproximar a regiáo imagem R = T(S) pelo paralelogramo determinado pelos veto- 
res secantes 


a= r(uo + Au, vo) == r(uo, vo) b = r(uo, vo + Av) ES r(uo, vo) 


mostrados na Figura 4. Mas 


. r(uo + Au, vo) — r(uo, vo) 
г, = lim 
Au—0 Au 


e assim r(uo + Au, vo) — r(uo, vo) = Au r, 


= 
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Г (ио,00 + Ab) 


Y (и0,00) 


г (uo + Au, vo) 


FIGURA 4 


Арк, 


Y (и0,00) 


FIGURA 5 


O jacobiano recebeu esse nome em 7| Definição O jacobiano da transformação T dada por x = g(u, v) e y = h(u, v) é 
homenagem ao matemático alemáo Carl 

Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Apesar x Ox 

de o matemático francês Cauchy ter sido o д(х, у) du дф дх ду дх ду 


primeiro a usar estes determinantes 
especiais, envolvendo derivadas parciais, 
Jacobi usou-os para desenvolver um ди дф 
método para cálculo de integrais mültiplas. 


Da mesma forma r(uo, vo + Av) — r(uo, vo) ^ Avr, 


Isso significa que podemos aproximar R por um paralelogramo determinado pelos veto- 
res Au r, e Av r,. (Veja a Figura 5.) Portanto, podemos aproximar a área de R pela área desse 
paralelogramo, que, da Seção 12.4, é 


6 | (Аи r,) X (Avr,)| = |r, X r,| Au Av 


Calculando o produto vetorial, obtemos 


i j К 
dx ду dx дх 

dx ду v m => — 

— —— 0 ди ди ди Ov 

г, Хг, =| ди ou = k = k 

dx ду dy ду 

dx ду — =— a 

— — 0 dv дф du ðv 

dv дф 


O determinante que aparece nesse cálculo é chamado jacobiano da transformação e tem uma 
notação especial: 


(uv) | ду 0y| Ou» до ди 


Com essa notação, podemos utilizar a Equação 6 para obter uma aproximação da área AA de 
R: 


onde o jacobiano é calculado em (ио, vo). 
Em seguida, dividimos a região S do plano uv em retângulos 5;; e chamamos suas imagens 
no plano ху de R;;. (Veja a Figura 6.) 


VA yA 
S; 
ДАи T 
—> 
(и, 0) 
0 u 0 
FIGURA 6 


Aplicando a aproximação [8| a cada R;;, aproximamos a integral dupla de f sobre А, como segue: 


m n 


[| £6. dà = Y X f(x, у) AA 

E i=1 j=1 

a(x, y) 
alu, v) 
onde о jacobiano é calculado em (u;, vj). Observe que a soma dupla é a soma de Riemann para 
a integral 


{ 


Au Аф 


/(д(и;, Vj). h(ui, v;)) 


шү 


a(x, y) 
д(и, v) 


du dv 


[f Catu, 0), hu, 0) 


A argumentação precedente sugere que o seguinte teorema seja verdadeiro. (Uma de- 
monstração completa é dada em livros de cálculo avançado.) 


[9] Mudança de Variáveis em uma Integral Dupla Suponha que T seja uma transforma- 
ção С! cujo jacobiano seja não nulo e leve uma região S do plano uv para uma região 
R do plano xy. Suponha que f seja contínua sobre R e que К e $ sejam regiões planas 
do tipo I ou II. Suponha ainda que T seja injetora, exceto possivelmente nos pontos de 
fronteira de S. Então, 


alx, y) 


alu, o) du dv 


If fts) da = li [S Atu о), v 2) 


O Teorema 9 diz que mudamos de uma integral em x e y para uma integral em и e v es- 
crevendo x e y em termos deu ev e escrevendo 


a(x, y) 


dA — 
д(и, v) 


du dv 


Observe a semelhança entre o Teorema 9 e a fórmula unidimensional da Equação 2. Em 
vez da derivada dx/du, temos o valor absoluto do jacobiano, ou seja, 

Como primeira ilustracáo do Teorema 9, vamos mostrar que a fórmula de integracáo em 
coordenadas polares é um caso especial deste. Aqui, a transformação Т do plano r6 para o plano 
xy é dada por 


x = g(r, 0) = r cos 0 y = h(r,0) = rsenO 


e a geometria da transformação é mostrada na Figura 7. T transforma um retângulo comum 
do plano r0 em um retângulo polar do plano xy. O jacobiano de T é 


aly) [or 00 

a(r, 0) Е ду ду 

or 30 

Assim, o Teorema 9 fornece 


coso —rsen6 


= рсо520 + г ѕеп20 = г > 0 


ѕеп Ө r cos 0 


д(х, y) 
o(r,0) 


dr d0 


fre y) de dy E f(r cos 6, г sen) 
= r f’ FC coso, г seno) r dr do 


que é o mesmo que a Fórmula 15.4.2 


Utilize a mudança de variáveis x = и? — v’, y = 2uv para calcular a integral 
€ y р g 

(у dA, onde R é a região limitada pelo eixo x e pelas parábolas y? = 4 — 4x e y? = 4 + 4х 

ДАГВА 8 р р р y y 

‚у > 0. 


SOLUÇÃO A região R está mostrada na Figura 2, (na página 935). No Exemplo 1, descobri- 
mos que T(S) = R, onde S é o quadrado [0, 1] X [0, 1]. De fato, a razão que nos levou а 
fazer a mudança de variável para calcular a integral é que S é uma região muito mais simples 
que R. Vamos calcular o jacobiano: 
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OA 
0=B 
^h ——— a 
r=a S r=b 
a 
0—a | 
| 
! > 
0 ü b r 


=y 


FIGURA 7 
Transformação para as coordenadas 
polares 
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FIGURA 8 


ax a 

д(х, y) ди до 2и —2v : " 
= = = 4u^ + 402 > 0 

alu, v) ду ду 2% 2u 

du дф 

Portanto, pelo Teorema 9, 
уа ru B9 и ER (200)4002 + v?) du do 
alu, v) o do 


u=1 


=8 | (А (uv + uv?) du dv = 8 I [tuto + Iv], do 
= |, (20 + 4?)а = 5 t vh =2 EEE 


OBSERVAÇÃO O Exemplo 2 não foi um problema muito difícil de resolver porque já co- 
nhecíamos uma mudança de variáveis apropriada. Se não a conhecêssemos de antemão, en- 
tão o primeiro passo seria descobrir uma mudança de variáveis apropriada. Se f (x, y) for di- 
fícil de integrar, então a forma de f (x, y) pode sugerir uma transformação. Se a região de 
integração R é complicada, então a transformação deve ser escolhida para que a região S cor- 
respondente no plano uv tenha uma descrição mais conveniente. 


SZEME Calcule a integral ff, e 0 dA, onde К é a região trapezoidal com vértices 
(1, 0), (2, 0), (0, —2) e (0, —1). 


SOLUÇÃO Como não é fácil integrar e 2/9 vamos fazer a mudança de variáveis sugerida 


pela forma da função: 


10 и= х +у ›=х-у 


Essas equações definem a transformação Т! do plano xy para o plano uv. O Teorema 9 diz 
respeito à transformação T do plano uv para o plano xy. Esta é obtida isolando-se x e y nas Equa- 
ções 10 de x e y: 


11 х= 1(и + v) у= (и — v) 


О jacobiano de T é 


(х, у) |ðu до 
д(и, v) dy ду 
ди до 
Para determinarmos a região $ do plano uv correspondente а R, observamos que os lados de 
R estão sobre as retas 
y=0 х-у= 2 х= 0 х- у=] 


кюре n= 
| 
ni= 


e, das Equacóes 10 ou 11, as retas imagem do plano uv sáo 


Então, a região S é a região trapezoidal com vértices (1, 1), (2, 2), (C2, 2) e (—1, 1) mostrada 
na Figura 8. Como 
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=((u,0)|1<0<2, -v<u<o) 


o Teorema 9 leva a 


li EDNA = e ufo 


-[ Fe u/v (3) )du ducem Ji [ve"^ i, dv 


365»)! , 


au, ‚| u dv 


=f (e — e™!)vdv = ¿(e — e) = 


HA Integrais Triplas 


Existe uma fórmula de mudança de variáveis semelhante para as integrais triplas. Seja Т а trans- 


formação que leva uma região $ no espaço uvw para uma região R no espaço xyz por meio das 
equações 


x=glu,v,w)  y=hl(u,v,w) с = Ки, о, и) 


О jacobiano de Т é о seguinte determinante 3 X 3: 


Ox Ox dx 

ди ðv дю 

olx, у, 2) _|ду ду ду 

[12 д(и, v, w) ди до дш 
dz 92 д 

ди ðv ди 


Sob hipóteses semelhantes àquelas do Teorema 9, temos a seguinte fórmula para integrais tri- 
plas: 


(x, y, 2) 


1 s 
д(и, v, ш) 


w 


du dv dw 


[ll os». av = [fta v, w), уби, v, w), zlu, v, w) 


ЭХО Utilize a Fórmula 13 para deduzir a fórmula para a integração tripla em coor- 
denadas esféricas. 


SOLUÇÃO Aqui a mudança de variáveis é dada por 
x = p seno cos 6 y = p send sen Ө z = p cos ф 
Calculamos o jacobiano como segue: 


ѕеп cosÜ —psendq sen pcos d cos Ө 


ð 
TD = sen ф sen Ө p зеп cosÜ  pcos $ sen Ө 
ка соз ф 0 —р зеп ф 
—p зеп send p соз $ cos 0 sen ф cos  —psen $ sen 0 
= cos ф = p sen ọ 
p sen ф соѕ Ө р cos ф ѕеп Ө sen ф sen 0 p sen ф соѕ 0 


= cos $ (—p? sen $ cos ф sen?0 — p? sen ф cos ф cos?0) 
— р зеп ф (p sen?$ cos'0 + p sen? sen?0) 
= — p’ sen $ cos'p — р? ѕеп $ send = —p? sen ф 
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Visto que 0 < ф x т, temos sen & = 0. Portanto, 


e a Fórmula 13 nos dá 


a(x, y, 2) 
д(р, Ө, p) 


= | -p° seno | = p?senó 


| f(x, у, х) dv = ШЕК sen ф cos Ө, p send sen 0, p cos ф) p? sen $ dp do аф 
R 5 


que é equivalente à Fórmula 15.9.3. EE 


1510 Exercícios 


1-6 Determine o jacobiano da transformação. 


1 x=5Su—0 y=u+3 

2. x=uv, y=u/v 

3 x=e"sen6, у = е'соѕ 0 

4&4 x=", у= е! 

5. x—u/v, y=0/w, z= wfu 

6 x—vtw y=w+u, z¿=u+0? 


1-10 Determine a imagem do conjunto $ sob a transformação dada. 
7. S=((u,v|0=u=<3,0=<0=2); 
x—2uct3wy-—-u-v 


8. < со quadrado limitado pelas retas и = 0, и = 1, о = 0, о = 1; 
х= 0, у= и(1 + v?) 

9. Séaregião triangular com vértices (0, 0), (1, 1), (0, 1); x — i£, 
yv 

10. S é o disco dado por и + v? < 1; х= au, y = bv 


11-14 Uma região R no plano xy é dada. Determine equações para a 
transformação T que mapeia uma região retangular S no plano uv so- 
bre R, onde os lados de S são paralelos aos eixos u e v. 

11. R é limitado рогу = 2х — 1, y = 2x + 1,y=1—x,y=3-x 
12. R é o paralelogramo com vértices (0, 0), (4, 3), (2, 4), (—2, 1) 
13. R está entre os círculos x? + y? = 1 ex? + y? = 2 no primeiro qua- 


drante 
14. R é ligado pelas hipérboles y = 1/x, y = 4/x e pelas retas y = x, 
y = 4x no primeiro quadrante 


15-20 Utilize a transformação dada para calcular a integral. 

15. 11, (x — Зу) dA, onde R á a região triangular com vértices (0, 0), 
(2, De(1,2);x 

16. ff, (4x + 8y) dA, onde А é o paralelogramo com vértices (— 1, 3), 
(1, –3), (3, =D e (1, 5);х = (и — о), y = (0 — Зи) 

17. ff, x^ dA, onde R é a região limitada pela elipse 9х? + 4y? = 36; 


2и +v, y=u+2YW 


х = 2и, у = 3o 
18. (f, (x? — xy + у?) 4А, onde А é a região limitada pela elipse 


? V213 0, у= ү2и + J2/3v 


А E 
x ху ty 2; х= 2u 
19. Ih. Xy dA, onde R é a regiáo no primeiro quadrante limitada pe- 


las retas y —x e y = 3x e as hipérboles ху = 1, xy = 3; 
х= и/о, y—v 


(6720. ff, y? dA, onde А é a região limitada pelas curvas xy = 1, ху = 2, 


ху? = 1,ху = 2; и = xy, v = xy? Ilustre utilizando uma cal- 


1. As Homework Hints estáo disponíveis ет www.stewartcalculus.com 


culadora gráfica ou um computador para traçar R. 


21. (a) Calcule fff, dV, onde E é o sólido limitado pelo elipsoide 
хуа?  y?/b? + z?/c? = 1. Utilize a transformação х = au, 
у = bv, z = cw. 

(b) A Terra não é perfeitamente esférica; como resultado da ro- 
tação, os polos foram achatados. Assim, seu formato pode ser 
aproximado por um elipsoide com a = b = 6 378 km e 
c = 6 356 km. Use o item (a) para estimar o volume da Terra. 

(c) Se o sólido do item (a) tiver densidade constante k, encontre 
seu momento de inércia em relação ao eixo z. 

22. Um problema importante na termodinâmica é determinar o tra- 
balho realizado por um motor de Carnot ideal. Um ciclo consiste 
na expansão alternada e compressão de gás em um pistão. O tra- 
balho realizado pelo motor é igual à área da região R limitada por 
duas curvas isotérmicas xy = a, xy = b e duas curvas adiabáticas 
ху! = c, xy'^ = d, onde 0 < a < b e 0 < c < d. Calcule o tra- 
balho realizado determinando a área de R. 

23-27 Calcule a integral, efetuando uma mudança de variáveis apro- 

priada. 


x—2 
23. [| E dA, onde R é o paralelogramo limitado pelas retas 
А 3x — y 
х 


2y = 0, х — 2у = 4, 3х – у = 1е3х – у = 8 


24. ff, (x + y)e >" dA, onde R é o retângulo limitado pelas retas 


x—y=06x—-y=2x+y=0ex+y=3 


y-x 
25. | | E = | dA, onde R а a região trapezoidal com vértices 
sa y+x 
(1, 0), (2, 0), (0, 2) e (0, 1) 
26. ffp sen(9x? + 4y?) dA, onde R é a região do primeiro quadrante 
limitada pela elipse 9x? + 4y? — 


27. [fk e dA, onde R é dada pela inequação |x| + |y| < 1 


28. Seja fuma função contínua em [0, 1] e seja R a região triangular 


com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). Mostre que 


[i f(x + y) аА = IR uf(u) du 


R 


KH É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


ES Revisáo 


Verificacáo de Conceitos 
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1. Suponha que f seja uma função contínua definida sobre um re- (c) Quais são os valores esperados de X e Y? 
tângulo R = [а,Ь] X [c, d]. 6. Escreva uma expressão para a área de uma superfície z = f(x, y), 
(a) Escreva uma expressão para uma soma de Riemann de uma (x, y) € D. 
função f. Se f(x, y) = 0, o que representa a soma? 7. (a) Escreva a definição da integral tripla de f sobre uma caixa re- 
(b) Escreva a definição de n f(x, у) dA como um limite. tangular B. 
(c) Qual é a interpretação geométrica de ff. f(x, y) dA se (b) Como calcular fff, f (x, y, z) dV? 
f(x, y) > 0? E se f tiver valores positivos e valores negativos? (c) Como definir ПА f(x, у, х) dV se E for uma região sólida li- 
(d) Como calcular 11, Р(х, y) dA? mitada diferente de uma caixa retangular? 
(e) O que a Regra do Ponto Médio para integrais duplas diz? (d) O que é uma regiáo sólida do tipo 1? Como calcular 
(f) Escreva uma expressáo para o valor médio de f. ША Р(х, у, х) dV. se E for uma região deste tipo? 
2. (a) Como vocé define So f(x, y) dA se D é uma região limitada (e) O que é uma regiáo sólida do tipo 2? Como calcular 
que não é retangular? 1, f(x, y, z) dV se E for uma região deste tipo? 
(b) O que é uma região do tipo I? Como calcular So Р(х, y) dA (f) O que é uma regiáo sólida do tipo 3? Como calcular 
se D for uma região do tipo I? 11, f(x, y, z) dV se E for uma região deste tipo? 
(c) O que é uma região do tipo II? Como calcular So f(x, y) dA 8. Suponha que um objeto sólido ocupe uma região E e tenha fun- 
se D for uma região do tipo II? ção densidade p(x, y, z). Escreva expressões para cada um dos se- 
(d) Quais as propriedades de uma integral dupla? guintes itens. 
3. Como transformar uma integral dupla em coordenadas retangu- (a) A massa 
lares para uma integral dupla em coordenadas polares? Por que (b) Os momentos em relação aos planos coordenados 
você faria isso? (c) As coordenadas do centro de massa 
4. Se uma lâmina ocupa uma região plana D e tem densidade p(x, y), (d) Os momentos de inércia em relação aos eixos 
escreva expressões para cada um dos seguintes itens em termos 9. (a) Como, em uma integral tripla, mudar de coordenadas retan- 
de integral dupla. gulares para coordenadas cilíndricas? 
(a) A massa (b) Como, em uma integral tripla, mudar de coordenadas retan- 
(b) Os momentos em relação aos eixos gulares para coordenadas esféricas? 
(c) O centro de massa (c) Em que situações você deve mudar para coordenadas cilín- 
(d) Os momentos de inércia em relação aos eixos e à origem dricas ou esféricas? 
5. Sejafuma função densidade conjunta de um par de variáveis alea- 10. (a) Se uma transformação T é dada por x = glu, v), y = h(u, v), 
tórias X e Y. qual é o jacobiano de 7? 
(a) Escreva uma integral dupla que represente a probabilidade de (b) Como você muda de variáveis em uma integral dupla? 
X estar entre a e b e Y estar entre c e d. (c) Como vocé muda de variáveis em uma integral tripla? 
(b) Que propriedades f possui? 
Testes Verdadeiro-Falso 
Determine sea afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 6. р [ (х2 ES Jy) sen(x?y2) dx dy < 9 
por quê. Caso contrário, explique por que ou dê um exemplo que mostre que Jı do 
é falsa. 7. Se D é um disco dado por x? + y? < 4, então 
1 | ES sen(x — y) dx dy — IN E x? sen(x — y) dy dx i ME desde 
1 fx x [1 D 
5 8. A integral |||, kr dz dr do representa o momento de inércia em 
relação ao eixo z de um sólido E com densidade constante k. 
2 [4 5 4 
3 | | ve dy dx = | x dx |, P 9. Aintegral 
T аг [^ [7 [az ar ae 
4. ME ” sen y dx dy = 0 A 
5. Seffor contínua em [0, 1], entáo, 


1 
0 


[rom dy dx [P юа] 


representa o volume limitado pelo сопе 2 = yx? + y? e pelo 
plano z = 2. 
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Exercícios 


1. A figura mostra o mapa de contorno de f no quadrado 
R — [0, 3] x [0, 3]. Utilize uma soma de Riemann de nove ter- 
mos para estimar o valor de ПА f(x, у) dA. Tome os pontos de 
amostragem como os cantos superiores direitos dos quadrados. 


YA 
3 


\ | 


0 1 2 3 x 


2. Utilize a Regra do Ponto Médio para estimar a integral do Exer- 


cício 1. 
3-8 Calcule a integral iterada. 
Df u 
> forma а реда 
5. |; [ cos(x?) dy dx 6. |А Г 3xy? dy dx 


7. [ [ [7 sen х dz ау іх 8. |, | f 6xyz dz dx dy 


9-10 Escreva ПА f(x, у) dA como uma integral iterada, onde R é a re- 
giáo mostrada e f é uma função arbitrária contínua em R. 


9. 10. 
y y 


2 


-4 2 j 2 4x 


11. Descreva a região cuja área é dada pela integral 


ү [М Е r dr d0 


0 
12. Descreva o sólido cujo volume é dado pela integral 


[C (7 F seng dp dé do 


e calcule a integral. 
13-14 Calcule a integral iterada, primeiro invertendo a ordem de in- 
tegração. 


2 


13. f |А cos(y?) dy dx 14. a = dx dy 


15-28 Calcule o valor da integral múltipla. 


15. ff, ye” dA, onde R=((x,y)[0<x<2, 0<y=<3) 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


xydA,onde D=((x,y)|0<=y<1,y)<x<y+2) 


- Jo 


17. Il F dA, onde D é limitado por y = yx, y =0,x=1 


2 


D 
1 
18. | | ЕНЕР dA, onde D é a região triangular com vértices (0, 0), 


(1, D e (0,1) 
É So y dA, onde D é a região no primeiro quadrante limitada pelas 
parábolas x = y?ex = 8 — y? 
20. So y dA, onde D é a região do primeiro quadrante que está acima 
da hipérbole xy = 1 e da reta y = x e abaixo da reta y = 2 
21. |f, (x? + y?)2 dA, onde D é a região do primeiro quadrante li- 
mitada pelas retas у = 0 e y = y3 x e pelo círculo x? + y? = 9 
22. Ju x dA, onde D é a região no primeiro quadrante que se encon- 
tra entre os círculos x? + y? = 1ex? + y? = 2 
23. fff; ху dV, onde E = {(х, y,z) |0 € x«3, 0 yx 
O<zsx+y 


24. fff, xy dV, onde T é o tetraedro sólido com vértices (0, 0, 0), 
(4. 0, 0), (0, 1, 0) e (0,0, 1) 
25. fff; y?z^ aV, onde E é limitado pelo paraboloide x = 1 — y? — z? 


e pelo plano x — 0 
26. [[[,zdV, onde E é limitado pelos planos y = 0, z= 0, 
x + y = 2e pelo cilindro y? + z? = 1 no primeiro octante 


27. |||, yz dV, onde E está acima do plano z = 0, abaixo do plano 


2 = y e dentro do cilindro x? + y? = 4 
28. ||| zo /x? + y? + z? dV, onde Н é o hemisfério sólido com cen- 
tro na origem e raio 1, que está acima do plano xy 


29-34 Determine o volume do sólido dado. 

29. Abaixo do paraboloide z = x? + 4y? e acima do retângulo 
R — [0,2] x [1,4] 

30. Abaixo da superfície z — x?y e acima do triângulo no plano xy 
com vértices (1, 0), (2, 1) e (4, 0) 

31. O tetraedro sólido com vértices (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 2, 0) e 
(2, 2, 0) 

32. Limitado pelo cilindro x? + y? = 4 e pelos planos z = 0 
еу +=: = 3 

33. Uma das cunhas obtidas pelo corte do cilindro x? + 9y? = a? 
pelos planos z = 0ez = mx 

34. Acima do paraboloide = = x? + y? e abaixo do semicone 
2= үх + y? 


35. Considere uma lámina que ocupa, no primeiro quadrante, a regiáo 
D limitada pela parábola x = 1 — y? e pelos eixos coordenados, 
com função densidade р(х, у) = y. 

(a) Determine a massa da lâmina. 

(b) Determine o centro de massa. 

(c) Determine os momentos de inércia e os raios de giração em 
relação aos eixos x e y. 

36. Uma lâmina ocupa a parte do disco x? + y? « a? que está no pri- 

meiro quadrante. 

(a) Determine o centroide da lâmina. 

(b) Determine o centro de massa da lâmina se a função densidade 
for р(х, y) = xy?. 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 


37. 


ЗСА 40. 


45. 


46. 


47. 


(a) Determine o centroide de um cone circular reto com altura h 
e base com raio a. (Coloque o cone de forma que a base es- 
teja sobre o plano xy com o centro na origem e seu eixo esteja 
sobre o eixo z.) 

(b) Encontre o momento de inércia do cone em relação a seu eixo 
(o eixo z). 


. Encontre a área da parte do сопе z? = a? (x? + y?) entre os pla- 


nosz=lez=2. 


. Determine a área da parte da superfície z = x? + y que está acima 


do triángulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 2). 
Trace a superfície z = x sen y, —3 S x S 3, -m S y S 7 een- 
contre seu comprimento correto com 4 casas decimais. 


. Utilize coordenadas polares para calcular 


3 [9-а 
[ e (x? + xy?) dy dx 


. Utilize coordenadas esféricas para calcular 


E p pa y^Vx? + y? + 22 de dx dy 


Jo y" 


. Se D é uma região limitada pelas curvas y = 1 — x?e y = e", de- 


termine o valor aproximado da integral [[, у? dA. (Utilize uma fer- 
ramenta gráfica para estimar os pontos de intersecção das curvas.) 


. Determine o centro de massa do tetraedro sólido com vértices 


(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3) e função densidade 
p, y, z) =x + y +z. 
A função densidade conjunta das variáveis aleatórias X e Y é 


C(x + у) se0<x<3,0<y<2 
0 caso contrário 


Р(х, y) - 


(a) Determine o valor da constante C. 

(b) Encontre Р(Х < 2, Y > 1). 

(c) Encontre P(X + Y x 1). 

Uma luminária tem trés làmpadas, cada uma com vida média de 
800 horas. Se modelarmos a probabilidade de falha das lâmpadas 
por uma funcáo densidade exponencial com média 800, determine 
a probabilidade das três lâmpadas virem a falhar dentro de um in- 
tervalo de 1 000 horas. 

Reescreva a integral 


| f. a (х, y, z) dz dy dx 


-1 
como uma integral iterada na ordem dx dy dz. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 
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Dé outras cinco integrais iteradas iguais a 


|, [Н [Eros y, 2) dz dx dy 


JO 
Utilize a transformação u = x — y, = x + y para avaliar 


[Sa 


onde А é o quadrado com vértices (0, 2), (1, 1), (2, 2) e (1, 3). 
Utilize a transformação x = u’, y = v?, z = w° para determi- 


nar o volume da região limitada pela superfície 

Vx + үу + vz = 1 e pelos planos coordenados. 

Utilize a fórmula de mudança de variáveis e uma transformação 
adequada para calcular n Xy dA, onde R é o quadrado com vér- 
tices (0, 0), (1, 1), (2,0) e (1, — 1). 

O Teorema do Valor Médio para as integrais duplas diz que, 
se f é uma função contínua em uma região plana D do tipo I ou 
do tipo II, entáo existe um ponto (xo, yo) em D, tal que 


[| F y) da = уо, yo) 40) 
D 
Utilize o Teorema do Valor Extremo (14.7.8) e a Propriedade 


15.3.11 das integrais para demonstrar esse teorema. (Use a de- 
monstração da versão unidimensional da Seção 6.5, no Volume I, 
como guia.) 

Suponha que f seja contínua sobre um disco que contém o ponto 
(a, b). Seja D, o disco fechado com centro em (a, b) e raio r. Uti- 
lize o Teorema do Valor Médio para as integrais duplas (veja o 
Exercício 52) para mostrar que 


lim — | | FC, y) dA = fía, b) 


1 
(a) Calcule | | Ga уу? dA, onde n é um inteiro e D é a região 
D 


limitada pelos círculos com centro na origem e raios r e R, 
O<r<R. 
(b) Para que valores de n a integral da parte (a) tem limite quando 
r=>0*? 
Determi 1 dV, onde E é iáo limi 
(c) Determine П] отау руп , onde E é a região limi- 
tada pelas esferas com centro na origem e raios re А, O < г < К. 


(d) Para que valores de n a integral da parte (c) tem limite quando 
г> 0*? 
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ma Problemas Quentes A 


1. 


2. 


Se [x] denota o maior inteiro contido em x, calcule a integral 
Il [x + y] dA 
R 


onde R =((x,y)|1<=x=<3, 2= y <= 5}. 
Calcule a Integral 


L pl 
[ete 


onde max (x?, y?) significa o maior dos números x? e y?. 


3. 
4. 


Encontre o valor médio da função f(x) = f! cos(1?) dt no intervalo [0, 1]. 
Se a, bec são vetores constantes, r é o vetor posição xi + yj + zk e E é dado pelas ine- 
quações 0x a:r«o, 0xb-:r«f,0xc-r = y, mostre que 


(аВу)> 


П] (а - г)(Ь - р) (с • г) aV = ја: xà 


. 1 pi 
A integral dupla |, |, Te 
limite da integral dupla sobre o retângulo [0, +] x [0, +] quando + — 17. Mas, se expandir- 
mos o integrando como uma série geométrica, podemos exprimir a integral como a soma 
de uma série infinita. Mostre que 
Df 1 ME 
|, |, 1— ху 4х ду 2 2 


n=1 П 


dx dy é uma integral imprópria e pode ser definida como o 


Leonhard Euler determinou o valor exato da soma da série do Problema 5. Em 1736, ele 
demonstrou que 
© Es т? 


» = 


2 
n=1 П 6 


Neste problema, pedimos que vocé demonstre esse fato calculando a integral dupla do Pro- 
blema 5. Comece fazendo a mudança de variável 


u—v | utv 
ar- a 
Isso corresponde a uma rotação em torno da origem de um ângulo de 7/4. Você precisará 
esboçar a região correspondente no plano uv. 

[Sugestáo: Se, ao avaliar a integral, você encontrar uma das expressões (1 — sen 0)/cos 0 
ou (cos 0)/(1 + sen Ө), você pode usar a identidade cos 0 = sen((7/2) — Ө) e a identidade 
correspondente para sen 6.]. 

(a) Mostre que 


тане 3 5 


= nº 


(Ninguém jamais foi capaz de determinar o valor exato da soma dessa série.) 
(b) Mostre que 


n=1 


(qua 
|, |, t 1 om Bsdy RE — 2 | 3 


Use essa equação para calcular a integral tripla com precisão de duas casas decimais. 
Mostre que 


dx In 7 


IN arctg mx — arctg x T 
0 x 2 


primeiro escrevendo a integral como uma integral iterada. 
(a) Mostre que quando a equação de Laplace 


u u un 
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é escrita em coordenadas cilíndricas, ela se torna 


du 1 ди 1 и Pu 
or? rar r 000 az 


(b) Mostre que quando a equação de Laplace é escrita em coordenadas esféricas ela se torna 


ou | 2 ди , Сов ф ди | 1 ди " 1 ди _ 0 
dp? р др p^ op р? аф? р? ѕеп?ф 20° 
10. (a) Uma lâmina tem densidade constante р е о formato de um disco com centro na origem 
e raio R. Utilize a Lei de Newton da Gravitação (veja a Seção 13.4) para mostrar que 
a intensidade da força de atração que a lâmina exerce sobre um corpo com massa m co- 


locado em um ponto (0, 0, d) no eixo z positivo é 


1 1 
Е = 2ncmpál + = a) 
[Sugestáo: Divida o disco como na Figura 4 da Seção 15.4 e calcule primeiro a compo- 
nente vertical da força exercida pelo sub-retángulo polar R;;.] 
(b) Mostre que a intensidade da força de atração da lâmina com densidade p que ocupa o 
plano inteiro sobre um objeto de massa m localizado à distância d do plano é 


Е = 27Gmp 


Observe que esta expressão não deve depender de d. 
11. Se f for contínua, mostre que 


Пава =; e - уба 


12. Calcule limn”? Y, 


п> о 


13. О plano 


corta о elipsoide sólido 


em dois pedaços. Encontre o volume do pedaço menor. 


Superfícies parametrizadas, estudadas 
na Seção 16.6, são frequentemente 
utilizadas por programadores na criaç 
de filmes de animação. Nesta cena de 
FormiguinhaZ, Princesa Bala está 
prestes a tentar resgatar Z, que está 
preso em uma gota de orvalho. A 
superfície parametrizada representa a 
gota de orvalho, e uma família de tais 
superfícies descreve o seu movimento. 
Um dos programadores para este filme 
disse: "Eu gostaria de ter prestado mais 
atenção na aula de cálculo, quando 
estávamos estudando superfícies 
parametrizadas. Com certeza me 
ajudaria hoje." 


Cálculo Vetorial 


Dreamworks/Photofest 


Neste capítulo, estudaremos os cálculos de campos vetoriais. (Estes são as funções que asso- 
ciam vetores a pontos no espaço.) Em particular, definiremos integrais de linha (que podem 
ser usadas para encontrar o trabalho realizado por um campo de força para mover um obje- 
to ao longo de uma curva). Em seguida, definiremos integrais de superfície (que podem ser 
usadas para encontrar a taxa de fluxo do fluido através de uma superfície). As conexões entre 
esses novos tipos de integrais e as integrais unidimensionais, duplas e triplas que já vimos 
são dadas por versões em maior dimensão do Teorema Fundamental do Cálculo: Teorema 
de Green, Teorema de Stokes e o Teorema do Divergente. 
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Campos Vetoriais 


AA cM 


(a) 18:00, 1º março de 2010 


Os vetores da Figura 1 representam os vetores velocidade do ar e indicam a velocidade esca- 
lar, a direção e o sentido do vento em pontos a 10 m da superfície, na área da Baía de São 
Francisco. Nós vemos num relance a partir das maiores setas na parte (a) que as velocidades 
do vento maiores naquele tempo ocorreram quando entraram na baía do outro lado da Ponte 
Golden Gate. A parte (b) mostra o padráo de vento muito diferente 12 horas antes. Associa- 
do a cada ponto do ar, podemos imaginar um vetor velocidade do vento. Este é um exemplo 
de campo vetorial de velocidade. 
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(b) 6:00, 1? marco de 2010 


FIGURA 1 Campos vetoriais de velocidade mostrando aspectos do vento na Baía de Sáo Francisco 


Outros exemplos de campos vetoriais de velocidade estáo ilustrados na Figura 2: correntes 
oceánicas e do fluxo passando por um aerofólio. 
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(a) Correntes oceánicas em frente à costa de Nova Escócia (b) Escoamento do ar por um aerofólio inclinado 


FIGURA 2 Campos vetoriais de velocidade 


Outro tipo de campo vetorial, chamado campo de força, associa um vetor força a cada ponto 
da região. Um exemplo é o campo de força gravitacional que examinaremos no Exemplo 4. 

Em geral, um campo vetorial é uma função cujo domínio é um conjunto de pontos de R? 
(ou А?) е cuja imagem é um conjunto de vetores em V» (ou V3). 


1| Definição Seja Dum conjunto em R? (uma região plana). Um campo vetorial em 
R? é uma função Е que associa a cada ponto (х, y) em D um vetor bidimensional 
F(x, y). 


A melhor maneira de enxergar um campo vetorial é desenhar a seta representando o vetor 
F(x, y) começando no ponto (x, y). É claro que é impossível fazer isso para todos os pontos 
(x, y), mas podemos visualizar F fazendo isso para alguns pontos representativos em D, 
como na Figura 3. Uma vez que F(x, y) é um vetor bidimensional, podemos escrevé-lo em 
termos de suas funcóes componentes P e Q da seguinte forma: 


F(x, y) = Р(х, y) i + QQ, y) j = (Р(х, у), QC, у)) 
ou, de forma mais compacta, F-Pi-c Qj 


Observe que P e Q são funções escalares de duas variáveis e são chamadas, algumas vezes, 
campos escalares, para distingui-los dos campos vetoriais. 


2| Definição Seja E um subconjunto de К?. Um campo vetorial em R? é uma fun- 
ção F que associa a cada ponto (x, y, z) em E um vetor tridimensional F(x, y, z). 


Um campo vetorial F em Rº está ilustrado na Figura 4. Podemos escrevê-lo em termos 
das funções componentes P, Q e R como 


E&x, y, z) = Р(х, y, Di + O(x,y,0)j + R(x, у, z) К 


Como nas funções vetoriais na Seção 13.1, podemos definir a continuidade dos campos veto- 
riais e mostrar que F será contínua se e somente se suas funções componentes P, Q e R forem 
contínuas. 

Às vezes identificamos um ponto (x, y, z) com seu vetor posição x = (x, y, z) e escreve- 
mos F(x) em vez de F(x, y, z). Então F se torna uma função que associa um vetor F(x) a um 
vetor x. 


БИШЕ Um campo vetorial em R? é definido por F(x, у) = —y i + x j. Descreva Е es- 
boçando alguns dos vetores F(x, y) como na Figura 3. 


SOLUÇÃO Uma vez que F(1, 0) = j, desenhamos o vetor j = (0, 1) começando no ponto 
(1, 0) na Figura 5. Uma vez que F(0, 1) — —i, desenhamos o vetor (— 1, 0) com ponto ini- 
cial (0, 1). Continuando desta maneira, podemos calcular vários outros valores representati- 
vos de F(x, y) na tabela e extrair os vetores correspondentes para representar o campo 
vetorial na Figura 5. 


(x, y) F(x, y) (x, y) Fx, y) 
(1, 0) (0, 1) (—1,0) (0, —1) 
(2,2) (—2, 2) (-2, —2) (2, —2) 
(3,0) (0, 3) (—3, 0) (0, —3) 
(0, 1) (—1, 0) (0, —1) (1, 0) 
(—2, 2) (-2, —2) Q, —2) (2,2) 
(0, 3) (—3,0) (0, —3) (3, 0) 


Na Figura 5, parece que cada seta é tangente a um círculo com centro na origem. Para 
confirmarmos isso, vamos tomar o produto escalar do vetor posição x = xi + y j com o vetor 
F(x) = F(x, y): 


x:Fx)-(xictyp-:(—-yitxj)^ —xy t yx = 0 


Isso mostra que F(x, y) é perpendicular ao vetor posição (x, y) e, portanto, tangente ao cír- 
culo com centro na origem e raio |х| = x? + y?. Observe também que 


[F(x у)| = VOY + x? = ух + y? = |x| 


de modo que o comprimento do vetor F(x, y) é igual ao raio do círculo. EA 


Alguns sistemas de computacáo algébrica sáo capazes de tragar um campo vetorial em 
duas ou trés dimensões. Eles fornecem melhor visualização do campo que o esboço feito à 
mão, pois o computador pode desenhar grande número de vetores representativos. A Figura 
6 apresenta uma saída de computador para o campo vetorial do Exemplo 1; as Figuras 7 e 8 
mostram outros dois campos vetoriais. Observe que o computador muda a escala de 
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FIGURA 3 
Campo vetorial em R? 


FIGURA 4 
Campo vetorial em Rº 


FIGURA 5 
F(x, y --yitxj 
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FIGURA 6 
F(x, y) = (у, х) 


FIGURA 10 
F(x,y,27)=yitzj+txk 


comprimento do vetor para que ele não fique comprido demais, embora ainda seja propor- 
cional ao verdadeiro comprimento. 
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FIGURA 7 FIGURA 8 
F(x, y) = (у, sen x) F(x, y) = (In(1 + y?), In(1 + x?) 


DEN Esboce o campo vetorial em R? dado por F(x, у, z) = z К. 


SOLUÇÃO O desenho está mostrado na Figura 9. Observe que todos os vetores são verticais, 
apontando para cima, quando acima do plano xy ou para baixo, quando abaixo do plano xy. 
O comprimento aumenta à medida que nos distanciamos do plano xy. 


FIGURA 9 
F(x,y,z) =2 К 


Somos capazes de desenhar o campo vetorial do Exemplo 2 à mão, pois ele é especial- 
mente simples. A maioria dos campos vetoriais tridimensionais, no entanto, sáo virtualmente 
impossíveis de serem desenhados à mão e, por isso, precisamos recorrer a um sistema de com- 
putação algébrica. Exemplos são mostrados nas Figuras 10, 11 e 12. Observe que os campos 
vetoriais nas Figuras 10 e 11 têm fórmulas semelhantes, mas todos os vetores na Figura 11 
apontam na direção geral do eixo negativo y porque seus componentes y são todos —2. Se o 
campo vetorial na Figura 12 representa um campo de velocidades, então uma partícula seria 
levada para cima e iria espiralar em torno do eixo z no sentido horário quando visto de cima. 


FIGURA 11 
F(x, у, 2) =yi-2j+xk 


EEN Imagine um líquido escoando uniformemente em um cano e seja V(x, y, х) о 
vetor velocidade em um ponto (x, y, z). Então V associa um vetor a cada ponto (x, y, z) de certo 
domínio E (interior do cano) e assim, V é um campo vetorial em R? chamado campo de ve- 
locidade. Um possível campo de velocidade é ilustrado na Figura 13. A velocidade em qual- 
quer ponto é indicada pelo comprimento da seta. 

Campos de velocidade ocorrem em outras áreas da física. Por exemplo: o campo vetorial 
do Exemplo 1 pode ser usado como o campo de velocidade descrevendo a rotação no 
sentido anti-horário de uma roda. Vimos outros exemplos de campo de velocidade nas Figu- 
ras 1 e 2. El 


2l A Lei da Gravitação de Newton afirma que a intensidade da força gravitacional 
entre dois objetos com massas m e M é 


mMG 


r? 


|F| = 


onde r é a distância entre os objetos e G é a constante gravitacional. (Este é um exemplo de 
uma lei inversa da raiz quadrada.) Vamos supor que o objeto com massa M esteja localizado 
na origem em Rº. (Por exemplo, M pode ser a massa da Terra e a origem estaria em seu cen- 
tro.) Seja o vetor posição do objeto com massa m x = (x, у, 2). Então r = |х|, logo, 
r? = |x|?. A força gravitacional exercida nesse segundo objeto age em direção à origem e o 
vetor unitário em sua direção é 

X 


|х| 
Portanto, a forga gravitacional agindo no objeto em x = (x, y, z) é 


mMG 
Ix 


3 F(x) = — X 


[Os físicos usam frequentemente a notação r ao invés de x para o vetor posição, então você 
pode ver a Fórmula 3 escrita na forma Е = —(mMG/r?*)r.] A função dada pela Equação 3 é 
um exemplo de campo vetorial, chamado campo gravitacional, porque associa um vetor [a 
força F(x)] a cada ponto x do espaço. 

A Fórmula 3 é um modo compacto de escrever o campo gravitacional, mas podemos 
escrevé-lo em termos de suas funções componentes, usando o fato de que x = xi + yj + zk 
е |х| = ух +y? + 22: 


F( ) —mMGx i4 —mMGy um —mMGz 

> > = 1 2 

X, y, Z (2 + у + PP (2 + у? + pya) (2 + у? + 2 PP 

O campo gravitacional F está ilustrado na Figura 14. ES 


БИШЕ Suponha que uma carga elétrica O esteja localizada na origem. Pela Lei de Cou- 
lomb, a força elétrica F(x) exercida por essa carga sobre uma carga q localizada no ponto 
(x, y, z) com vetor posição x = (x, y, 2) É 


eqQ 


IxP х 


4 F(x) = 


onde є é uma constante (que depende da unidade usada). Para cargas de mesmo sinal, temos 
qQ > 0 e a força é repulsiva; para cargas opostas temos qQ < 0 e a força é atrativa. Obser- 
ve a semelhança entre as Fórmulas 3 e 4. Ambas são exemplos de campos de força. 

Em vez de considerarem a força elétrica F, os físicos frequentemente consideram a força 
por unidade de carga: 


£Q 


|х|" 


E(x) = : F(x) = 
q 


Então E é um campo vetorial em R? chamado campo elétrico de О. EE 
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Em Visual 16.1 você pode girar os 
campos de vetores nas Figuras 10-12, bem 
como os campos adicionais. 


FIGURA 13 


Campo de velocidade do 
escoamento de um fluido 


FIGURA 14 
Campo de força gravitacional 
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FIGURA 15 


164] Exercícios 


ШЕШ Campos Gradiente 


Se f é uma função escalar de duas variáveis, sabemos da Seção 14.6 que seu gradiente Vf (ou 
grad f) é definido por 


Vf Gc, y) = fx, у)1 + БО, y) ј 


Portanto, Vf é realmente um campo vetorial em R? e é denominado campo vetorial gra- 
diente. Da mesma forma, se f for uma função escalar de três variáveis, seu gradiente é um 
campo vetorial em R? dado por 


VF, у, 2) = р, DIA рб, у, z) j + foo y, z) K 


DEN Determine o campo vetorial gradiente de f (x, y) = x?y — y?. Desenhe o campo 
vetorial gradiente juntamente com um mapa de contorno de f. Como eles estáo relacionados? 


SOLUÇÃO O campo vetorial gradiente é dado por 


Vf(x, y) = Y; + Y = 2xyi + (х? — 3y?)j 
Ox ду 
A Figura 15 mostra o mapa de contorno de f com o campo vetorial gradiente. Observe que os 
vetores gradientes são perpendiculares às curvas de nível, como devíamos esperar da Seção 
14.6. Observe também que os vetores gradientes são mais longos onde as curvas de nível estão 
mais próximas umas das outras e mais curtos quando elas estão mais distantes entre si. Isso 
se deve ao fato de o comprimento do vetor gradiente ser o valor da derivada direcional de fe 
a proximidade das curvas de nível indicar uma grande inclinação no gráfico. E 


Um campo vetorial F é chamado campo vetorial conservativo se ele for o gradiente de 
alguma função escalar, ou seja, se existir uma função f tal que F = Vf. Nessa situação, f é 
denominada função potencial de F. 

Nem todos os campos vetoriais são conservativos, mas estes campos aparecem frequen- 
temente em física. Por exemplo: o campo gravitacional F do Exemplo 4 é conservativo, pois, 
se definimos 


mMG 
fo» 2 yx? + y? + 22 
então 
д д д 
Vf(x,y,z)— ME EM f k 
дх ду д2 
—mMGx . —mMGy E —mMGz 


k 
(x? + y? + 22)3? 1 (x? + y? + 22)? Ј (х? + у? + 22)? 
= F(x, y, 2) 


Nas Seções 16.3 e 16.5, aprenderemos a determinar se um campo vetorial é conservativo ou não. 


1-10 Esboce o campo vetorial F desenhando um diagrama como o 7. Е(х, у, 2) = Е 8. E(x, у, 2) = —yk 


da Figura 5 ou da Figura 9. 
1. 


3. 


5. 


F(x, y) 203i — 045 


Fx y) = —ji- (y — 3j 


F(x, y) = 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 


yi t xj 


Ме yr 


9. F, у, 2) = хк 10. (х,у, = ј і 


EP 
Fon у) HAY] 11-14 Faga a correspondéncia entre o campo vetorial F e a figura 


Fx y) = уі + (х + у)ј rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas. 
yi-xj 11. F(x, y) = (х, —y) 12. F(x, y) = (у, х, —y) 


E(x, y) = ===> 
(x, y) Ja + у? 


13. F(x, у) = (, y + 2) 14. F(x, y) = (cos (x + y), x) 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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15-18 Faça a correspondência entre o campo vetorial F em Қ? e a 


figura rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas. 
15. F(x, у, 2) =i+2j+3k 16. F(x, y, z) =i +2j+ zk 


7. Е(х, у, х) =xi+yj+3k 


18. F(x, у, 2) = хі t yj + zk 


19. Se você dispõe de um SCA que trace campos vetoriais (o co- 
mando para fazê-lo no Maple é fieldplot e no Mathematica 
é PlotVectorField ou VectorPlot), use-o para traçar 


F(x, у) = Q? — 2xy) 1 + (3xy — 62) j 
Explique sua aparéncia, determinando um conjunto de pontos 
(x, y) tal que F(x, y) = 0. 


20. Seja F(x) = (7? — 2r)x, onde x = (x, y) er = |x|. Use um SCA 
para traçar esse campo vetorial em vários domínios, até conse- 
guir visualizar o que ocorre. Descreva a aparência do desenho e 
explique-o, determinando os pontos onde F(x) = 0. 


21-24 Determine o campo vetorial gradiente f. 
22. f(x, y) = tg(3x — 4y) 


23. f(x,y,z) =x? +y? +22 24. f(x,y,z) = x cos(y/z) 


21. f(x,y) = xe? 
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25-26 Determine o campo vetorial gradiente Vf de f e esboce-o. 


25. Р(х,у) = x —y 26. f(x,y) = x? + y? 


21-28 Desenhe o campo vetorial gradiente de f juntamente com um 


mapa de contorno de f. Explique como eles estão relacionados entre si. 


27. Р(х,у) =In(1 +x + 2y) 28. f(x,y)=cosx-—2seny 


29-32 Faga uma correspondéncia entre as fungóes f е os desenhos 
de seus campos vetoriais gradientes rotulados de I-IV. Justifique 
suas escolhas. 


28. Р(х,у) = + y 
31. f(x, у) = (х+ yy 


30. f(x, y) = x(x +y) 
32. f(x, у) = sen yx? + y? 
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33. Uma partícula se move em um campo de velocidade 
V(x, y) = (02, x + y?). Se ela está na posição (2, 1) no instante 
t = 3, estime sua posição no instante t = 3,01. 


34. No instante t = 1, uma partícula está localizada na posição 
(1, 3). Se ela se move em um campo de velocidade 
F(x, y) = (ху — 2, у? – 10) 
encontre sua posição aproximada no instante t = 1,05. 


35. Aslinhas de escoamento (ou linhas de corrente) de um campo 
vetorial sáo as trajetórias seguidas por uma partícula cujo cam- 
po de velocidade é um campo vetorial dado. Assim, os vetores 
do campo vetorial sáo tangentes a suas linhas de fluxo. 

(a) Use um esboço do campo vetorial F(x, y) = xi — yj para de- 
senhar algumas linhas de escoamento. Desses seus esboços 
é possível descobrir qual é a equação das linhas de escoa- 
mento? 

(b) Se as equações paramétricas de uma linha de escoamento são 
x = x(t), y = y(t), explique por que essas funções satisfazem 
as equações diferenciais dx/dt = x e dy/dt = —y. Então re- 
solva as equações diferenciais para encontrar uma equação 
da linha de escoamento que passa através do ponto (1, 1). 


36. (а) Esboce o campo vetorial F(x, y) = i + x j e algumas linhas 
de escoamento. Qual é o formato que essas linhas de escoa- 
mento parecem ter? 

(b) Se as equações paramétricas das linhas de escoamento são 
x = x(t), y = y(t), que equações diferenciais essas funções sa- 
tisfazem? Deduza que dy/dx = x. 

(c) Se uma partícula está na origem no instante inicial e o campo 
de velocidade é dado por F, determine uma equação para a 
trajetória percorrida por ela. 
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162] Integrais de Linha 
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FIGURA 1 


A função comprimento de arco s foi discutida na 


FIGURA 2 


Nesta seção, definiremos uma integral que é semelhante à integral unidimensional, exceto 
que, ao invés de integrarmos sobre um intervalo [a, b], integraremos sobre uma curva C. Tais 
integrais são chamadas integrais de linha, embora "integrais de curva" seria melhor termi- 
nologia. Elas foram inventadas no começo do século XIX para resolver problemas que envol- 
viam escoamento de fluidos, forças, eletricidade e magnetismo. 

Começamos com uma curva plana C dada pelas equações paramétricas 


[1] x = x(t) у= у a<t<b 


ou, o que é equivalente, pela equação vetorial r(t) = x(t) i + y(f) j, e supomos que C seja uma 
curva suave. [Isso significa que г’ é contínua e r'(t) # 0. Veja a Seção 13.3.] Se dividirmos o 
intervalo do parámetro [a, b] em n subintervalos [t;-1, ti] de igual tamanho e se fizermos 
x; = x(ti) e yi = y(t;), então os pontos correspondentes P;(x;, уг) dividem C em n subarcos de 
comprimentos А 51, А 5, ..., A Sn. (Veja a Figura 1.) Escolhemos um ponto qualquer P*(x*, 
yf) no i-ésimo subarco. (Isto corresponde a um ponto t* em [ti-:, ti].) Agora, se f for uma fun- 
ção de duas variáveis cujo domínio inclui a curva C, calculamos f no ponto (x*, y*), multi- 
plicamos pelo comprimento A s; do subarco e somamos 


* f Gif, y) As; 
El 


que é semelhante à soma de Riemann. Em seguida, tomamos o limite dessa soma e fazemos 
a seguinte definicáo, por analogia com a integral unidimensional: 


2| Definição Se fé definida sobre uma curva suave C dada pelas Equações 1, então 
a integral de linha de f sobre C é 


[ef у) ds = lim Уой, yf) As 
RS qu 


se esse limite existir. 


Na Secáo 10.2 verificamos que o comprimento da curva C é 


SNORO 


Argumentação semelhante pode ser usada para mostrar que, se f é uma função contínua, 
então o limite na Definição 2 sempre existe e a fórmula seguinte pode ser empregada para 
calcular a integral de linha: 


T Irene [rose (a) (уа 


O valor da integral de linha não depende da parametrização da curva, desde que a curva seja 
percorrida uma única vez quando t cresce de a рага b. 
Se s(t) é o comprimento de C entre ría) e r(t), então 


ds _ dx e dy Y? 
dt dt dt 


Um modo de memorizar a Fórmula 3 é escrever tudo em termos do parámetro t: Use a para- 
metrização para exprimir x e y em termos de t e escreva ds como 


dis eru e. 
5 dt dt 


No caso especial em que C é um segmento de reta unindo (a, 0) a (b, 0), usando x como 
parâmetro, escrevemos as equações paramétricas de C da seguinte forma: x = х, у = 0, а < х 
x b. A Fórmula 3 fica 


[03 as = |" f(x, 0) ax 


e, nesse caso, a integral de linha se reduz a uma integral unidimensional. 


Assim como para as integrais unidimensionais, podemos interpretar a integral de linha de 
uma função positiva como uma área. De fato, se f (x, y) = 0, И f(x, y) ds representa a área 
da "cerca" ou "cortina" da Figura 2, cuja base é C e cuja altura acima do ponto (x, y) 


é f (x, y). 


БИШИ Calcule [.(2 + x^y) ds, onde C é a metade superior do círculo unitário 
х®+ у = 1. 


SOLUÇÃO Para utilizar a Fórmula 3, primeiro precisamos de equações paramétricas para 
representar C. Recorde-se de que o círculo unitário pode ser parametrizado por meio das 
equações 


X = cost y = sent 


e a metade superior do círculo é descrita pelo intervalo do parámetro O = т = т (veja a Figu- 
ra 3). Portanto, a Fórmula 3 dá 


T dx M dy V? 
n (2 + xy) ds = i (2 + cos?t sen f) JG 4 (2) dt 


= Г (2 + cos?t sen t) /sen?t + cos?t dt 
0 


т А 3 |" 
= | (2 + cos?t sen t) dt = | — = | 
0 


= 27 + E= 


WIN 


Suponha agora que C seja uma curva suave por partes; ou seja, C é a união de um 
número finito de curvas suaves Ci, C>, . . . , C, onde, como ilustrado na Figura 4, o ponto ini- 
cial de C;+ı é o ponto final de C;. Nesse caso, definimos a integral de f ao longo de С como 
à soma das integrais de f ao longo de cada parte suave de C: 


[fes y)ds — |. Fx, y) ds + n Рх, у) ds +: + n f(x, y) ds 


БИШЕЙ Calcule f, 2x ds, onde С é formada pelo arco C; da parábola у = x? de (0, 0) a 
(1, 1) seguido pelo segmento de reta vertical C» de (1, 1) a (1, 2). 


SOLUÇÃO A curva C é mostrada na Figura 5. C; é o gráfico de uma função de x, então pode- 
mos escolher x como parámetro e as equações de C, se tornam 


х=х у=? О<х=1 


Portanto, 


2 2 
Í 2хаз = |А (E) sj (2) dx = [2x1 + 4x? dx 
C, 0 dx dx 0 


Em C» escolhemos y como parámetro, e as equações de C» são 


x=1 у=у l=y=2 


e le 2x ds = IN (E) Ев (2) dy = [Pay =2 


Logo, 54/5 —1 p 
6 


[.2x ds = f. 2x ds + |. 2x ds = j = 


Qualquer interpretação física de uma integral de reta fe f(x, y) ds depende da interpreta- 
ção física da função f. Suponhamos que p(x, y) represente a densidade linear de um ponto de 
(x, y) de um fio fino com a forma de uma curva C. Então, a massa da parte do fio a partir de 


CÁLCULO VETORIAL 955 


YA 


=L 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


Curva suave por partes 


C; 


C, 


(0, 0) 


FIGURA 5 
С=с, UC, 


=Y 
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P;-, até P; na Figura 1 é de cerca de p(x*, y*)As; e assim a massa total do бо é de cerca de 
Sp(x*, y*)As;. Tomando cada vez mais pontos sobre a curva, obtemos o valor da massa m 
do fio como o valor limite dessas aproximações: 


m = lim Y, p(x*, уў) As, = | р(х, у) 45 
ad ш] 

[Por exemplo, se f (x, у) = 2 + x?y representa a densidade de um fio semicircular, então a 

integral no Exemplo 1 representa a massa do fio.] O centro de massa do fio com a função 

densidade p encontra-se no ponto (x, y), onde 


=z 1 _ 1 
4 х=— | x p(x, y) ds p= y px, y) ds 
m Jc m Jc 
Outras interpretações físicas das integrais de linha serão discutidas adiante neste capítulo. 
ОЛАШТЕ Um arame tem o formato de um semicírculo x? + y? = 1, y = 0, é mais grosso 


perto da base do que perto do topo. Ache o centro de massa desse arame se a função densi- 
dade linear em qualquer ponto for proporcional à sua distância à reta y = 1. 


SOLUÇÃO Como no Exemplo 1, usamos a parametrização x = cos t, y = sen t, 0 <S t < 7, e 
determinamos que ds = dt. A densidade linear é 


р(х, y) = k(1 — y) 
onde k é uma constante e, então, a massa do arame é 


m- E k(1 — y) ds = | k(1 — зеп) dt = К| + cost], = К(т— 2) 


Das Equações 4, temos 


isl - »ds 


1 
у= PIELC y) ds = kr 


1 т т 
yA = | (sen t — зеп?) dt = [-cos t — it + ¿sen 2i], 
qr — 2 Jo m= 
í centro de А 
таѕѕа = — 
Km — 2) 
za 0 1 х Por simetria, vemos que x — 0, portanto o centro de massa é 
4-71 
FIGURA 6 docs] 5 Шш 
(Veja a Figura 6.) EE 


Duas outras integrais de linha são obtidas trocando-se As; por Ax; = xi — xi-j OU 
Луг = yi — yi-1 na Definição 2. Elas são chamadas, respectivamente, integrais de linha de 
f ao longo de C com relação a x e y: 


3 | Jic orden S RNC д 


So ; 
n i=1 


i [16.9 dy = tim X ft у) Ау 


n>% 


Quando queremos distinguir a integral de linha original fe f(x, y) ds das Equações 5 e 6, esta 
é chamada de integral de linha com relacáo ao comprimento do arco. 

As fórmulas seguintes dizem que as integrais de linha com relação a x e y podem ser cal- 
culadas escrevendo-se tudo em termos de t: x = x(f, y = y(0), dx = x'(t) dt, 
dy = y'(t) dt. 


; [fo 9» ax = [r9 yO) xO а 


[AED dy = | fGt0. »() y) а 


Frequentemente acontece de as integrais de linha com relação a x e y ocorrerem em con- 
junto. Quando isso acontece, é costume abreviar escrevendo 


n Р(х, y) dx + [А Q(x, y) dy = n P(x, y) dx + Q(x, y) dy 


Quando estamos nos preparando para resolver uma integral de linha, às vezes o mais difí- 
cil é pensar na representação paramétrica da curva cuja descrição geométrica foi dada. Em 
especial, frequentemente precisamos parametrizar um segmento de reta e, portanto, é útil 
lembrar que a representação vetorial do segmento de reta que inicia em ro e termina em rı é 
dada por 


8 r(t) = (1 — fro + tri 0O<t<l 


(Veja a Equação 12.5.4.) 
ШИ Calcule f, y? dx + x dy, onde (a) C = С. é o segmento de reta de (—5, —3) a (0, 
2) e (b) C = C: é arco da parábola x = 4 — y? de (—5, —3) a (0, 2). (Veja a Figura 7.) 


SOLUÇÃO 
(a) A representação parametrizada para o segmento de reta é 


x=5-5 y =5-3 О=т=1 


(Utilize a Equação 8 com ro = (—5, —3) er; = (0, 2).) Assim, dx = 5 dt, dy = 5 dt e a Fór- 
mula 7 fornecem 


(a yldx + xdy = |, (St — 35 dt) + (St — 5)(5 dt) 


=5 |, (2512 — 25t + 4) dt 


250 251? 
жор Sr ЕЕ 
3 2 6 


(b) Como a parábola é dada em função de y, usamos у como parâmetro e escrevemos С» 
como 


Então dx = —2y dy e, pela Fórmula 7, temos 
2 q 
[| tax + хау = [y dy dy + (4 — y) dy 
= | (-2y! — y? + 4) dy 
4 3 2 
у 2: 5 
= | -—-—+4 = 405 [== 
| 2 3 ‚| ° 


Observe que as respostas para os itens (a) e (b) do Exemplo 4 são diferentes, apesar de as 
duas curvas terem as mesmas extremidades. Assim, em geral, o valor de uma integral de 
linha depende não apenas das extremidades da curva, mas também da trajetória. (Mas veja a 
Seção 16.3 para as condições em que a integral é independente do caminho.) 

Observe também que as respostas do Exemplo 4 dependem da orientação ou sentido em 
que a curva é percorrida. Se — C, representa o segmento de reta que vai de (0, 2) a (—5, —3), 
você pode verificar, usando a parametrização 


x= —5t y=2-5t 0O<t<l 
que M y!dx + xdy = $ 


Em geral, dada а parametrização x = x(t), у = y(t), a S t < b, esta determina-se uma 
orientação da curva C, com a orientação positiva correspondendo aos valores crescentes do 
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parámetro f (veja a Figura 8, onde o ponto inicial A corresponde ao valor do parâmetro a e o 
ponto terminal B corresponde a t = b). 

Se —C denota a curva constituída pelos mesmos pontos que C, mas com orientação con- 
trária (do ponto inicial B para o ponto terminal A na Figura 8), então temos 


[fe axo [fonde | SN |ә) dy 


Mas, se integrarmos em relação ao comprimento de arco, o valor da integral de linha não se 
altera ao revertermos a orientação da curva: 


f ¿Sy ds = [fos у) ds 
Isso ocorre porque А s; é sempre positivo, enquanto Ax; e A y; mudam de sinal quando inver- 


temos a orientação de C. 


ШШШ Integrais de Linha no Espaço 


Suponhamos agora que C seja uma curva espacial suave dada pelas equações paramétricas 
х= хі) y =y(0) 2= 40) а=1=Ь 


ou por uma equação vetorial r(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) К. Se f é uma função de trés variá- 
veis que é contínua em alguma região contendo C, então definimos a integral de linha de f 
ao longo de С (com relação ao comprimento de arco) de modo semelhante ao feito nas cur- 
vas planas: 


[76524 = lim Уой, yf, 22) As 
n i=] 


Calculamos essa integral utilizando uma fórmula análoga à Equação 3: 


В] [луда ['f(50.50. 20) (5) И (2) E e P 


Observe que as integrais das Equações 3 e 9 podem ser escritas de modo mais compacto pela 
notação vetorial 


b 
Pra Ir) | de 
Para o caso especial em que f (x, y, z) = 1, temos 
b " _ 
[а = | Ir()|di=L 


onde L é o comprimento da curva C (veja a Seção 13.3.3). 
Também podemos definir integrais de linha ao longo de C em relação a x, y e z. Por 
exemplo, 


[f y, 2) dz = lim У, f(x£, уў, z*) Az, 
n>% | 


= (rs. (0. 20) 2) as 


Portanto, como para as integrais de linha no plano, podemos calcular integrais da forma 


[Ре y, 2) dx + Q(x, у, z dy + R(x, у, z) dz 


escrevendo tudo (x, у, z, dx, dy, dz) em termos do parâmetro t. 


ЕХЕМРІО Calcule n y sen z ds, onde C é a hélice circular dada pelas equações x = cos f, 
y= sent,z = t,0 <t < 27. (Veja a Figura 9.) 


SOLUÇÃO A Fórmula 9 nos dá 


2r dx Y? dy V dz V? 
| ysenzds = Í (sen f) sen t —| +|—] +|—] dt 
c 0 dt dt dt 


= i sen?ty/sen?r + cos?t + I dt = 2 |" 101 — cos 21) dt 


0 


=P fe- rsen ad 


27 
0 


T. EE 


Б Calcule [y dx + z dy + x dz, onde C consiste no segmento de reta C; de 
(2, 0, 0) a (3,4, 5), seguido pelo segmento de reta vertical C de (3, 4, 5) a (3, 4, 0). 


SOLUÇÃO A curva C é mostrada na Figura 10. Usando a Equação 8, escrevemos Ci como 
r(t) = (1 — 9Q, 0, 0) + (3,4, 5) = (2 + t, 4t, 5t) 
ou, na forma paramétrica, como 
x=2+t y=4t z=5 0zxtxl 
Logo, 
[od + zdy + хі: = | (41) dt + (5)4@ + (2 + д5 dt 


571 
[ t 
E |, (10 + 291) dt = 101 + 29 а = 24,5 


0 


Da mesma maneira, pode-se escrever C na forma 
r(t) = (1 — 06, 4, 5) + K3, 4,0) = (3,4, 5 — 50) 
ou 
х= 3 у= 4 с=з 5t 0zxtxl 
Então dx = 0 = dy, logo 


|А ydx + zdy + ха = I 3(—5) dt = —15 
Somando os valores das integrais, obtemos 
| y dx + zdy + xdz = 24,5 – 15 = 9,5 EX 


ES Integrais de Linha de Campos Vetoriais 


Lembre-se, da Seção 6.4, no Volume I, de que o trabalho feito por uma força variável f (x) que 
move uma partícula de a até b ao longo do eixo x é dado por W = f f(x) dx. Depois, na Seção 
12.3, vimos que o trabalho feito por uma força constante F para mover um objeto de um ponto 
P para outro ponto О do espaço é W = F - D, onde D = PQ é o vetor deslocamento. 

Suponha agora que F = Pi + Qj + R k seja um campo de força contínuo em RRº, tal 
como o campo gravitacional do Exemplo 4 da Seção 16.1 ou o campo de força elétrica do 
Exemplo 5 da Seção 16.1 (um campo de força em R? pode ser visto como um caso especial 
onde R = 0 e P e Q dependem só de x e y). Queremos calcular o trabalho exercido por essa 
força ao mover uma partícula ao longo de uma curva suave C. 

Dividimos C em subarcos P;-,P; com comprimentos A 5; através da divisão de intervalos 
de parámetros [a, b] em subintervalos de igual largura. (Veja a Figura 1 para o caso bidi- 
mensional, ou a Figura 11, para o caso tridimensional.) Escolha um ponto PF(xF, yf, z*) no 
i-ésimo subarco correspondente ao valor do parámetro t*. Se As; é pequeno, o movimento 
da partícula de P;-; para P; na curva ocorre aproximadamente na direção de T(t%), vetor tan- 
gente unitário a PF. Então, o trabalho feito pela força Е para mover a partícula de P;-; para 
Pi é aproximadamente 


F(x£, уў, 22) «ГА: ТО) = [FG y, z“) © TED] As; 


e o trabalho total executado para mover a partícula ao longo de C é aproximadamente 


11 2 [Е Gê, уй, 28) + ТОЎ, yř, 2] As; 
і=1 
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A Figura 12 mostra o campo de força e a 
curva do Exemplo 7. O trabalho realizado é 
negativo porque o campo impede o 
movimento ao longo da curva. 


FIGURA 12 


A Figura 13 mostra a cübica retorcida Cno 
Exemplo 8 e alguns vetores típicos 
atuando sobre trés pontos em C 


ot 


FIGURA 13 


onde T(x, y, z) é o vetor tangente unitário no ponto (x, y, z) em C. Intuitivamente, vemos que 
estas aproximações devem se tornar melhor quando n torna-se maior. Portanto, definimos o 
trabalho W feito por um campo de força Е como o limite da soma de Riemann dada por [H] 
, OU Seja, 


12 W= |_F(x,y,2) Toy 2) ds = | F- Tds 


A Equação 12 nos diz que o trabalho é a integral com relação ao comprimento do arco da 
componente tangencial da força. 

Se a curva C é dada pela equação vetorial г() = х(0) i + y(f) j + z(t) k, então 
TO = r'(t)|r'(t)], e, pela Equação 9, podemos reescrever a Equação 12 como 


b r'(t b 
w- [|reo EO ноа = ren ea 
Essa última integral é frequentemente abreviada como fe F - dr e ocorre também em outras 
áreas da física. Portanto, definimos a integral de linha de qualquer campo vetorial contínuo 
como a seguir: 


13| Definição Seja Е um campo vetorial contínuo definido sobre uma curva suave C 
dada pela função vetorial r(t), a < t < b. Então, a integral de linha de Е ao longo de 
Cé 


f E . ат = GO) - r(t) dr = [Е - T ds 


Ao utilizar a Definição 13, tenha em mente que F(r(t)) é apenas uma abreviação de F(x(t), 
y(t), z(t)), então podemos avaliar F(r(t)) simplesmente colocando x = x(t), y = y(t) ez = z(t) na 
expressão para F(x, у, z). Observe também que podemos formalmente escrever que dr = r'(t) dt. 


ZEJI Determine o trabalho feito pelo campo de força F(x, y) = x?i — xy j ao se mover 
uma partícula ao longo de um quarto de círculo r(r) = cos tà + sen tj, 0 € t£ & 5. 


SOLUÇÃO Uma vez que x = cos t e y = sen f, temos 

F(r(t)) = costi — cos t sen t j 
e r'(f) = —senti + costj 
Portanto, o trabalho realizado é 


[Far = ("^ FEO) certo de= |" (2 cost sen) dr 
C 0 0 


3 7/2 2 
22 COS f _ mg 
3 3 


0 


OBSERVACÁO Apesar de fe F-dr= fe F - T ds e as integrais em relação ao comprimen- 
to do arco não trocarem de sinal quando a orientação do caminho for invertida, é verdade que 


[,F:ar- -[ Far 
-c ë 
pois o vetor tangente da unidade T é substituído por sua negativa quando C é substituído por 


=G. 


SAVNES Calcule fe F · dr, onde F(x, у, z) = xyi + yz j + zx k e C é a cúbica retorcida 
dada por 


x=t у= Ё Z=P 0zxrxl 
SOLUÇÃO Temos 
r 2 ti - 2j t Pk 
r'(r) -i-2tj -3Pk 
F(r() =*i+éj+ék 


CÁLCULO VETORIAL 961 
(1 
Logo, [Е «dr = | FEO) + rÒ) dt 
| e sel m 
= | (P + 51%) а = — + = Ez 
0 4 7 |, 28 
Finalmente, observamos a relagáo entre as integrais de linha de campos vetoriais e as inte- 
grais de linha de campos escalares. Suponha que o campo vetorial F em Rº seja dado na 
forma de componente, a equação Е = Pi + Ој + R К. Usamos a Definição 13 para calcu- 
lar a sua integral de linha ao longo de C: 
b 
| E- ar = Fa) 10 at 
= | Pi + Oj + RI (Oi + yO j + zO k) dt 
b 9 $ f 
= [ PEO, уй, 200) xO + О(х@, у00), 200)» + RO, 460, 200) z0] а 
Mas essa última integral é exatamente a integral de linha de (10|. Portanto, temos 
[.F dr = [Рах +Qdy+Rdz ondeF=Pi+Qj+Rk 
Por exemplo, a integral fe y dx + z dy + x dz do Exemplo 6 poderia ser expressa como 
[c Е · dr, onde 
F(x, yz =yi+zj+xk 
162] Exercícios 
1-16 Calcule a integral de linha, onde C é a curva dada. 13. f. xye* dy, Cix=t y=f, =й, 0O<t<1 
LE fey? ds, С:х= №, y=t, 0<t<2 14. fe zdx + x dy + ydz, C:x B, y=Ê, z=?, 0<t<] 
2 jogyd, QGx-f,y-25 0=1=1 15. fe 2 ах +x ау + y dz, С consiste nos segmentos de reta 
A e de (1, 0, 0) a (4, 1, 2). 
3. Kk xy* ds, C é a metade direita do círculo x? + y?= 16. 
3 . 16. fj. (y + дах + (x +z) dy, + (x+ y) dz, С consiste nos seg- 
4. Jex sen y ds, C é o segmento de reta que liga (0, 3) a (4, 6). mentos de reta de (0, 0, 0) a (1, 0, 1) e de (1, 0, 1) a (0, 1,2). 
5. f (x^y? — ух) dy, C éo arco da curva у = үх de (1, 1) a (4, 2). 17. Seja Е o campo vetorial mostrado na figura. 


6. foxe dx, С é o arco da curva x = e'de (1, 0) a (e, 1). : > " M: : 
in determine se |c, F - dr é positivo, negativo ou zero. 


7. fx +2у)ах + х? dy, С consiste nos segmentos de reta (b) Se C: é o círculo de raio 3 e centro na origem percorrido no 
de (0, 0) a (2, 1) e de (2, 1) a (3, 0). sentido anti-horário, determine se |с, Е - dr é positivo, ne- 
gativo ou zero. 
8. fe xdy + y? dy, C consiste na metade superior da circunfe- yA 
réncia x? + y?= 4 de (2, 0) a (0, 2) e no segmento de reta de ADD GESSO N 
(0, 2) a (4, 3). FA Sp у 
: PA ж =|з=з NA 
9. Je xyzds, Cix=2sent, y=t, z— —2cost, О<=г=т PEA AA 
10. [.xyz ds, С éo segmento de reta de (—1, 5, 0) a (1, 6, 4). { É, RPE ч 2 | i. 
à Y ta a Ole g 121 dr 
11. Je xe* ds, C é o segmento de reta de (0, 0, 0) a (1, 2, 3). ROA X ab £3 
12. fe + у? + 2) ds, Cix=t, у = соѕ 21, z = sen2t, 14% 2540 0d 
0<1<27 AR do nao em qe at 4 
NNN KG ae aA A 
ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA| É necessário usar um sistema de computação algébrica 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


(a) Se Ci é o segmento de reta vertical de (—3, —3) a (—3, 3), 


SCA 
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18. A figura mostra um campo vetorial Е e duas curvas C; e С. 


As integrais de linha de F sobre С, e C» são positivas, negativas ou 


nulas? Explique. 


19-22 Calcule a integral de linha БЕ : dr, onde С é dada pela fun- 


ção vetorial r(t). 


19. F(x, у) = xyi *3yj r(n-1l1gic-Pj 0O<t<l 
2. Fo y2-26-yi*o-2j*zk 

r(f) =Pi+Pj+Pk, Oxrxl 
21. F(x, у, 2) = sen xi + cos yj + xz k, 


rA Pi—Pjcttk, 0<t<l 


22. F(x, yz = хі + yj — ху, 
r(t) = cos ti + sentj +tk, O=t=7 


SCA 


SCA 


23-26 Use uma calculadora ou um SCA para calcular a integral de 


linha correta até a quarta casa decimal. 


23. n F · dr, onde F(x, у) = xyi + sen y jer() = ei + ej, 
1=т=2 

24. n F-dr,ondeF(x, y, z) = y sen zi + z sen xj + x sen yk e 
r(t) = cos ti + sen tj + sen 5tk, 0 t т 

25. fe x sen( y + z) ds, onde C tem equações paramétricas x = £?, 
y=B,z=1,0<t=<5 

26 fe ze ? ds, onde C tem equações paramétricas x = f, y = t?, 


z—e',0xrxl 


21-28 Use um gráfico do campo vetorial F e a curva C para dizer se 
a integral de linha de F ao longo de C é positiva, negativa ou nula. 


Em seguida, calcule a integral. 


21. F(x, y) = (x — у)і + хуј, C ёо arco de círculo x? + y? = 4 per- 


corrido no sentido horário de (2, 0) a (0, —2) 
x E y 
Je ty Vety 
C é a parábola y = 1 + x de (—1, 2) a (1, 2) 


28. F(x, у) 


7j, 


29. (a) Calcule a integral de linha {сЕ : dr, onde 
F(x, y) = e*!i + xyjeCédado por r(t) = Pi Pj, 
Ozxrxl. 


(b) Ilustre a parte (a) utilizando uma calculadora gráfica ou um 
computador para desenhar C e os vetores do campo vetorial 


correspondentes a t = 0, 1/ J2 e 1 (como na Figura 13). 


30. (a) Calcule a integral de linha {сЕ : dr, onde 
F(x, y, 2) =xi— zj + y k e C é dado por 
r(f) = 211+ 31) -Pk,-1<1t1<l. 


(b) Ilustre a parte (a) utilizando um computador para desenhar C 
e os vetores do campo vetorial correspondentes a 


і= +1е + 1 (como na Figura 13). 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


Encontre o valor exato de | .x3y?z ds, onde C é a curva com equa- 
ções paramétricas x = e™' cos 4 t, y = e™ sen 4 t, z = e`, 
0=<1=27. 


(a) Determine o trabalho realizado pelo campo de força 
F(x, y) = 21 + xy j sobre uma partícula que dá uma volta no 
círculo x? + y?= 4 orientada no sentido anti-horário. 

(b) Utilize um sistema de computacáo algébrica para desenhar o 
campo de força e o círculo na mesma tela. Use essa figura 
para explicar sua resposta para a parte (a). 


Um arame fino é entortado no formato da semicircunferéncia 
xX? + y? = 4, x = 0. Se a densidade linear for uma constante k, de- 
termine a massa e o centro de massa do arame. 


Um arame fino tem a forma da parte que está no primeiro qua- 
drante da circunferéncia com centro na origem e raio a. Se a fun- 
cáo densidade for p(x, y) = kxy, encontre a massa e o centro de 
massa do arame. 


(a) Escreva fórmulas semelhantes à Equação 4 para o centro de 
massa (х, у, <) de um arame fino com forma da curva espa- 
cial C se o fio tem função densidade p(x, y, z). 

(b) Determine o centro de massa de um arame com formato da 
hélice x = 2 sen t, y = 2 cos t, z = 3t, 0 S t < 27, se a den- 
sidade for uma constante k. 


Determine a massa e o centro de massa de um arame com for- 
mato da hélice x = f, y = cost, z = sent, 0 S t < 27, se a den- 
sidade em qualquer ponto for igual ao quadrado da sua distáncia 
do ponto à origem. 


Se um arame com densidade linear p(x, y) está sobre uma curva 
plana C, seus momentos de inércia em relação aos eixos x e y 
sáo definidos por 


- 2 = 2 
І, Lo p(x, y) ds I, La p(x, y) ds 
Determine os momentos de inércia do arame do Exemplo 3. 


Se um arame com densidade linear р(х, y, z) está sobre uma 
curva espacial C, seus momentos de inércia em relação aos 
eixos x, y e z são definidos por 


== 2 2 
Le Lo + z?)p(x, y, z) ds 


= 2 4.2 
I, |. (х z^)p(x, у, 2) ds 


1. = |. (х? + у?)р(х, у, z) ds 
Determine os momentos de inércia do arame do Exercício 35. 


Determine o trabalho realizado pelo campo de força 
E(x, y) = xi + (y + 2)j sobre um objeto que se move sobre um 
arco da cicloide r(t) = (t — sen f) i + (1 — cost) jj O & t S 27. 


Determine o trabalho realizado pelo campo de forga 
E(x, y) = x? i + уе" j em uma partícula que se move sobre a pa- 
rábola x = y? + 1 de (1, 0) a (2, 1). 


Determine o trabalho realizado pelo campo de força 
F(x, y, z) = (x — у, у — 2,27 — x?) sobre uma partícula que se 
move ao longo do segmento de reta de (0, 0, 1) a (2, 1, 0). 


A forca exercida pela carga elétrica colocada na origem sobre 
uma partícula carregada em um ponto (x, y, z) com vetor posi- 
çãor = (x, y, 2 éF(r) = Kr/|r|?, onde K é uma constante. (Veja 
o Exemplo 5 da Seção 16.1.) Encontre o trabalho feito quando 
a partícula se move ao longo de uma linha reta de (2, 0, 0) a 
(2, 1, 5). 


M. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


A posição de um objeto com massa т no instante t é 

г() = af? i + рб), 0 tx 1. 

(a) Qual é a força que age sobre o objeto no instante 1? 

(b) Qual é o trabalho realizado pela força durante o intervalo de 
tempo0 x t x 1? 


Um objeto com massa m se move com função posição 
r(t) = a sen ti + b cos t j, ct k, 0 = t < 27%. Encontre o traba- 
Iho realizado sobre o objeto durante este período de tempo. 


Um homem de 160 libras carrega uma lata de 25 libras de tinta 
subindo uma escada helicoidal que circunda um silo com um 
raio de 20 pés. Se o silo é de 90 pés de altura e o homem faz 
exatamente trés rotacóes completas para subir ao topo, de quanto 
é o esforço feito pelo homem contra a gravidade? 


Suponha que exista um furo na lata de tinta do Exercício 45 e 9 
Ib de tinta vazam da lata de modo contínuo e uniforme durante 
a subida do homem. Quanto trabalho é realizado? 


(a) Mostre que um campo de força constante realiza trabalho 
nulo sobre uma partícula que dá uma única volta completa 
uniformemente na circunferência x? + y? = 1. 

(b) Isso também é verdadeiro para um campo de força F(x) = kx, 
onde k é uma constante e x = (x, y)? 


A base de uma cerca circular com raio de 10 m é dada por 
x = 10 cos f, y = 10 sen 7. A altura da cerca na posição (x, y) é 
dada pela função A(x, y) = 4 + 0,0102 — y?), de modo а altura 
varia de 3 m a 5 m. Suponha-se que 1 L de tinta cubra 100 nv. 
Faça um esboço da cerca e determine de quanta tinta você pre- 
cisará para pintar os dois lados da cerca. 


Se C é uma curva suave dada por uma função vetorial r(t), 
а «t < b, ev é um vetor constante, mostre que 


v:dr = v: [r(b) — r(a)] 


Je 
Se C é uma curva suave dada por uma função vetorial r(t), 
а = t < b, mostre que 
fe ri dr =; [Iro — Ir(a)1?] 
Um objeto se move sobre a curva C, mostrada na figura, de 
(1, 2) a (9, 8). Os comprimentos dos vetores do campo de força 


52. 
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F sáo medidos em newtons pela escala nos eixos. Estime o tra- 
balho realizado por F sobre o objeto. 


YA 
(metros) 
CA 
Val 
ИШ. 
| И КЕЕ! 
1 C 
0 x 
| а, 


Experiéncias mostram que uma corrente contínua / em um fio 
comprido produz um campo magnético B que é tangente a qual- 
quer círculo em um plano perpendicular ao fio cujo centro seja 
o eixo do fio (como na figura). A Lei de Ampére relaciona a cor- 
rente elétrica ao campo magnético criado e afirma que 


| B- dr = pol 


onde / é a corrente total que passa por qualquer superfície limi- 
tada por uma curva fechada C, e uo é uma constante chamada 
permeabilidade no vácuo. Tomando C como um círculo de raio 
r, mostre que o módulo B = |B| do campo magnético a uma dis- 
tância r do centro do fio é dado por 


pol 
2ar 


В = 


LJ O Teorema Fundamental das Integrais de Linha 


Lembre-se, da Seção 5.3, no Volume I, que a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo 
pode ser escrita como 


1 [PE ax = Fb) — Fla) 


onde F” é contínua em [a, b]. A Equação 1 é também chamada Teorema da Variação Total: 
a integral de uma taxa de variação é a variação total. 
Se consideramos o vetor gradiente Vf de uma função f de duas ou três variáveis como 
uma espécie de derivada de f, então o teorema seguinte pode ser visto como uma versão do 
Teorema Fundamental do Cálculo para as integrais de linha. 


em C. Então 


[А Vf- dr = f(r(b)) — f(r(a)) 


2| Teorema Seja C uma curva suave dada pela função vetorial r(t), a < t < b. Seja f 
uma função diferenciável de duas ou três variáveis cujo vetor gradiente Vf é contínuo 
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FIGURA 1 


(a) 


(b) 


OBSERVACÁO O Teorema 2 diz que podemos avaliar a integral de linha de um campo veto- 
rial conservativo (o campo vetorial gradiente da função potencial f) simplesmente sabendo o 
valor de f nos pontos finais de C. De fato, o Teorema 2 diz que a integral de linha de Vf é a 
variação total em f. Se f é uma função de duas variáveis e C é uma curva plana com o ponto 
inicial A(xi, yi) e ponto terminal B(x», у»), como na Figura 1, então o Teorema 2 torna-se 


E Vf: dr = Ро, y2) — РО, yı) 


Se f é uma função de três variáveis e C, uma curva espacial ligando o ponto A(xi, yi, 21) ao 
ponto B(x», y», 22), então temos 


|. Vf * ат = f(xa, уз, 22) — f(x у, 21) 
Vejamos agora a demonstração do Teorema 2 para este caso. 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2 Usando a Definição 16.2.13, temos 


|. Vf- dr = f " Vf(r()) + т'() dt 


a 


p| Of d of d of d 
-f ES LS, YE) y 
ox dt ðy dt oz dt 


b а : 
= [ 57700) dt (pela Regra de Cadeia) 


= f(r(b)) — f(r(a)) 


O último passo segue do Teorema Fundamental do Cálculo (Equação 1). == 


Apesar de termos demonstrado o Teorema 2 para curvas suaves, ele também vale 
para curvas suaves por partes. Isso pode ser confirmado subdividindo C em um número 
finito de curvas suaves e somando as integrais resultantes. 


ЭХО Determine o trabalho realizado pelo campo gravitacional 
mMG 


F(x) = —-——5 х 
Ix] 


ao mover uma partícula de massa m do ponto (3, 4, 12) para o ponto (2, 2, 0) ao longo da 
curva suave por partes C. (Veja o Exemplo 4 da Seção 16.1.) 


SOLUÇÃO Da Seção 16.1, sabemos que F é um campo vetorial conservador e, de fato, 
F = Vf, onde 

mMG 
Мх? + у? + 22 


fæ, у,2) = 
Portanto, pelo Teorema 2, o trabalho realizado é 
w-[ F:dr- | Vf- dr 
с c 


= f(2, 2, 0) — f(3, 4, 12) 


_ mMG mMG 
422-22. {32 + 42 + 122 


1 1 
ШШШ Independência do Caminho 


Suponha que С, e C» sejam curvas suaves por partes (denominadas caminhos) que têm o 
mesmo ponto inicial A e o mesmo ponto final B. Sabemos do Exemplo 4 da Seção 16.2 que, 
em geral, А Е · dr = fe, F - dr. Mas uma decorrência do Teorema 2 é que 


|, Vf- dr = k Vf- dr 


sempre que Vf for contínua. Em outras palavras, a integral de linha de um campo vetorial 
conservativo depende somente das extremidades da curva. 

Em geral, se F for um campo vetorial contínuo com domínio D, dizemos que a integral 
de linha f, F · dr é independente do caminho se f q É di = fe. Е - dr para quaisquer 
dois caminhos С, e C; em D que tenham os mesmos pontos iniciais e finais. Com essa ter- 
minologia, podemos dizer que as integrais de linha de campos vetoriais conservativos são 
independentes do caminho. 

Uma curva é denominada fechada se seu ponto final coincide com seu ponto inicial, ou 
seja, r(b) = r(a) (veja a Figura 2). Se fe F - dr é independente do caminho em D e C é uma 
curva fechada em D, podemos escolher quaisquer dois pontos A e B sobre C e olhar C como 
composta por um caminho С, de A a B seguido de um caminho C; de В a A. (Veja a Figura 
3.) Então 


[Far | F-dr+ | ва {ва | F-dar=0 


já que С, e —C, têm os mesmos pontos inicial e final. 

Por outro lado, se é verdade que fe F - dr = 0 sempre que C for um caminho fechado em 
D, podemos demonstrar a independência do caminho da seguinte forma. Tome quaisquer 
dois caminhos С, e C» de A a B em D e defina C como a curva constituída рог C; seguida 
por —C». Então 


0= [_F-dr=| Fare | Farc f F-dr= | F-ar 


e assim fo F:dr— » Е · dr. Assim, demonstramos o seguinte teorema: 
vC, uta 


3| Teorema р Е · dr é independente do caminho em D se e somente se la F:dr—0 
para todo caminho fechado C em D. 


Como sabemos que a integral de linha de qualquer campo vetorial conservativo F é inde- 
pendente do caminho, segue que fe F - dr = 0 = 0 para qualquer caminho fechado. A inter- 
pretação física é que o trabalho realizado por qualquer campo de força conservativo (tal 
como o campo gravitacional ou o campo elétrico da Seção 16.1) para mover um objeto ao 
redor de um caminho fechado é 0. 

O teorema a seguir diz que todos os campos vetoriais independentes do caminho são con- 
servativos. Ele foi enunciado e demonstrado para curvas planas, mas existe uma versão espa- 
cial desse teorema. Admita que D seja aberto, o que significa que para todo ponto P em D 
existirá uma bola aberta com centro em P inteiramente contida em D. (Portanto, D não tem 
nenhum ponto de sua fronteira.) Além disso, vamos supor que D seja conexo por caminhos: 
isso significa que quaisquer dois pontos em D podem ser ligados por um caminho que se 
encontra em D. 


4| Teorema Suponha que F seja um campo vetorial contínuo em uma região aberta 
conexa por caminhos D. Se Já F - dr for independente do caminho em D, então F é 


um campo vetorial conservativo em D, ou seja, existe uma função f tal que Vf = F. 


DEMONSTRAÇÃO Seja A(a, b) um ponto fixo em D. Vamos construir a função potencial f 
desejada definindo 


foy) = [ов «dr 


para qualquer ponto (x, y) em D. Como f c F * dr é independente do caminho, não interessa 
qual o caminho C de integração utilizado de (a, b) a (x, y) para calcular f (x, y). Como D é 
aberto, existe uma bola aberta contida em D com centro em (x, y). Escolha qualquer ponto 
(xi, y) no disco com xı < x e considere C como qualquer caminho Ci de (a, b) a (xı, y), segui- 
do pelo segmento de reta horizontal C» de (xi, y) a (x, y). (Veja a Figura 4.) Então 


fe» = f F- de + f E- dr n 


(a, b) 


Е. dr+ | F- йг 


Observe que a primeira dessas integrais não depende de x, e assim 
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д д 
Hey) mU E [E «dr 


Se escrevemos F = Pi + Q j, então 


[Еа = | Рах + Q dy 


Em С», y é constante, portanto dy = 0. Usando t como parâmetro, onde x, = t = x, temos 
д д ð fx 
SH y) ==> | P dx + Q dy =-— [Pty dt = Р(х,у) 
дх Ox «C ðX dx 


pela Parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo (veja a Seção 5.3, no Volume I). Ота argu- 
mentacáo semelhante, usando um segmento de reta vertical (veja a Figura 5), mostra que 


9 д д p 
307100) = зу Рх + 04 = |, O À de= об. 


УА 
: ‚_ Ff. 9. 
Logo, F=Pi+0j=—1i+ —j=Vf 
Ox ду 
о que mostra que F é conservativo. [en] 
A questáo permanece: como é possível saber se um campo vetorial F é conservativo ou 
não? Suponha que saibamos que F = P i + Q j é conservativo, onde P e Q têm derivadas 
x parciais de primeira ordem contínuas. Então existe uma função f tal que Е = Vf, ou seja, 
0 x 
д д 
Р = Y e Q = = 
FIGURA 5 i d 


Portanto, pelo Teorema de Clairaut, 
ӘР df Ff 
ду dy dx дх ду дх 


5 | Teorema Se E(x, у) = Р(х, y)i + Q(x, y) j é um campo vetorial conservativo, onde 
P e Q têm derivadas parciais de primeira ordem contínuas em um domínio D, então em 


todos os pontos de D temos 


simples, não simples, 
não fechada não fechada ӘР ðQ 
ду EE" 
A recíproca do Teorema 5 só é verdadeira para um tipo especial de região. Para expli- 
carmos isso, precisamos do conceito de curva simples, que é uma curva que não se autoin- 
simples, não simples, tercepta em nenhum ponto entre as extremidades. [Veja a Figura 6; r(a) = r(b) para uma 
fechada fechada curva fechada simples, mas r(ti) 4 r(t;) quando a < ti < t; < b.] 
FIGURE No Teorema 4 precisamos de região conexa por caminhos. Para o próximo teorema, preci- 


saremos de uma condição mais forte. Uma região simplesmente conexa no plano é uma região 
conexa por caminhos D tal que toda curva fechada simples em D inclui apenas os pontos que 
estão em D. Observe a partir da Figura 7 que, intuitivamente falando, uma região simplesmen- 
te conexa não contém nenhum buraco e não podem consistir em duas regiões separadas. 

Para regiões simplesmente conexas podemos agora enunciar a recíproca do Teorema 5, que 
fornece um processo conveniente para verificar se um campo vetorial em R? é conservativo. A 
demonstração será esboçada na próxima seção, como consequência do Teorema de Green. 


Tipos de curva 


6| Teorema Seja F = Pi + Ој um campo vetorial em uma região aberta simples- 
mente conexa D. Suponha que P e Q tenham derivadas contínuas de primeira ordem e 
que 


(o) (e SUE em todo o D 
Wu 


Então F é conservativo. 


região simplesmente conexa 


regiões que não são simplesmente conexas 


FIGURA 7 


BEUA Determine se o campo vetorial 
F(x, y) = (х – y) i + (х – 2)j 
é ou náo conservativo. 


SOLUÇÃO Sejam Р(х, у) = х — y e Q(x, y) = x — 2. Então 


ðP д 
ОЁ. 3 _, 
ду дх 
Como дР/ду 4 90/0x, pelo Teorema 5, Е não é conservativo. ШШЕ 


ИШЛЕ Determine se o campo vetorial 
F(x, у) = (3 + 2ху)і + G2 — 3y5j 
é ou nào conservativo. 
SOLUÇÃO Seja P(x, y) = 3 + 2xy e Q(x, у) = x? — 3y?, Então 
ðP ð 
ӘР zy 90 
ду дх 


Além disso, o domínio de Е é o plano inteiro (D = К), que é aberto e simplesmente cone- 
xo. Portanto, podemos aplicar o Teorema 6 e concluir que F é conservativo. EEE 


No Exemplo 3, o Teorema 6 diz que F é conservativo, mas não mostra como encontrar a 
função (potencial) f tal que F = Vf. A demonstração do Teorema 4 nos dá uma pista de como 
encontrar f. Usamos "integração parcial", como no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 4 | 
(a) Se F(x, y) = (3 + 2xy) i + (2 — Зу?) j, encontre uma função de f tal que F = Vf. 
(b) Calcule a integral de linha fe F - dr, onde C é a curva dada por 


r(t) = e'senti + e'cost j, 0<t< т. 
SOLUÇÃO 


(a) Do Exemplo 3 sabemos que F é conservativo e, assim, existe uma função f com Vf = F, 
ou seja, 


7 Хо, y) = 3 + 2xy 


8 ha, у) = == Зу? 


Integrando |7 | com relação a x, obtemos 


9 f(x,y) = 3x +x2y + 90) 


Observe que a constante de integração é uma constante em relação a x, ou seja, uma função 
de y, que chamamos g(y). Em seguida, derivamos ambos os lados de [9 | em relação a y: 


10 Lx, y) = x + 9'0) 
Comparando |8 e 10, vemos que 
g'0) = -3y 
Integrando com relação a y, obtemos 
g0) =- PRE 


onde K é uma constante. Substituindo em [9], temos 
Рб, у) = Зх + у-у +K 
como а função potencial desejada. 


(b) Para aplicarmos o Teorema 2, devemos conhecer os pontos inicial e final de C, isto é, r(0) 
= (0, 1) e r(7) = (0, —e”). Na expressão para f (x, y) da parte (a), qualquer valor da cons- 
tante K serve. Então tomemos K = 0. Assim, temos 


CÁLCULO VETORIAL 967 


FIGURA 8 


As Figuras 8 e 9 mostram os campos vetoriais dos 
Exemplos 2 e 3, respectivamente. Os vetores da 
Figura 8 que começam na curva fechada C 
parecem apontar aproximadamente para a mesma 
direção que C. Assim, parece que f, F · dr > 0 
e portanto F não seria conservativo. Os cálculos 
no Exemplo 2 confirmam essa impressão. Alguns 
dos vetores perto das curvas C; e С na Figura 9 
apontam aproximadamente para a mesma direção 
que as curvas, enquanto outros apontam para a 
direção oposta. Portanto, parece razoável que as 
integrais de linha sobre toda curva fechada sejam 
9.0 Exemplo 3 mostra que, de fato, F é 
conservativo. 


FIGURA 9 
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[Е -dr = n Vf- dr = f(0, —e?) – f(0, 1) = е?” — (- = е?” + 1 


Esse método é mais curto que o método direto de cálculo para as integrais de linha que apren- 
demos na Seção 16.2. EEE 


4 


Um critério para determinar se um campo vetorial Е em Rº é conservativo é dado na 
Seção 16.5. Entretanto, o exemplo seguinte demonstra que a técnica para encontrar a função 
potencial é da mesma forma que nos campos vetoriais em R?. 


DENIA Se F(x, y, z) = y i + Qxy + e?) j + 3ye*k, encontre uma função f tal que Vf 


= Е, 

SOLUÇÃO Se existe tal função f, então 
11 Bo yz) 
[12] Fx, у, Z) = 2xy + ех 
13 fix, у, 2) = 3ye* 


Integrando |11| em relação a x, obtemos 


14 Јо, у, ©) = ху? + g, z) 
onde g(y, 2) é uma constante em relação a x. Em seguida, derivando |14 em relação a у, temos 
Љо, у, 2) = 2xy + g, 2) 


e, comparando com [12] vem 
90, 2) = e* 
Então g(y, 2) = ye* + h(z) e reescrevemos [14] como 
Је, у, z) = xy! + ye” + hC) 


Finalmente, derivando em relação a z e comparando com [13], obtemos A'(z) = О e, portanto, 
h(z) = K, uma constante. A função desejada é 


ЈО, у, z) = ху + уе + К 
É fácil verificar que Vf = Е. En 


ШЕШ Conservação de Energia 


Vamos aplicar as ideias deste capítulo a um campo de força contínuo F que move um obje- 
to ao longo de um caminho C dado por r(t), a < t < b, onde r(a) = A é o ponto inicial e 
r(b) — B é o ponto terminal de C. De acordo com a Segunda Lei do Movimento de Newton 
(ver Seção 13.4), a força F(r(t)) a um ponto em C está relacionada com a aceleração 
a(t) = r'(f) pela a equação 

FA) = mr"(t) 


Assim, o trabalho realizado pela força sobre o objeto é 


т гь а 
= =| E [r'(t) Е r'(t)] dt (Teorema 13.2.3, Fórmula 4) 
2 Ja dt 
тра manh 
= 2 p | r (f) | dt = > [ r (1) | | (Teorema Fundamental do Cálculo) 


= ror = Ir) 
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Portanto, 
[15] W = 3m| v(b) P — 3m| vía) P 


onde v — r' é a velocidade. 

A quantidade 5 m |у(ї)|?, ou seja, a metade da massa multiplicada pelo quadrado da velo- 
cidade escalar, é chamada energia cinética do objeto. Portanto, podemos reescrever a Equa- 
ção 15 como 
16 W = K(B) — K(A) 
que diz que o trabalho realizado pelo campo de forcas ao longo do caminho C é igual à varia- 
cáo da energia cinética nas extremidades de C. 

Agora vamos admitir que F seja um campo de forgas conservativo, ou seja, podemos 
escrever F — Vf. Em física, a energia potencial de um objeto no ponto de (x, y, z) é defini- 
da como P(x, y, z) = —f (x, y, z), portanto temos F = —VP. Então, pelo Teorema 2, temos 


W= [F-ar- -[ УР. dr = [P(r(b) — Р(т(а))] = P(A) — P(B) 
Comparando essa equação com a Equação 16, vemos que 
P(A) + K(A) = P(B) + K(B) 


que diz que, se um objeto se move de um ponto A para outro B sob a influência de um campo 
de forças conservativo, então a soma de sua energia potencial e sua energia cinética perma- 
nece constante. Essa é a chamada Lei da Conservação de Energia e é a razão pela qual o 
campo vetorial é denominado conservativo. 


Е Exercícios 


A figura mostra uma curva C e um mapa de contorno de uma 4  F(x, у) = e'senyi + e'senyj 
função f cujo gradiente é contínuo. Determine | Vf * dr. " . А 
"e 5. Е(х, у) = e'cosyi t e'senyj 
YA 6. Е(х, y) = (32 – 2у2)і + (4ху +3)j 
in. 7. К(х,у) = (уе + sen y)i + (е + xcos y) j 
"s 
k & Foy) = Оху +yDi + (2 — 2ху?)},у<0 
9. Е(х,у) = (ny + 2ху?)1 + (Bx + xly) j 


С 4 
30 
20 | 
10 10. F(x, у) = (xy cosh xy + senh xy) i + (x? cosh xy) j 
11. A figura mostra o campo vetorial F(x, y) = (2xy, x?) e trés cur- 
" vas que começam em (1, 2) e terminam em (3, 2). 


0 X (a) Explique por que fe F - dr tem o mesmo valor para as três 
curvas. 
(b) Qual é esse valor comum? 


2. É dada uma tabela de valores de uma função f com gradiente con- 


пио. Determine f, Vf + dr, onde C tem equações paramétricas yA 
х=ї#+ 1, у=їй-+1, О=гт= 1]. dU Neh ied. с л. 
3 ae 
ы | ® 1 2 а г” „е 
B A 
0 1 6 4 вт os 
21 * 
1 3 5 7 | i 
d 
2 8 2 9 " / 
. 7 
3-10 Determine se F é ou não um campo vetorial conservador. Se pOR Ao 
for, determine uma função f tal que F = Vf. 
e S: 
0 " 
3 Е(х,у) = (2х — Зу)і + (3х + 4y — Bj 1 2 з * 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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12-18 (a) Determine uma função f tal que F = Vf e (b) use a parte 
(a) para calcular n F - dr sobre a curva C dada. 


14 Е(х, y) =x i+ yj, 
C é o arco da parábola y = 2x? de (—1, 2) a (2, 8) 
13. F(x, у) = xyi + xyj, 
C: r(f) = (t + sen 3mt, t + cos ymt), 0xtxl 
1. Е(х, у) = (1 + evi + xe”), 
С: r(t) = costi + 2sentj, 0 <7 < m/2 
15. FG, у, 2) = yzi + xzj + (xy + 22) К, 
С é o segmento de reta de (1, 0, —2) a (4, 6, 3) 
16. F(x, y, 2) = (ус +2 xz) i + 2 xyz j + (ху? + 2xz) К, 
Cix=vVLy=1 Htlz=2,0<t<l 
17. FG, у, 2) = yze*i + еј + xye"k, 
C:r(f) (P + Di+(é- 1)j+ (4-25k,0=1=<2 
18. F(x, у, 2) = sen yi + (х cos y +cosz)j — y sen zk, 


C:r(f) =senti+1j+21k,0=<1= 7/2 


19-20 Mostre que a integral de linha é independente do caminho e 
calcule a integral. 


19. fetg y dx + x sec? y dy, 


C é qualquer caminho de (1, 0) a (2, 7/4) 


20. [c(1— уе") dx + e^ dy, 


C é qualquer caminho de (0, 1) a (1, 2) 


21. Suponha que vocé seja solicitado a determinar a curva que exige 
o mínimo de trabalho para um campo de força F para mover uma 
partícula de um ponto a outro ponto. Vocé decide verificar pri- 
meiro se F é conservativo, e de fato verifica-se que ela é. Como 
você responde à solicitação? 

22. Suponhamos que uma experiéncia determine que a quantidade 
de trabalho necessária para um campo de força F para mover 
uma partícula do ponto (1, 2) para o ponto de (5, —3) ao longo 
de uma curva С, é de 1,2 J e do trabalho realizado por F em 
mover a partícula ao longo de outra curva C; entre os mesmos 
dois pontos é de 1,4 J. O que você pode dizer sobre F? Por quê? 


23-24 Determine o trabalho realizado pelo campo de força F ao 
mover um objeto de P para Q. 


23. Fo, y) = 2y^i + 3x yj; PA, 1), 00, 4) 


24. Е(х,у)  e*ià—xe?j; P(0,1),0(2,0) 


25-26 A partir do gráfico de F vocé diria que o campo é conserva- 
tivo? Explique. 


25. 26. 
YA YA 

Lil Дк >> +22 |} 
ld ce Sot 
EY 4 4 6 > > art К 
PEN SIL РЫ oce o one UN 

» > 
Sa Sm ж | X oae A RNT 
Ма Ss > + e. — tu 


SCA 


21. Se F(x, y) = sen уй + (1 + x cos y) j, use um gráfico para con- 
jecturar se F é conservativo. Entáo, determine se sua conjectura 


estava correta. 


28. Seja F = V f, onde f (x, y) = sen(x — 2y). Encontre curvas Ci e 


C; que não sejam fechadas e satisfaçam a equação. 
@f F-ar=0 (5 f F-dr=1 
с, JC, 


29. Mostre que, se um campo vetorial F = Рі + Qj + R k é con- 
servativo e P, Q, R têm derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas, então 

Р ðQ 


ду дх 


дР 
д2 


IR 
dx 


ƏR 
ду 


дО 
д2 


30. Use о Ехегсісіо 29 para mostrar que a integral de linha 


fe ydx + xdy + xyz dz não é independente do caminho. 


31-34 Determine se o conjunto dado é ou não: (a) aberto, (b) 
conexo por caminhos e (c) simplesmente conexo. 


31. (6,10 € y « 3) 32. ((x, y)lI < Ixl <2) 
33. {(х,у)|1 Sx *ty'«4yz0)J 
34. ((x, у), y) 4 (2, 3)) 
; —yi- xj 
35. Seja F(x, y) = —5———-——. 
акку) = 2775 

(a) Mostre que дР/ду = дО/дх. 

(b) Mostre que n F - dr não é independente do caminho. [Dica: 
Calcule fe, F-dre fe, F - dr, onde C; e С» são as metades 
superior e inferior do círculo x? + у? = 1 de (1, 0) a (— 1, 0).] 
Isto contradiz o Teorema 6? 

36. (a)Suponha que F seja um campo vetorial inverso do quadrado, 
ou seja, 
cr 
F —— 
(r) EE 


para alguma constante c, onde r = xi + y j + zk. Determine 
o trabalho realizado por F ao mover um objeto de um ponto 
P, por um caminho para um ponto P» em termos da distán- 
cia dı e d» desses pontos à origem. 

(b) Um exemplo de um campo de quadrado inverso é o campo 
gravitacional Е = —(mMG)r/|r|? discutido no Exemplo 4 na 
Seção 16.1. Use a parte (a) para determinar o trabalho reali- 
zado pelo campo gravitacional quando a Terra se move do 
afélio (em uma distância máxima de 1,52 X 10º km do Sol) 
ao periélio (em uma distância mínima de 1,47 X 10% km). 
(Use os valores m = 5,97 X 10? kg, M = 1,99 х 10% kg e 
С = 6,67 X 10 ! N-m?/kg?) 

(b) Outro exemplo de campo inverso do quadrado é o campo elé- 
trico Е = eqQr/|r|? discutido no Exemplo 5 da Seção 16.1. 
Suponha que um elétron com carga de — 1,6 X 107 C esteja 
localizado na origem. Uma carga positiva unitária é colocada 
à distância de 107? m do elétron e se move para uma posi- 
ção que está à metade da distância original do elétron. Use a 
parte (a) para determinar o trabalho realizado pelo campo 
elétrico. (Use o valor e = 8,985 X 10º.) 
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O teorema de Green fornece a relação entre uma integral de linha ao redor de uma curva 
fechada simples C e uma integral dupla sobre a região do plano D delimitada por C. (Veja a 
Figura 1. Assumimos que D é constituído por todos os pontos dentro de C, bem como todos 
os pontos de C.) Ao enunciarmos o Teorema de Green, usamos a convenção de que a orien- 
tacáo positiva de uma curva fechada simples C refere-se ao sentido anti-horário de C, per- 
corrido uma só vez. Assim, se С é dada pela função vetorial r(t), a < t < b, então a região 
D está sempre do lado esquerdo quando r(t) percorre C. (Veja a Figura 2.) 


УА УА 


FIGURA 2 (a) Orientação positiva (b) Orientação negativa 


Teorema de Green Seja C uma curva plana simples, fechada, contínua por partes, orien- 
tada positivamente, e seja D a região delimitada por C. Se P e О têm derivadas par- 
ciais de primeira ordem contínuas sobre uma região aberta que contenha D, então 


ff Pax+ 94 - || (22 P) as 


OBSERVAÇÃO A notação 


$ Pax + Qdy ou фРах+ Q dy 


é algumas vezes usada para indicar que a integral de linha é calculada usando a orientacáo 
positiva da curva fechada C. Outra notação para a curva na fronteira de D, positivamente 
orientada e 9D, daí a equação do Teorema de Green pode ser escrita como 


1 |10 P) а= j Past 0a 


O Teorema de Green pode ser olhado como o correspondente do Teorema Fundamental 
do Cálculo para integrais duplas. Compare a Equação 1 com o enunciado da segunda parte 
do Teorema Fundamental do Cálculo, na seguinte equação: 


Pro dx = F(b) – F(a) 


Em ambos os casos existe uma integral envolvendo as derivadas (F', 90/9x e дР/ду) do lado 
esquerdo da equação. E em ambos os casos, o lado direito envolve os valores das funções 
originais (F, O e P) apenas na fronteira do domínio. (No caso unidimensional, o domínio é 
um intervalo [a, b] cuja fronteira consiste em apenas dois pontos, a e b.) 

O Teorema de Green náo é fácil de demonstrar no caso geral apresentado no Teorema 1, 
mas faremos uma demonstração para o caso especial onde a região é tanto de tipo I como de 
tipo II (veja a Segáo 15.3). Chamamos tais regióes de regióes simples. 


DEMOSTRACÁO DO TEOREMA DE GREEN NOS CASOS ONDE D É UMA REGIÁO SIMPLES Observe 
que o Teorema de Green estará demonstrado se mostrarmos que 


_ ре fi 5 


ов = | 2а 


=Y 


FIGURA 1 


Lembre-se de que o lado esquerdo desta 
equação é outra forma de escrever 
J-F : dr, onde F = Pi + Qj. 


George Green 


O teorema de Green tem esse nome por 
causa do cientista autodidata inglés George 
Green (1793-1841). Ele trabalhou em tempo 
integral na padaria de seu pai a partir dos 9 
anos de idade e aprendeu sozinho a 
matemática em livros da biblioteca. Em 
1828, Green publicou An Essay on the 
Application of Mathematical Analysis to 
the Theories of Electricity and Magnetism, 
contudo, somente foram impressas 100 
cópias, a maioria presenteada a seus 
amigos. Esse panfleto continha um teorema 
equivalente ao que conhecemos como 
Teorema de Green hoje, mas não se tornou 
conhecido na época. Finalmente, aos 40 
anos, Green entrou para a Universidade de 
Cambridge como aluno de graduacáo, 
porém morreu quatro anos após ter se 
ormado. Em 1846, William Thompson 
lorde Kelvin) encontrou uma cópia dos 
ensaios de Green, percebeu sua 
importáncia e os reimprimiu. Green foi a 
primeira pessoa a tentar formular uma 
eoria matemática da eletricidade e do 
magnetismo. Seu estudo serviu de base 
para os trabalhos de teoria do 
eletromagnetismo subsequentes de 
Thomson, Stokes, Rayleigh e Maxwell. 
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Vamos demonstrar a Equação 2 exprimindo D como uma região do tipo I: 
D = {(х, yla S x S b, g(x) «y <= ga(x)) 


onde 9; e g2 são funções contínuas. Isso nos permite calcular a integral dupla do lado direito 
da Equação 2, como segue: 


ðP b falo ӘР рь _ 
эу 4А], ay ED dy de = | (PG, 920) — Pos (0) da 


«Es 
== 


D 


onde o ültimo passo segue do Teorema Fundamental do Cálculo. 

Vamos agora calcular o lado esquerdo da Equação 2, quebrando C como a união das qua- 
e: tro curvas Ci, C2, C3 e C4 mostradas na Figura 3. Sobre C; tomamos x como parámetro e 
escrevemos as equações paramétricas como x = x, y = gi(x), a S x < b. Logo, 


E Р(х, y) dx = Г Р(х, gi(x)) dx 


Observe que Сз vai da direita para a esquerda, mas — Сз vai da esquerda para a direita, então 
podemos escrever as equações paramétricas de — Сз como x = x, y =gx(x), a < x < b. Portanto, 


| Pl ydx-- РС, y) dx = — |’ Р(х, д(х)) ах 


Sobre С ou C; (qualquer uma delas pode se reduzir a um único ponto), x é constante e, 
assim, dx — 0e 


YA у= (х) 


C, 


=y 


0 a b 


FIGURA 3 


|. Р(х, у) ах = 0 = |. P(x, y) dx 


Portanto, 


|А Р(х, у) dx = |. Р(х, у) dx + NC y) ах + [^c у) dx + [Ре y) dx 
= [Ро ata) dx — Pra д2(х)) dx 


Comparando essa expressão com a da Equação 4, vemos que 


[. PG.» dx — -J PL 


A Equação 3 pode ser demonstrada de forma semelhante, exprimindo D como região do 
tipo II (veja o Exercício 30). Então, somando as Equações 2 e 3, obtemos o Teorema de 
Green. EE 


Calcule f. x^dx + xy dy, onde C é a curva triangular constituída pelos segmen- 
tos de reta de (0, 0) a (1, 0), de (1, 0) a (0, 1), e de (0, 1) a (0, 0). 


SOLUÇÃO Apesar desta integral poder ser calculada pelos métodos usuais da Seção 16.2, isto 
envolveria o cálculo de trés integrais separadas sobre os trés lados do triángulo. Em vez 
disso, vamos usar o Teorema de Green. Observe que a região D englobada por C é simples 
e que C tem orientação positiva (veja a Figura 4). Se tomarmos Р(х, y) = x' 
FIGURA 4 e Q(x, y) = xy, então teremos 


oQ ðP 1 fox 

4 = = 

[х dx + xy dy pe La aa f f (y — 0) dy dx 
D 


- [fai [a aras 


у=0 


1 
--ia-ah-i ES 
Calcule $.(3y — e?) dx + (7х + Vy*+ 1) dy dy, onde C é o círculo 
х? + у = 9. 


SOLUÇÃO A região D delimitada por C é o círculo x? + у? « 9, então vamos mudar para coor- 
denadas polares depois de aplicar o Teorema de Green: 


р (Зу — е) dx + (7х  Jy* F 1) dy 
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Em vez de utilizarmos as coordenadas 


= [| E (7x + Гу“ Eis 1) "E 2 (3y = es | dA polares, podemos simplesmente usar o fato 
дх ду 
р 


de que D ё um círculo de raio 3 e escrever 


da 
= [ig =3)rardo=4 [Tao [rar зт = шш к 
0 0 0 0 


Nos Exemplos 1 e 2, consideramos que a integral dupla era mais fácil de calcular que a inte- 
gral de linha. (Tente configurar a integral de linha no Exemplo 2 e em breve vocé vai ser con- 
vencido!) Mas às vezes é mais simples calcular a integral de linha, e, nesses casos, usaremos o 
Teorema de Green na ordem inversa. Por exemplo, se sabemos que Р(х, y) = Q(x, y) = 0 sobre 
uma curva C, então o Teorema de Green fornece 


li (20 аа f pars Qdy=0 


não importando quais os valores das funções P e Q em D. 
Outra aplicação da direção inversa do Teorema de Green está no cálculo de áreas. Como 
a área de uma região D é ff 1 dA, desejamos escolher P e Q tais que 


20 ОР. 
дх ду 
Existem várias possibilidades: 
P(x, y) = 0 Р(х,у) = =у Р(х,у) = – зу 
Об, y) = x Об, y) = 0 Об, y) = 2х 


BEU Determine a área delimitada pela elipse e + 2 = 1. 
a 


SOLUÇÃO A elipse tem equações paramétricas x = a cos te y = b sen t, onde 0 < t < 27. 
Usando a terceira fórmula da Equacáo 5 temos 


A= ТЕС — у dx 
=; M (a cos t)(b cos t) dt — (b sen t)(—a sen t) dt 


= — | й=таЬ Шиш 


A fórmula 5 pode ser usada para explicar como planímetros trabalham. Um planímetro 
é um instrumento mecânico usado para medir a área de uma região, traçando a curva limite. 
Esses dispositivos sáo üteis em todas as ciéncias: em biologia para medir a área de folhas ou 
asas, na medicina para medir o tamanho da secção transversal de órgãos ou tumores, em sil- 
vicultura, para estimar o tamanho das regiões florestais a partir de fotografias. 

A Figura 5 mostra o funcionamento de um planímetro polar: o polo é fixo e, como o tra- 
cador é movido ao longo da curva limite da região, a roda desliza parcialmente e parcial- 
mente rola perpendicular ao braço do traçador. O planímetro mede a distância a que a roda 
gira e é proporcional à área da região fechada. A explicação como consequência de Fórmu- 
la 5 pode ser encontrada nos seguintes artigos: 


Braço polar 


Ponto central 


Braço traçador 


и К. W. Gatterman, “The planimeter as an example of Green's Theorem". Amer. Mat. 


Monthly, Vol. 88 (1981), p. 701- 4. Lr 


и Tanya Leise, “As the planimeter wheel turns”. College Math. Journal, Vol. 38 
(2007), p. 24—31. 


FIGURA 5 


Um planímetro polar Keuffel e Esser 
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FIGURA 6 


C 
FIGURA 7 
yA 
x4 y?-24 
4 
С 
0 
x+y’ =l 
FIGURA 8 


FIGURA 9 


FIGURA 10 


БЕШ Versões estendidas do Teorema de Green 


Apesar de termos demonstrado o Teorema de Green somente para o caso particular onde D é 
simples, podemos estendê-lo agora para o caso em que D é a união finita de regiões simples. 
Por exemplo, se D é uma região como a mostrada na Figura 6, então podemos escrever D = 
D, U D», onde D; e D» são ambas simples. A fronteira de D; é С, О C; e a fronteira de D» é 
C2 О (— C3); portanto, aplicando o Teorema de Green em D; e D» separadamente, obtemos 


P dx + Q dy = ж. dA 
ME 


ду 
aQ ӘР 
аш К+ DG es ga 
2 3 D, дх ду 


Se somarmos essas duas equações, as integrais de linha sobre Сз e — С; se cancelam e obtemos 


oQ ðP 
cuc, P dx t Qdy = —— — — | dA 
1062 D дх ду 


que é o Teorema de Green рага D = р О D; uma vez que sua fronteira é C = C, U С. 
O mesmo tipo de argumentação nos permite estabelecer o Teorema de Green para qual- 
quer união finita de regiões simples que não se sobreponham (veja a Figura 7). 


ANUIES Calcule 4. y? dx + 3xy dy, onde C é o limite da região semianular D contida no 
semiplano superior entre os círculos x? + y? = 1 e x? + y? = 4. 


SOLUÇÃO Observe que, apesar de D não ser simples, o eixo y divide em duas regiões simples 
(veja a Figura 8). Em coordenadas polares, podemos escrever 


D=((r,0Oll=<r=<2,0<0<m) 


Portanto, o Teorema de Green fornece 


д д 
{ у?ах + 3xy dy = | B (3xy) — — o»| dA 
c дх ду 
D 
r т (2 
=|| ydA= (r sen 0) r dr d0 
pa] 


= [М sen d0 IN ridr = [=cos ө] [22] = = 


О Teorema de Green pode ser aplicado para regiões com furos, ou seja, regiões que não 
são simplesmente conexas. Observe que a fronteira C da região D na Figura 9 é constituída 
por duas curvas fechadas simples С, e C2. Nós assumimos que estas curvas de contorno são 
orientadas de modo que a região D está sempre do lado esquerdo enquanto a curva C é per- 
corrida. Assim, o sentido anti-horário é positivo para a curva exterior Cı, mas no sentido 
horário para o interior da curva C». Se dividirmos D em duas regiões D' e D", pela introdu- 
ção das retas mostradas na Figura 10, e então aplicarmos o Teorema de Green a cada uma 
das regióes D' e D", obteremos 


je - a p(2- Ее 


= [Ра + Qdy + | „Рах * Qdy 


Como as integrais de linha sobre a fronteira comum sáo em sentidos opostos, elas se can- 
celam e obtemos 


A d speed A A parda 
|| дх ду | м. |, du^ ye * + Qdy 
D 


que é o Teorema de Green para a região D. 


BEUN Se F(x,y) = (—у1 + x j/G? + y? mostre que [Е - dr = 27 para todo cami- 
nho fechado simples que circunde a origem. 


SOLUÇÃO Como C é um caminho fechado arbitrário contendo a origem em seu interior, é difí- 
cil calcular a integral dada diretamente. Então, vamos considerar um círculo anti-horário orien- 
tado C' com origem no centro e raio a, onde a é escolhido para ser pequeno o suficiente para 
que С’ esteja contido em C (ver Figura 11). Seja D a região limitada por C e С’. Então a orien- 
tação positiva do limite é C U (—C") e, aplicando a versão geral do Teorema de Green, temos 


[Ра + Ody + | „Рах + 94 - || (2 = P) л 


dx ду 
NDS. 2 ур 
Е 22 > s; |da=0 
y LAR YY (Qty) 
Logo, ЇР dx + Q dy = (А рах + Qdy 
isto é, [Еа = [ва 


Agora podemos calcular facilmente essa ültima integral usando а parametrizagáo dada por 
r(f) = acosti + asentj, 0 « t < 27. Logo, 


[Far = [ва [7 FG) rO di 


эт (—a sen (—а sen t) + (a cos (а cos t) 2 
= f A di — |= 2m ma 
0 a“ cost + a^sen'f 0 
Terminaremos esta seção utilizando o Teorema de Green para discutir um resultado enun- 
ciado na seção anterior. 


ESBOÇO DA DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 16.3.6 Assumimos que F = Pi + Q j é um campo 
vetorial em uma região simplesmente conexa D, que P e Q têm derivadas parciais de primeira 
ordem contínuas e que 

ðP ð 

— = 20 em todo o D 

ду Ox 
Se С é um caminho fechado simples qualquer em De R é a região envolvida por C, o Teo- 
rema de Green nos dá 


[prae Patoa- [f (2 P) ga - ff oda - o 


Uma curva que não seja simples se autointercepta em um ou mais pontos e pode ser dividi- 
da em diversas curvas fechadas simples. Mostramos que as integrais de linha de F sobre 
essas curvas simples são todas 0 e, somando essas integrais, podemos ver que fe F-dr=0 
para qualquer curva fechada C. Portanto, le F - dr é independente do caminho em D pelo 
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av 


FIGURA 11 


Teorema 16.3.3. Segue então que F é um campo vetorial conservativo. BE 
164 | Exercícios 
1-4 Calcule a integral de linha por dois métodos: (a) diretamente e 4. $.xy dx + худу, С consiste no arco da parábola у = x? 
(b) utilizando o Teorema de Green. de (0, 0) a (1, 1) e os segmentos de reta de (1, 1) a (0, 1) e de 
1. ф(х— y) dx + (x + y) dy, (0, 1) a (0, 0) 
C é o círculo com centro na origem e raio 2 5-10 Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha ao 
2. de xy dx + х?ау, longo da curva dada com orientação positiva. 
C é o retángulo com vértices (0, 0) (3, 0), (3, 1) e (0, 1) 5. f xy? de 2%y dy, 
3. фхуах + x^y! dy, C é o triángulo com vértices (0, 0), (2, 2) e (2, 4) 


С é o triángulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 2) 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


Vf E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA| É necessário usar um sistema de computacáo algébrica 


SCA 
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9. 
10. 
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fe cos y dx + x? sen y dy, 

C é o retângulo com vértices (0, 0), (5, 0), (5, 2) е (0, 2) 

fe (y + e**) dx + (2х + cos y?) dy, 

C é o limite da região englobada pelas parábolas у = xe x = y? 
xe 2 dx + (+ 222 y?) dy, С é o limite da região entre os 
y=1lex+y?=4 


fe y? dx — x dy, C é o círculo 2 + у? = 4 


Je 
círculos x? 


n (1— y) de + (8 + e) dy, C é o limite da regiáo entre os 
círculos x? + y? = 4ex? + y?=9 


11-14 Use o teorema de Green para calcular n Е - dr. (Verifique a 
orientação da curva antes de aplicar o teorema.) 


11. 


12. 


13. 


14. 


F(x, у) = (у cos x — xy sen x, xy + x cos x), 

C é o triángulo de (0, 0) a (0, 4) a (2, 0) a (0, 0) 

F(x, у) = (e + у2, е? + 22), 

C consiste no arco da curva у = cos x de (— 7/2, 0) a (7/2, 0) 
e o segmento de reta de (7/2, 0) a (— 7/2, 0) 

F(x, y) = (y — cos y, x sen y), 

C é o círculo (x — 3Y + (y + 4 = 4 orientado no sentido ho- 
rário 

FG, y) = (X Т, tg !x), C é o triângulo de (0, 0) a (1, 1) a 
(0, 1) a (0, 0) 


15-16 Verifique o Teorema de Green usando um sistema de compu- 
tacáo algébrica para calcular tanto a integral de linha como a inte- 


gral 
15. 


16. 


dupla. 


Р(х,у) = уе, QGo.y-»e, 

C consiste no segmento de reta de (— 1, 1) a (1, 1) seguido 
pelo arco da parábola y = 2 — xà de (1, 1) a (— 1, 1) 
Р(х,у) = 2х- ху, Об, у) = ху, 

Céaelipse4? + y? = 4 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Use o Teorema de Green para achar o trabalho realizado pela 
força F(x, y) = x(x +у)і + xy?j ao mover uma partícula da ori- 
gem ao longo do eixo x para (1, 0), em seguida ao longo de um 
segmento de reta até (0, 1), e entáo de volta à origem ao longo 
do eixo y. 


Uma partícula inicialmente no ponto (—2, 0) se move ao longo 
do eixo x para (2, 0), e entáo ao longo da semicircunferéncia 
y = 4 — x até o ponto inicial. Utilize o Teorema de Green 
para determinar o trabalho realizado nessa partícula pelo campo 
de força F(x, у) = (х, х? + 3xy?). 


Use uma das fórmulas em |5 
cicloidex =t — sent, y = 1 


para achar a área sob um arco da 
COS f. 


Se uma circunferéncia C de raio 1 rola ao longo do interior da 
circunferência x? + у? = 16, um ponto fixo P de С descreve uma 
curva chamada epicicloide, com equações paramétricas 
x = 5 cos t —cos 5t, y = 5 sent — sen 5t. Faça o gráfico da epi- 
cicloide e use | 5 | para calcular a área da região que ela envolve. 


(a) Se C é o segmento de reta ligando o ponto (xi, yi) ao ponto 
(х, y2), mostre que 


[ха —ydx = ху — ху 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


28. 


29. 


30. 


31. 


(b) Se os vértices de um polígono, em sentido anti-horário, sáo 


(хі, yi), (о, Y2), - . - > (х, Yn) mostre que a área do polígono é 
А = ; [опу — xayi) + (aya — Азу) + ee 
H (nn XnYn-1) + (ny xiys)] 


(c) Encontre a área do pentágono com vértices (0, 0), (2, 1), (1, 
3), (0, 2) e (—1, 1). 

Seja D a região limitada por um caminho fechado simples C no 

plano xy. Utilize o Teorema de Green para demonstrar que as 

coordenadas do centroide (x, y) de D sáo 


= 1 5 
x= SA A dy 
onde A é a área de D. 


Use o Exercício 22 para encontrar o centroide de um quarto de 
uma região circular de raio a. 


Use o Exercício 22 para encontrar o centroide da região trian- 
gular de vértices (0, 0), (a, 0) e (a, b), onde a > Ое b > 0. 


Uma lámina plana com densidade constante p(x, y) — p ocupa 
uma regiáo do plano xy limitada por um caminho fechado sim- 
ples C. Mostre que seus momentos de inércia em relação aos 


eixos sáo 
== LL 3 =P 3 
1, 3 by dx I, 3 fa dy 


Utilize o Exercício 25 para achar o momento de inércia de um 
círculo de raio a com densidade constante p em relação a um 
diâmetro. (Compare com o Exemplo 4 da Seção 15.5.) 


Use o método do Exercício 5 para calcular fe F · dr, onde 
2хуі + (y! = х2) ј 
Fa, y = 22110 20) 
(+) 

e С é qualquer curva fechada simples positivamente orientada 
que envolve a origem. 
Calcule f, Е - dr, onde F(x, y) = (0° +y, 3x — y?) e C é a fron- 
teira positivamente orientada de uma regiáo D que tem área 6. 


Se F é o campo vetorial do Exemplo 5, mostre que n F-dr=0 
para todo caminho fechado simples que náo passe pela origem 
e nem a circunde. 


Complete a demonstracáo do Teorema de Green demonstrando 
a Equação 3. 

Utilize o Teorema de Green para demonstrar a fórmula de mu- 
dança de variáveis para as integrais duplas (Fórmula 15.10.9) 
para o caso onde (х, y) = 1: 


Ы 


Aqui, А é a região do plano xy que corresponde à região S no 
plano uv sob a transformação dada por x = д(и, v), y = h(u, v). 


a(x, y) 
д(и, v) 


du dv 


[Dica: Observe que o lado esquerdo é A(R) e aplique a primeira 
parte da Equação 5. Converta a integral de linha sobre дА para 
uma integral sobre 95 e aplique o Teorema de Green no plano uv.) 
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Nesta seção, definiremos duas operações que podem ser realizadas com campos vetoriais e 
que são essenciais nas aplicações de cálculo vetorial em mecânica dos fluidos e em eletrici- 
dade e magnetismo. Cada operação lembra uma derivação, mas uma produz um campo veto- 
rial enquanto a outra gera um campo escalar. 


ШЕШ Rotacional 


Se F = Pi + Qj + Rk é um campo vetorial em R? e as derivadas parciais de P, Q e R exis- 
tem, então o rotacional de F é o campo vetorial em R? definido por 


ðR ðQ |. ӘР oR |, ðQ ӘР 
1 ою ф = ———1 Д —————|уү+ у= ——-]Jk 
ду dz dz дх дх ду 


Para auxiliarmos na memorização, vamos reescrever а Equação 1 usando notação de ope- 
radores. Introduziremos o operador diferencial vetorial V (“del”) como 
V =1 +) + k 
дх ду д 


2 


Quando ele opera sobre uma função escalar, produz o gradiente de f : 


д д д д д 
жү Ж AN 
дх ду dz дх ду д2 


Vf-i 


Se pensarmos em V como um vetor de componentes d/dx, д/ду e 0/0z, podemos também con- 
siderar o produto vetorial formal de V pelo campo vetorial F como segue: 


i j k 
д д д 
УХЕ = 
dx ду dz 
Р О R 
ðR ð ðP ðR ð ӘР 
= R 00 i + | — — — j+ 9Q ӘР k 
ðy dz dz дх дх ду 


Assim, o modo mais fácil de lembrar а Definição 1 é pela expressão simbólica 


2 | rotF=VxF 


ИШЕ Se F(x, у, 2) = xzi + xyzj — уг К, determine rot F. 
SOLUÇÃO Usando a Equação 2, temos 


i j k 

д д д 
curl F = V x F = 

дх ду dz 


xz xyz —y? 


E ES - 2009] i= E = Zoli 


SCA 


д д 
+ B (xyz) — E" (| k 
= (—2у — ху)і — (0 — x)j + (yz — 0)k 
= —yQ + х)і+хј + yzk E 


A maioria dos sistemas de computação 
algébrica tem comandos para calcular 
rotacional e divergência de campos 
vetoriais. Se você tem acesso a um SCA, 
use esses comandos para verificar as 
respostas dos exemplos e exercícios desta 
seção. 
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Observe a semelhança com o que sabemos 
da Seção 12.4: a X a = 0 para cada vetor 
tridimensional a. 


Compare isso com o Exercício 29 da 
Secáo 16.3 


Lembre-se de que o gradiente de uma função f de três variáveis é um campo vetorial 
sobre К, de modo que podemos calcular seu rotacional. O próximo teorema diz que o rota- 
cional do gradiente de um campo vetorial é 0. 


3| Teorema Se f é uma função de três variáveis que tem derivadas parciais de se- 
gunda ordem contínuas, então 


rot (Vf) = 0 
DEMONSTRAÇÃO Temos 
i i k 
к es Ee 
rot(Vf) = V х (Vf) = əx ду dz 
Af F af 
dx ду dz 


ef VT of әу \. Әу ef 
= = ld = ј + = k 
ду dz dz ду dz Ox дх dz дх ду ду дх 


=0i+0j+0k=0 


pelo Teorema de Clairaut. pe 


Como um campo vetorial conservativo é da forma F = Vf, o Teorema 3 pode ser rees- 
crito como segue: 
Se F é conservativo, então rot F = 0. 


E assim obtemos um modo de verificar que um campo vetorial não é conservativo. 
Mostre que o campo vetorial F(x, у, z) = xz i + xyz j — y?k não é conservativo. 
SOLUÇÃO No Exemplo 1, mostramos que 

rot F = —y(2 + x)i - xj + yzk 
Isso mostra que rot Е 4 0 e portanto, pelo Teorema 3, Е não é conservativo. [Essi 


Em geral, a recíproca do Teorema 3 não é verdadeira, mas o próximo teorema afirma que, 
se F for definido em todo o espaço, a recíproca vale. (Mais especificamente, a recíproca vale 
se o domínio é simplesmente conexo, ou seja, “não apresenta furos”.) O teorema 4 é a ver- 
são tridimensional do Teorema 16.3.6. Sua demonstração requer o teorema de Stokes e será 
esboçada no final da Seção 16.8. 


4| Teorema Se F for um campo vetorial definido sobre todo Rº cujas funções com- 
ponentes tenham derivadas parciais de segunda ordem contínuas e rot F = 0, F será um 
campo vetorial conservativo. 


EXEMPLO 3 


Mostre que 

E(x, у, 2) = yzi + 2xyz j + 3xyz)'k 
é um campo vetorial conservativo. 
(b) Determine uma função f tal que F = Vf. 


SOLUÇÃO 
(a) Calculemos o rotacional de F: 
: j k 
д д 
rotF=VxF= 
дх ду dz 


yz 2xyz) 3xy?z? 
= (6xyz? — 6xyz2)i — Gy!z? — 3y?z?)j + Qyz — 2yzZ)k 
= 0 


Como rot F = 0 e o domínio de F é Rº, Е é um campo vetorial conservativo pelo Teorema 4. 
(b) A técnica para encontrar f foi dada na Seção 16.3. Temos 


5 Хо, у, z) = уо 
6 x, у, z) = 2xyz 
7 flo, у, z) = 3xy'z 


Integrando |5 | em relação a x, obtemos 


Ро, у, z) = ху? + gO, ©) 


Derivando [8] em relação a y, obtemos f(x, y, z) = 2xy2 + gy(y, z). Comparando com [6], 
obtemos gy(y, z) = 0. Assim, g(y, 2) = h(z) e 


fx, y, z) = Зху + h'(z) 


Então |7| fornece A'(z) = 0. Portanto, 


ЈО, у, z) = ху? + К E 


A razão para o nome rotacional é que o vetor rotacional está associado com rotações. 
Uma conexão será explicada no Exercício 37. Outra ocorre quando F representa um campo 
de velocidade em mecânica dos fluidos (veja o Exemplo 3 na Seção 16.1). Partículas perto 
de (x, y, z) no fluido tendem a rodar em torno do eixo que aponta na direção de rot F (x, y, 
z), e o comprimento do vetor rotacional é a medida de quão rápido as partículas se movem 
em torno desse eixo (veja a Figura 1). Se rot F = 0 no ponto P, então o fluido é isento de 
rotações em P e F é chamado irrotacional em P. Em outras palavras, não há nenhum turbi- 
lhão ou redemoinho em P. Se rot F = 0, uma pequena roda de pás move-se com o líquido, 
mas não roda em torno do seu eixo. Se rot F 0, a roda com pás giraria em torno de seu 
eixo. Veremos mais detalhes sobre essa explanação na Seção 16.8, como consequência do 
Teorema de Stokes. 


EM Divergente 


Se F = Pi + Q j + КК é um campo vetorial em R? e дР/дх, 0Q/0y e 08/02 existem, então 
o divergente de F é a função de três variáveis definida por 


ðP д ðR 
a div F = ção 
дх ду dz 


Observe que rot F é um campo vetorial, mas div F é um campo escalar. Em termos do ope- 
rador gradiente V = (9/0x) і + (9/9y) j + (0/02) К, o divergente de Е pode ser escrito sim- 
bolicamente como o produto escalar de V e F: 


ауЕ= У.Е 


БЛ SeF(xy,z) = xzi + xyz j — у? К, determine div Е. 
SOLUÇÃO Pela definição de divergente (Equação 9 ou 10), temos 


д д д 
div F = У.Е = — (xz) + — (xyz) + —(-y?)) =z + xz ES 
дх ду д2 


Se Е é um campo vetorial sobre К, então rot F também é um campo vetorial sobre ЁЁ. 
Como tal, podemos calcular seu divergente. O próximo teorema mostra que o resultado é 0. 


11 Teorema Se F = Рі + Qj + Rk é um campo vetorial sobre R? е P, Qe А têm de- 
rivadas parciais de segunda ordem contínuas, então 


div rot F = 0 
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di am. rot F(x, y, z) 


FIGURA 1 
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Observe a analogia com o produto misto: 
a-(axb)=0. 


A razão para essa interpretação de div F 
será explicada ao final da Seção 16.9 como 
consequência do Teorema do Divergente. 


DEMONSTRAÇÃO Usando as definições de divergente e rotacional, temos 
divrotF=V-(V X Е) 
EE (> 22) 2 (2 E) + (20 7) 
dx À ду dz dy À dz dx dz À dx ду 
к _ #0 „Л Р PR , 99 92P 
dx ду dx д2 ду dz ду Ox dz Ox dz ду 
=0 


pois os termos se cancelam aos pares, pelo Teorema de Clairaut. шиш 


DONDE Mostre que o campo vetorial F(x, у, z) = xz i + xyz j — y? К não pode ser es- 
crito como o rotacional de outro campo vetorial, ou seja, F 4 rot С. 


SOLUÇÃO No Exemplo 4 mostramos que 
div F = z + xz 
e, portanto, F 4 0. Se fosse verdade que F = rot G, então o Teorema 11 daria 
div F = div rot G = 0 


o que contradiz Е = 0. Portanto F não é o rotacional de outro campo vetorial. E 


Novamente, a razáo para o nome divergente pode ser entendida no contexto da mecáni- 
ca dos fluidos. Se F(x, y, z) é a velocidade de um fluido (ou gás), entáo div F(x, y, z) repre- 
senta a taxa de variação total (com relação ao tempo) da massa do fluido (ou gás) escoando 
do ponto (x, y, z) por unidade de volume. Em outras palavras, div F(x, y, z) mede a tendén- 
cia de o fluido divergir do ponto (x, y, z). Se F — 0, entáo F é dito incompressível. 

Outro operador diferencial aparece quando calculamos o divergente do gradiente de um 
campo vetorial Vf. Se f é uma função de três variáveis, temos 
ép Sf f 

+ + 
ox? ду? д2? 


avr) = V - (Vf) = 


e essa expressão aparece tão frequentemente que vamos abreviá-la como V?f. Esse operador 
V=V-V 
é chamado operador de Laplace por sua relação com a equação de Laplace 
9? 9? 9? 
f E o 
dx” ду 


V 2º — 
f dz” 
Podemos também aplicar o laplaciano V? a um campo vetorial 


F=Pi+Qj+Rk 
em termos de suas componentes: 
VF = VºPi + VQj+VRk 


ШЕШ Formas Vetoriais do Teorema de Green 


Os operadores divergente e rotacional nos permitem escrever o Teorema de Green em uma 
versão que será útil futuramente. Consideramos uma região plana D, sua curva fronteira C e 
funções P e Q que satisfaçam as hipóteses do Teorema de Green. Em seguida, consideramos 
o campo vetorial Е = Pi + Q j. A sua integral de linha é 


$ F- dr = f Pax + Ody 


e, considerando F como um campo vetorial em R? com terceira componente 0, temos 


i j k 
ð ð ð ð ðP 
rot F = = (5° k 
дх ду д2 дх ду 


Р(х,у) О(х, у) 0 
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Portanto, Р in а - 
GE bee ие pepe ж. 
Ox ду дх ду 


e podemos гееѕсгеуег а equacáo do Teorema de Green na forma vetorial 


ü f.F cdr = || (rot F) - К dA 


A Equação 12 expressa a integral de linha da componente tangencial de F ao longo de C 
como uma integral dupla da componente vertical rotacional F sobre a região D delimitada por 
C. Vamos deduzir, agora, uma fórmula semelhante, envolvendo a componente normal de F. 

Se C é dada pela equação vetorial 


r(A) = x(Di + y) j a<t<b 


então o vetor tangente unitário (veja a Seção 13.2) é 


x() yA. 
rol Tro 


T() = 


Você pode verificar que o vetor normal unitário externo a C é dado por 


y'(t) i x'(t) j 
EXOT EKOI 


(Veja a Figura 2). Então, da Equação 16.2.3, temos 


f F ends = | Œ -DO |r't) | dr 


n(t) = 


РЕР), у) у о(х0), у) х |, , 

| | | (o) | rO| EXON dt 

= | PEO, yO) yO de — OO, VO) х'@) di 0 
FIGURA 2 

= | Pdy oax= || E: " E 


pelo Teorema de Green. Mas o integrando na integral dupla é o divergente de F. Logo, temos 
uma segunda forma vetorial do Teorema de Green: 


[5] {епа = || div F(x, у) dA 


Essa versão diz que a integral de linha da componente normal de F ao longo de C é igual à 
integral dupla do divergente de F na região D delimitada por C. 


LJ Exercícios 


E : : ial. 1 
1-8 Determine (a) o rotacional e (b) o divergente do campo vetorial 5. Е(х,у, 2) (хі+уј zk) 
мх? + y? + 22 


6 Е(х, у, 2) = ебѕепіј + y tg Ux/z) К 


1. FQ, y, z) = хусі — yk 
2. F(x,y, 2) =x yzi + xyz j + xyz’ k 
7. E(x, у, z) = (e* sen у, e’ sen z, e sen x) 


3. EQ, y, z) = хуе*1 + уле" К 


4 F(x,y, 2) = sen yzi + sen zxj + sen xy k й 26 yzx 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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9-11 O campo vetorial F é mostrado no plano xy e é o mesmo em 
todos os planos horizontais (em outras palavras, F é independente 
de z e sua componente z é 0). 

(a) O div F será positivo, negativo ou nulo? Explique. 

(b) Determine se rot F — 0. Se náo, em que direcáo rot F aponta? 


9. YA 058454 10. M 
OE УУ 
{КТ yg A dá 
| | | | P Um шы ж" 
0 X 0 e 
11. YA _ 2 
0 x 


12. Sejafum campo escalar e F um campo vetorial. Diga se cada ex- 
pressáo tem significado. Em caso negativo, explique por qué. 
Em caso afirmativo, diga se é um campo vetorial ou escalar. 


(a) rotf (b) grad f 

(c) div F (d) rot(grad f ) 

(e) grad F (f) grad(div F) 

(g) div(grad f ) (h) grad(div f) 

(1) rot(rot F) (j) div(div F) 

(k) (grad f) X (div Е) (1) div(rot(grad f )) 


13-18 Determine se o campo vetorial é conservativo ou não. Se for 
conservativo, determine uma função f tal que F = Vf. 


13. F(x, у, z) = yzi + 2xyz j + 3xy/z k 
1. F(x, у, z) = хуг2і + xyzj-cxyzk 
15. Е(х, у, 2) = 3xyz i + 22у?) + 3xyzk 


16. F(x, у, 2) = і + senzj + усоѕ 2 К 
17. F(x, у, z) = еі + xzeřj + хуе k 


18. F(x, у, z) = е* sen усі + се" cos yz j + уе" cos yz k 


19. Existe um campo vetorial С em Rº tal que 


rot G — (x sen y, cos y, z — xy)? Explique. 


20. Existe um campo vetorial С em R’ tal que 
rot G = (xyz, —y/z, уг”)? Explique. 
21. Mostre que qualquer campo vetorial da forma 
К, у, 2) = fi + 90)j + МОК 
onde f, g e h são diferenciáveis, é irrotacional. 
22. Mostre que qualquer campo vetorial da forma 


FG, у, 2) = fo, 1 +9(%, 2) j + Ах, y) К 
é incompressível. 


23-29 Demonstre a identidade, admitindo que as derivadas parciais 
apropriadas existem e sáo contínuas. Se f for um campo escalar e F, G 
forem campos vetoriais, então f F, F - Ge F X G serão definidos por 


Cf F)G y, z) = f(x, y, z) FQ, y, z) 
Œ - G)Go у, 2) = Е(х, y, 2) + G, у, 2) 

(F X С)(х, y, z) = FQ, y, z) X G(x, y, 2) 
23 div(F + G) = div F + div G 
24. rot(F + G) = rot F + rot G 
25. div (fF) =fdivF +F- Vf 
26. rot (fF) = frot F + (Vf) X F 
27. div(F XG) = G -rotF — FE: rot G 
28. div(V fX Vg) = 


29. rot (rot F) = grad(div F) — VF 


30-32 Sejamr = xi - yj * zker = |г|. 


30. Verifique as identidades. 


(a V-r=3 (b) V: (т) = 
(c) Vr = 12r 

31. Verifique as identidades. 
(a) Vr = r/r (DVXr-0 


(c) V(U/r) = —r/r? (d) V In r = r/r? 


32. Se F = r/r”, determine div F. Existe um valor de p para que 
div F = 0? 


33. Use o Teorema de Green na forma da Equação 13 para de- 
monstrar a primeira identidade de Green: 


[| vean - рд)" nds — | Vf- Vg dA 


onde D e C satisfazem as hipóteses do "Teorema de Green e as 
derivadas parciais apropriadas de f e g existem e são contínuas. 
(A quantidade Vg · п = D,g aparece na integral de linha. Essa é 
a derivada direcional na direção do vetor normal n e é chamada 
derivada normal de д.) 


34. Use a primeira identidade de Green (Exercício 33) para de- 
monstrar a segunda identidade de Green: 


[| Ga — avis) da = $ Ga — 997) ends 


D 
onde D e C satisfazem as hipóteses do Teorema de Green e as 
derivadas parciais apropriadas de f e g existem e são contínuas. 


35. Lembre-se, da Seção 14.3, de que uma função g é chamada har- 
mónica em D se satisfaz a equação de Laplace, isto é, V?g = 0 
em D. Utilize primeira identidade de Green (com as mesmas hi- 
póteses que no Exercício 33) para mostrar que se g é harmônica 
em D, então $. Dag ds = 0. Aqui, Dag é a derivada normal de g 
definida no Exercício 33. 


36. Use a primeira identidade de Green para mostrar que se f for 
harmônica em D, e se f (x, y) = O na curva limite C, então 
[fp | Vf P dA = 0. (Suponha que são válidas as mesmas hipóte- 

ses que no Exercício 33.) 


37. Este exercício ilustra a relação entre vetor rotacional e rotações. 
Seja B ser um corpo rígido girando sobre o eixo z. A rotação 


CÁLCULO VETORIAL 983 


pode ser descrita pelo vetor w — ok, onde o é a velocidade an- div E — div H — 
gular de B, ou seja, a velocidade tangencial de qualquer ponto P 19H дЕ 
em B dividida pela distáncia d do eixo de rotagáo. Seja rot E — — € od rot H — c 3 


r — (x, y, z) o vetor posicáo de P. 
(a) Considerando o ángulo 0 da figura, mostre que o campo de 
velocidade de B é dado por v — w X r. 


b) Mostre que v = —oyi + ox j. 1 92E 
(0) : y : (a) V x (V X E) = – 


onde c é a velocidade da luz. Use essas equações para demons- 
trar o seguinte: 


(c) Mostre que rot v = 2w. c? ar 
1 2H 
b) V x(V X H) = —— 
(b) ( ) pes 
2 1 ZE К " 
(c) V^E — = 35 [Sugestão: Use o Exercício 29.] 
p 2 


2 


, 12H 
(@ V'H-— 


ot? 


39. Vimos que todos os campos vetoriais da forma F = Vg satisfa- 
zem a equação rot F = 0 e que todos os campos vetoriais da 
forma F = rot G satisfazem a equação div F = O (supondo a con- 
tinuidade das correspondentes derivadas parciais). Isto sugere a 
pergunta: existe alguma equação que todas as funções da forma 
f = div С devam satisfazer? Mostre que a resposta para essa per- 
gunta é “Não” demonstrando que toda função contínua fem R? 
é a divergência de algum campo de vetores. [Dica: Seja 


Сбх, y, 2) = (g(x, y, 2), 0, 0), onde g(x, у, z) = fo f(t, y, z) dt] 


38. As equações de Maxwell relacionam o campo elétrico E e o 
campo magnético H, quando eles variam com o tempo em uma 
região que não contenha carga nem corrente, como segue: 


166] Superfícies Parametrizadas e suas Áreas 


Até agora temos considerado tipos especiais de superfícies: cilindros, superfícies quádricas, 
gráficos de funções de duas variáveis e superfícies de nível de funções de três variáveis. Aqui, 
usaremos funções vetoriais para descrever superfícies mais gerais, chamadas superfícies 
parametrizadas e calcularemos suas áreas. A seguir, tomaremos a fórmula para a área de 
superfícies gerais e veremos como se aplica a superfícies especiais. 


ШШШ Superfícies Parametrizadas 


De modo muito semelhante à nossa descrição de curvas espaciais por uma função vetorial r(t) 
de um único parâmetro t, podemos descrever uma superfície por uma função vetorial 
r(u, v) de dois parámetros u e v. Suponhamos que 


1 r(u, 0) = x(u, v) à + y(u, U) j + z(u, v) k 


seja uma função a valores vetoriais definida sobre uma região D do plano uv. Então x, y e z, 
os componentes de funções de г, serão funções das duas variáveis и e v com domínio D. O 
conjunto de todos os pontos (x, у, z) em R? tal que 


2 x = x(u, v) y — y(u, v) z = z(u, v) 


e (u, v) varia ao longo de D, é chamado de superfície parametrizada S e Equações 2 são 
chamados equações parametrizadas de S. Cada escolha de u e v resulta um ponto em S; 
fazendo todas as escolhas, temos todos os pontos de 5. Em outras palavras, a superfície é 
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FIGURA 1 
Uma superfície parametrizada 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


Visual 16.6 mostra versões 


animadas de Figuras 4 e 5, com o 
movimento das curvas de grade, para 
diversas superfícies parametrizadas. 


FIGURA 4 


traçada pela ponta do vetor posição r(u, v) enquanto (u, v) se move ao longo da região D. 
(Veja a Figura 1.) 


r(u, v) 


e 
EY 


ЭХЕ Identifique e esboce a superfície com equação vetorial 


r(u,v)=2cosui+vj+2senuk 


SOLUÇÃO As equações paramétricas para essa superfície são 


x = 2 cosu y=U z=2senu 
entáo, para qualquer ponto (x, y, z) da superfície, temos 


xX + 22 = 4 cosu + 4 senu = 4 
Isso significa que todas as seções transversais paralelas ao plano xz (isto é, com y constante) 
são circunferências de raio 2. Como y = v e não existe restrição ao valor de v, a superfície 
é um cilindro circular de raio 2 cujo eixo é o eixo y (veja a Figura 2). [=== 
No Exemplo 1 não existiam restrições quanto aos parâmetros u e v e assim obtivemos o 
cilindro inteiro. Se, por exemplo, restringíssemos u e v, escrevendo o domínio dos parâme- 
tros como 


0 x u x 7/2 О=0=3 


Então x > 0, z > 0, 0 < у < 3 e obteríamos o quarto do cilindro de comprimento 3 ilustra- 
do na Figura 3. 

Se uma superfície parametrizada S é dada por uma função vetorial r(u, v), então existem 
duas famílias de curvas úteis contidas em S, uma família com u constante e outra com v cons- 
tante. Essas famílias correspondem a retas verticais e horizontais no plano uv. Se mantiver- 
mos и constante, impondo и = uy, então r(uo, v) se torna uma função vetorial com um único 
parámetro v que define uma curva С, sobre S. (Veja a Figura 4.) 


UA ZA 


Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = vo, obteremos a curva C; dada 
por r(u, vo) que está sobre S. Chamamos essas curvas curva da grade. (No Exemplo 1, por 
exemplo, as curvas da grade obtidas tornando u constante sáo linhas horizontais, enquanto 
as curvas da grade obtidas com v constante são circuferências.) Na verdade, quando um com- 
putador elabora em gráfico uma superfície parametrizada, que normalmente apresenta a 
superfície tracando as curvas da grade, como podemos ver no exemplo a seguir. 


BEMA Use um sistema de computação algébrica para traçar o gráfico da superfície 
r(u, v) = ((2 + sen v) cos и, (2 + sen v) sen и, и + cos v) 
Quais são as curvas da grade com u constante? Quais têm v constante? 


SOLUÇÃO Traçamos o pedaço da superfície com os parámetros delimitados por 0 < и < 47, 
0 = v x 27 na Figura 5. Esse gráfico tem a aparência de um tubo espiral. Para identificar- 
mos as curvas da grade, escrevemos as equações paramétricas correspondentes: 


x = (2 + sen v) cos u y = (2 + sen v)sen u z=u+cosuv 


Se о é constante, então sen v e cos v são constantes, portanto, as equações paramétricas se 
assemelham às da hélice no Exemplo 4 na Secáo 13.1. Assim, as curvas de grade com v cons- 
tante são as curvas em espiral na Figura 5. Deduzimos que as curvas de grade com u cons- 
tante devem ser curvas que parecem círculos na figura. Maior evidência dessa afirmação é 
que, se mantivermos u constante, u = uo, então as equações z = uo + cos v mostram que os 
valores de z variam de uo — 1 até uo + 1. == 


Nos Exemplos 1 e 2 nos foi dada uma equação vetorial e pedido o gráfico da superfície 
parametrizada correspondente. Nos exemplos seguintes, entretanto, teremos o problema 
mais desafiador de achar a função vetorial que representa uma superfície dada. No restante 
deste capítulo, teremos de fazer exatamente isso muitas vezes. 


BEEJ Determine a função vetorial que representa o plano que passa pelo ponto Po com 
vetor posição ro e que contenha dois vetores não paralelos a e b 


SOLUÇÃO Se P é qualquer ponto no plano, podemos ir de Ро até P movendo uma certa dis- 
táncia na direção de a e uma outra distância na direção de b. Então, existem escalares u e v 
tais que PP =ua + vb. (A Figura 6 ilustra como isto funciona, por meio da lei do parale- 
logramo, para o caso em que u e v são positivos. Veja também o Exercício 46 na Seção 12.2.) 
Se r é o vetor posição de P, então 


— — 
r = OP, +PoP = ro + ua + vb 
Assim, a equação vetorial do plano pode ser escrita como 
r(u, 0) = ro + ua + vb 


onde u e v sáo námeros reais. 
Se escrevermos г = (x, y, 2), ro = (xo, уо, zo), a = (a1, ах, аз) e b = (bi, b», b3), podemos 
escrever as equacóes paramétricas do plano pelo ponto (xo, yo, zo) como segue: 


X = xo + ua + Ubi y = yo + ua» + Ub; z= zo + uas + vbs E 


EEN Determine uma representação parametrizada da esfera 

?+у?+=4? 
SOLUÇÃO A esfera tem uma representação simples р = a em coordenadas esféricas, então 
vamos escolher os ângulos ф e Ө das coordenadas esféricas como parâmetros (veja a Seção 


15.9). Tomando p = a nas equações para conversão de coordenadas esféricas para coorde- 
nadas retangulares (Equação 15.9.1), obtemos 


x-—asen$cosÜ y=asenpsend z= acoso 
como equações parametrizadas da esfera. A equação vetorial correspondente é 
г(ф, 0) = asen $ cos0i + asen ф sen 0 j + acoso К 


Temos 0 S ф S лт е 0 x Ө < 2r, de modo que o domínio dos parámetros é o retângulo 
D = [0, т] X [0, 277]. As curvas da grade com ф constante são as circunferências de latitu- 
de constante (incluindo o equador). As curvas da grade com 6 constante são os meridianos 
(semicircunferéncias), que ligam os Polos Norte e Sul (veja a Figura 7). Ea 
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Xx 


FIGURA 5 


vb 


Р, 
иа 


FIGURA 6 


OA 


2T 


FIGURA 7 
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Um dos usos de superfícies parametrizadas 
é na computação gráfica. A Figura 8 mostra 
o resultado de tentar traçar a esfera 

x? + y? + 22 = 1 resolvendo a equação 
para z e traçando os hemisférios de cima e 
de baixo separadamente. Parte da esfera 
parece estar ausente por causa do sistema 
de grade retangular utilizado pelo 
computador. А imagem, muito melhor na 
Figura 9, foi produzida por um computador, 
utilizando as equações parametrizadas 
encontradas no Exemplo 4. 


Em Module 16.6 você pode 
investigar várias famílias de superfícies 
parametrizadas. 


Para alguns propósitos, as representações 
parametrizadas das Soluções 1 e 2 são 
igualmente boas, mas a Solução 2 pode ser 
preferível em certas situações. Se 
estivermos interessados somente na parte 
do cone que está abaixo do plano z = 1, 
por exemplo, tudo que devemos fazer na 
Solução 2 é mudar o domínio do parâmetro 
para 


top 
o 
IN 
D 
IN 
N 
3 


0<r= 


OBSERVAÇÃO Vimos no Exemplo 4 que as curvas de grade para uma esfera são curvas de 
latitude e longitude constantes. Para uma superfície parametrizada geral, estamos realmente 
fazendo um mapa e as curvas da grade são semelhantes a linhas de latitude e longitude. Des- 
crever um ponto sobre uma superfície parametrizada (como o da Figura 5) dando valores 
específicos de u e v é como dar a latitude e a longitude de um ponto. 


22 2 SESESSSSESSS 
2605 SL SS 
OS 0909 S ISS 
@ A O SS 
Hh MRR TN SN NN 


diii iMi du 
e 


We 


FIGURA 8 FIGURA 9 


34g Determine uma representação parametrizada do cilindro 
+ у?=4 


SOLUÇÃO O cilindro tem representação r = 2 em coordenadas cilíndricas; assim escolhemos 
como parâmetros Ө e z das coordenadas cilíndricas. Então as equações paramétricas do cilin- 
dro são 

х= 2 соѕ 0 


2пе0 =: % 1. 


y = 2 ѕеп 0 207—2 


onde 0 x 0 = 


343128 Determine uma função vetorial que represente o paraboloide elíptico 
zx + 2y. 


SOLUÇÃO Se olharmos para x e y como parámetros, as equações paramétricas ficam sim- 
plesmente 
z=x2+ 2y? 


< 
I 
< 


e a equação vetorial é 


r(x, y) =x1 + yj + (2 + 2y)k EE 


Em geral, uma superfície dada como o gráfico de uma função de x e y, ou seja, com equação 
da forma z = f (x, y), pode sempre ser olhada como uma superfície parametrizada, tomando 
x e y como parâmetros e escrevendo as equações paramétricas como 


y=y z =f (x,y) 


Representações parametrizadas (também chamadas parametrizações) de superfícies não são 
únicas. O próximo exemplo mostra dois modos de parametrizar um cone. 


х= х 


DENIA Determine uma representação parametrizada para а superfície z = 2yx? + y?, 
ou seja, a metade superior do сопе z? = 4x? + 4y?. 


SOLUÇÃO 1 Uma possível representação é obtida escolhendo-se x e y como parámetros: 


2=2yx? + y? 


х= х у= у 


Assim, а едиас̧ӣо vetorial é 


r(x,y) =x1i+ yj + 24yx? + y? К 


SOLUÇÃO 2 Outra representação resulta da escolha das coordenadas polares r e 0. Um ponto 
(х, у, z) sobre o cone satisfaz x = r cos0,y = rsend ez = 242 + y? = 2r. Assim, uma equa- 
ção vetorial para o cone é 


r(r, 0) =rcos0i+rsen0j + 2r k 


onder=0e0=0=< 027. 


ШШШ Superfícies de Revolução 


As superfícies de revolução podem ser representadas na forma parametrizada e, portanto, 
seus gráficos podem ser traçados usando-se um computador. Por exemplo, vamos considerar 
a superfície S obtida pela rotação da curva y = f (x), a < x < b, sobre o eixo x, onde f (x) = 
0. Seja Ө o ângulo de rotação, como mostrado na Figura 10. Se (x, y, z) é um ponto em S, 
então 


3 x=x y = f (x) cos 6 z = f (x) sen Ө 


Portanto, tomamos x e 0 como parámetros e olhamos as Equações 3 como equações para- 
métricas de S. O domínio do parámetro é dado por a S x < b, 0 < 0 < 27. 


Madi Encontre equações paramétricas para a superfície gerada pela rotação da curva 
y=senx,0<x= 27 sobre о eixo x. Use essas equações para o gráfico da superfície de re- 
volução. 


SOLUÇÃO Das Equações 3, as equações paramétricas são 
х=х у = senx cos 0 z =sen x sen 0 


e o domínio do parâmetro é O = x = 27,0 < 0 < 27%. Usando um computador para traçar 
essas equações e girar a imagem, obtemos o gráfico da Figura 11. = 


Podemos adaptar as Equações 3 para representar uma superfície obtida pela revolução em 
torno do eixo y ou do eixo z (veja o Exercício 30). 


E Planos Tangentes 


Agora vamos determinar o plano tangente a uma superfície parametrizada determinada por 
uma função vetorial 


r(u, 0) = x(u, v) à + y(u, v) j + z(u, v) К 


em um ponto Ро com vetor posição r(uo, vo). Se mantivermos и constante usando 
и = ио, então r(uo, V) torna-se uma função vetorial do parámetro único v e define uma curva 
de grade C; em S. (Veja a Figura 12.) O vetor tangente a C; em Po é obtido tomando-se a 
derivada parcial de r em relação a v: 


ox .. à ‚д2 
4 r, = — (uo, vo)i + 2 (uo, v9) j + — (ио, vo) К 
dv dv dv 


VA ZA 


o 
= 


FIGURA 12 


Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = vo, obteremos a curva da grade 
С dada por r(u, vo) que está sobre $, e cujo vetor tangente em Ро é 


dx 7 д . д2 
5 Tu ==> (uo, vo) 1 + 2 (uo, vo)j += (uo, vo) k 
ди ди ди 


Ser, X г„пао é 0, então a superfície S é dita suave (sem “bicos”). Para uma superfície suave, 
o plano tangente é o que contém os vetores tangentes r, e r, e r, X r, é o vetor normal ao 
plano tangente. 
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FIGURA 10 


FIGURA 11 
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A Figura estas ce que'së SZEW] Determine o plano tangente à superfície com equações paramétricas x = 1, y 
autointercepta no Exemplo 9 e seu plano 


tangente em (1, 1, 3). 


= 102,2 = и + w no ponto (1, 1, 3). 


SOLUÇÃO Primeiro, vamos calcular os vetores tangentes: 


ox. ду, д2 : 
г, = і + j+ k=2ui+k 


д 
„= ^1+7)+-®к=2]+2К 
д0 


Assim, o vetor normal ao plano tangente é 


FIGURA 13 i j К 
r,Xr,—|2u 0 1|=-—2vi— 4uj + 4uv k 
0 2» 2 


Observe que o ponto (1, 1, 3) corresponde aos valores dos parámetros и = 1 ер = 1, de 
forma que o vetor normal ali é 


-2i-4j+4k 
Portanto, uma equacáo do plano tangente em (1, 1, 3) é 
—2(х— 1)— 4у—1)+4@—3)=0 
ой x+2y-22+3=0 E 


ШЕШ Área da Superfície 


Definiremos agora a área de uma superfície parametrizada geral dada pela Equação 1. Para 
simplificar, vamos considerar inicialmente uma superfície cujo domínio dos parâmetros D é 
um retângulo, que dividiremos em sub-retângulos А. Vamos escolher (uf, v*) como o canto 


UA ZA 
Ry 
ps r 
—— d 
/ Au 
FIGURA 14 ui, vj) 

A imagem do sub-retángulo 0 u се 
Ri éo retalho S;; x y 


ij 
inferior esquerdo do retângulo R;. (Veja a Figura 14.) 


A parte S;; da superfície < que corresponde a А; é chamada de retalho e tem um ponto P; 
com vetor posição r(u;*, 0*) como um de seus cantos. Sejam 


ré = rur, 0%) e гї = ruf, 05) 


os vetores tangentes em P; calculados pelas Equações 5 e 4. 

A Figura 15(a) mostra como os dois lados do retalho que se encontram em Р; podem ser 
aproximados por vetores. Esses vetores, por sua vez, podem ser aproximados pelos vetores 
Аиг# е Avrf porque as derivadas parciais podem ser aproximadas pelos quocientes de dife- 
renças. Assim, aproximamos S;; pelo paralelogramo determinado pelos vetores Au r e 
Av rf. Esse paralelogramo está representado na Figura 15(b) e está contido no plano tan- 
gente a S em Ру. A área desse paralelogramo é 


(Лит) X (Avril = |r* xr] Au Av 
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e então uma aproximação da área de S é 
m n 
Y Y |rt X r* | Au Av 
i=1 j=1 
A intuição nos diz que essa aproximação fica melhor à medida que aumentamos o número 
de sub-retângulos e reconhecemos a soma dupla como a soma de Riemann para a integral р! 
1] 


dupla ff» |ru X rol du dv. Isso justifica a seguinte definição: 


(a) 
6| Definição Se uma superfície parametrizada suave S é dada pela equação 
r(u, 0) = x(u, v) à + y(u, v) j + z(u, v) К (u,v) e D 
e 5 é coberta uma única vez quando (и, v) abrange todo o domínio D dos parâmetros, AUT; 
então a área da superfície de S é 
(b) 


A(S) = || |r, X r,| dA 


Aproximando um retalho 
por um paralelogramo 


Bam] Determine a área da esfera de raio a. 
SOLUÇÃO No Exemplo 4 encontramos a representação parametrizada 
х = a sen ф cos 0 у = a sen ф sen 0 z = a cos ф 
onde o domínio dos parâmetros é 
D= {(ф, Al 0S p< тп, 0 < 0 < 2т) 


Vamos calcular primeiro o produto cruzado dos vetores tangentes: 


i i k 
dx ду dz i i k 
rpX ru = ap Әф dp |= acoso соѕ0 acoso send —азепф 
dx ду dz —a sen ġ send аѕепф соѕ Ө 0 
oo 00 00 


= qa? sen?$ cos0i+ a?sen!$ sen 0 j+alseng cos o k 


Logo, 
| ro X ro] = уаѕепіф cos?0 + a^sen^$ sen?0 + a^sen?$ cos?ó 


= ya*sentó + a^sen?^$ cos^$ = a? /sen?$ = a?sen $ 


uma vez que sen ф 2 O para 0 < ф x т. Portanto, pela Definição 6, a área da esfera é 


A = || Iro x roda = [7 (7 a^ seno аф do 


D 


E 2 27 T = 2 - 2 
a [ do f send аф = a?(27)2 = 4ra Ee 


ШЕШ Área de Superfície do Gráfico de uma Função 


Para o caso especial de uma superfície S com equação z = f (x, y), onde (х, y) está em D e ftem 
derivadas parciais contínuas, tomamos x e y como parâmetros. As equações paramétricas são 


х=х у=у т=/ (х,у) 


д д 
assim, r=i+ (2) k г, = ј + (2) k 
дх i ðy 
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Observe a semelhança entre a fórmula da 
área da superfície da Equação 9 e a 
fórmula do comprimento do arco 


b dy 2 
L= ть [—— 4 
| V (2) úl 


da Seção 8.1, no Volume І. 


FIGURA 16 


e 
i j k 
ð ð ð 
rxr= 1 0 É а a Ае 
7 дх дх ду 
д 
ду 


Então temos 


of \> af? дг V dz V 
Ir. xr] = NES + (2) +1= y + (2) + EJ 
dx dy дх ду 
e a fórmula de área da superfície na Definicáo 6 fica 
д 2 ð 2 
9 a(s) = || VG «( dA 
дх ду 
р 


ЭЛЛЕ Determine a área da parte do paraboloide z = x? + y? que está abaixo do plano 
2= 9. 


SOLUÇÃO О plano intercepta о paraboloide no círculo x? + y? = 9, z = 9. Portanto, a super- 
fície dada fica acima do disco D com centro na origem e raio 3. (Veja a Figura 16.) Usando 
a Fórmula 9, temos 


AA а Kucai 


= (f асу? dA 


Convertendo para coordenadas polares, obtemos 
A= [Vi tar rarae = [do [тул + an ar 


= 2«(3)50 + 4y^ = «nar = 1) -— 


Precisamos ainda verificar se nossa definição da área de superfície |6| é coerente com a 
fórmula da área de superfície obtida no cálculo com uma única variável (8.2.4). 

Consideremos a superfície S obtida pela rotação da curva y = f (x), a = x < b, em torno 
do eixo x, onde f (x) = 0 e f ' é contínua. Da Equação 3, sabemos que as equações paramé- 
tricas de S são 


х= х y = f(x) cos Ө z = f (x) sen 0 a<x<b 0=0=<2T 
Para calcularmos a área da superfície S, precisamos dos vetores tangentes 
гу, = Ё + f'(x)cos 0j + /'(х) sen ӨК 


ro = — f (x) sen 0 j + f(x) cos 0 k 


Logo, 
i j k 
rx X ru= |1 f(x)cos0 f'(x)sen80 
O —f(x)senO f(x) cos 6 
= Р(х) Р(х) і — f(x) cos 0 j — f(x) sen 0 k 
E também 


[т X ro| = [SOPOP + ТЛО) cos? + [FOF sen 


= OP + [FP = £091 + [FP 
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porque f (x) = O. Portanto, a área de 5 é 


A= If Ir, X ro|dA = [| уо + EFGOF аха 
= 2 | РО) VT ATA GOT dx 


Isso é precisamente a fórmula que usamos para definir a área de uma superfície de revolução 
no cálculo com uma única variável (8.2.4). 


LJ Exercícios 


1-2 Determine se os pontos P e Q estáo na superfície dada. 17. x = cos?u cosv, у = веп?и cos?v, z = веп?ф 


1. rv) = Qu + Зо, 1 + 5и —v,2 +и v) 
Р(7, 10, 4), O(5, 22, 5) 


= 


18. x= (1 — lu|) cos v, y = (1 — |ul) seno, z = 


2. r(uv)—-(u-cwib-—wvwuctv) 
P, —1, 5), Q(-1,3, 4) 


3-6 Identifique a superfície que tem a equacáo paramétrica dada. 


3. r(u,v)-— (u-cv)i - (3—v)j + (1 + 4и + 50) К 
4. r(u,v)=2senui+3cosuj+vk,0=v=2 
5. r(s, t) = (st, P — 52) 


6. r(s, t) = (s, sen 2t, 52, s cos 2t) 


7-12 Use um computador para traçar o gráfico da superfície para- 
metrizada. Imprima o resultado e indique sobre essa impressão 
quais são as curvas da grade que têm и constante e quais têm 0 cons- 
tante. 


7. г(и, 0) = (и, ?,и +0), -1sus1l,-1<0v<1 
8. г(и, 0) = (и, 1, – 0), —-2«ux2,-2«vx2 


9. (и, v) = (u cos v, u sen v, их), -1 <и 1, 0 <о<2т 


10. r(u, v) = (и, sen (u + v), sen v), 
-T SUST, =т= 10 < тп 

11. x = sen V, y = cos и sen 40, z = sen 2и sen 40, 

0 x u x 2т, –п/2 x v < r2 


12. x ^ senu, y=cosusenv, z= seno, 
Ozcuz2m, SVT 


13-18 Faça uma correspondência entre as equações e os gráficos 
identificados por I-VI e justifique sua resposta. Determine quais 
famílias de curvas da grade têm и constante e quais têm v constante. 


13. r(u, v) = u cos vi + u sen vj + vk 


19-26 Determine uma representação parametrizada para a superfície. 


1. r(u,v) = u cos vi + u sen vj + senuk, –т um 


ik itu = senvi d cossen 2р] + senu sen wk 19. DE que passa pela origem que contém os vetores i — j e 


6 и TO 20. O plano que passa pelo ponto (0, —1, 5) e contém os vetores 
y = (1 — u)G + cos 0) sen 47и, (2, 1, 4) e (73, 2, 5) 


z = 3u + (1 — и) sen v 


МЧ E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador SCA| É necessário usar um sistema de computacáo algébrica 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


SCA 


SCA 
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21. 


22. 


23. 


21. 


25. 


26. 
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A parte do hiperboloide 4x? — 4y? — z? = 4 que está em frente 
do plano yz 


A parte do elipsoide x? + 2y? + 37? = 1 que se encontra à es- 
querda do plano xz 


A parte da esfera х2+ y? + z? = 4 que se situa acima do cone 


Me 


A parte da esfera х2+ y? + z? = 16 que se encontra entre os pla- 
nosz = -2ez = 2 


А parte do cilindro y? + 22 = 16 que se encontra entre os planos 
x=0ex=5 


A parte do plano z = x + 3 que está dentro do cilindro x? + y? = 1 


21-28 Use um sistema de computação algébrica para produzir um 
gráfico semelhante ao das figuras. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Determine as equagóes paramétricas da superfície obtida pela 
rotação da curva y = е, 0 < x < 3, em torno do eixo x e use- 
-as para traçar o gráfico da superfície. 


Determine as equagóes paramétricas da superfície obtida pela 
rotação da curva x = 4y? — yt, —2 < y < 2, em torno do eixo y 
e use-as para traçar o gráfico da superfície. 


(a) O que acontecerá com o tubo espiral do Exemplo 2 (veja a 
Figura 5) se substituirmos cos u por sen u e sen u por cos u? 

(b) O que acontece se substituirmos cos u por cos 2u e sen u por 
sen 2u? 


A superfície com as equações paramétricas 
x = 2 сов 0 + т cos(0/2) 
y = 2 sen 0 + r cos(0/2) 
z = r sen(0/2) 


1 1 2 : — 
onde – 5 Sr < 5е0 = 0 < 2m, é chamada Faixa de Möbius. 
Trace o gráfico dessa superfície sob vários pontos de vista. O 
que há de estranho nela? 


33-36 Determine uma equação do plano tangente à superfície para- 
metrizada dada no ponto especificado. 


33. 


34. 


35. 


36. 


x-uctw у= 3и, z-u-w (2,3,0) 


z=u+0; 


x-w-l, y=0+1, (5, 2, 3) 


г(и, 0) =ucosvi+usenvj+o0k; u=1,0= 7/3 


r(u,v)=senui+cosusenvj+senvk; и = 7/6, 0 = 7/6 


37-38 Determine uma equação do plano tangente à superfície para- 
metrizada dada no ponto especificado. Desenhe a superfície e o 
plano tangente. 


SCA 


SCA 


SCA 


37. 


38. 


r(u, 0) = и2і + 2u sen vj + u cos vk; и = 1,0 = 0 


r(u, v) = (1 — W- 0)і — vj — uk; (1, —1, —1) 


39-50 Determine a área da superfície. 


39. A parte do plano 3x + 2y + z = 6 que está no primeiro octante 

40. A parte do plano com equação vetorial 
r(u, 0) = (и + v, 2 — 3u, 1 + u — v) que é dada por 
O0Ozcuz2,—1xvxl 

41. A parte do plano x + 2y + 3z = 1 que está dentro do cilindro 
ХХ“ +у%=3 

42. A parte do cone 2 = yx? + y? que se encontra entre o plano 
y-xeocilindro y = x? 

43. Asuperfície z — 20х32 + у), О =х < 1,0 <у<1 

44. А parte da superfície z = 1 + Зх + 3y? que está acima do trián- 
gulo com vértices (0, 0), (0, 1) e (2, 1) 

45. A parte da superfície z — xy que está dentro do cilindro 
2+ у? = 1 

46. A parte do paraboloide х = y? + z? que está dentro do cilindro 
y +2=9 

47. A parte da superfície y = 4x + z? que se encontra entre os pla- 
nosx=0,x=1,z=0ez=1 

48. O helicoide (ou rampa em espiral) com equação vetorial 
r(u, 0) =ucosvi+usenvj+vk,0=u=1,0=0=7 

49. A superfície com equagóes paramétricas x — u?, y = un, 
z-iw0scuc L0O<v<2 

50. A parte da esfera x? + y? + z? = b? que está dentro do cilindro 
№ + у= а, onde 0 <а <р 

51. Se a equação de uma superfície Sé z = (х, у), onde x? + y? < R?, 


e você sabe que |f| < 1e |] < 1, o que você pode dizer sobre 
A(S)? 


52-53 Encontre a área da superfície com precisáo de quatro casas 
decimais, expressando-a em termos de uma integral unidimensional 
e usando sua calculadora para estimar a integral. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


A parte da superfície z = cos (x? + y?) que está dentro do cilin- 
drox?+ у? = 1 

A parte da superfície z = e” que está acima do círculo 
№ +у% 4 


Determine, сот precisáo de quatro casas decimais, а área da 
parte da superfície z = (1 + х2)/(1 + y?) que está acima do qua- 
drado |x| + | yl < 1. Ilustre, traçando o gráfico dessa parte de 
superfície. 


(a) Use a Regra do Ponto Médio para integrais duplas (veja a 
Seção 15.1) com seis quadrados para estimar a área da su- 
perfíciez = I/(1 + xà + y),0€x«6,0xyxA. 

(b) Use um sistema de computação algébrica para aproximar 
área de superfície da parte (a) até a quarta casa decimal. 
Compare com sua resposta para a parte (a). 


Determine a área da superfície de equação vetorial 
r(u, 0) = (cos?u cos?v, sen?u cos?v, sev), 0 < u < т, 


58. 


SCA 


59. 


61. 


SCA| 57. 


0 x v = 2%. Dê sua resposta com precisão de quatro casas de- 
cimais. 


Determine a área exata da superfície z = 1 + 2x + 3y + 4y, 
l=x=40=y=<l. 


(a) Determine, mas náo calcule, a integral dupla da área da su- 
perfície com as equações paramétricas x = au cos v, 
y=busenv,z=4,0=4u=X2,0=1=<27r. 

(b) Elimine os parámetros para mostrar que a superfície é um 
paraboloide elíptico e escreva outra integral dupla que for- 
neca sua área. 

(c) Use as equacóes paramétricas da parte (a) coma =2 e 
b = 3 para traçar o gráfico da superfície. 

(d) Para o caso a = 2, b = 3, use um sistema de computacáo al- 
gébrica para achar a área da superfície com precisáo de qua- 
tro casas decimais. 


(a) Mostre que as equações paramétricas x = a sen u cos 0, 
у = b sen u sen V, z = c cos u, 0 S u S m, 0 < v < 2r, re- 
presentam um elipsoide. 

(b) Use as equações paramétricas da parte (a) para traçar o grá- 
fico do elipsoide para o caso a = 1, b = 2, с = 3. 

(c) Determine, mas não calcule, uma integral dupla que dá a área 
de superfície da parte do elipsoide da parte (b). 


(a) Mostre que as equações paramétricas x = a cosh u cos v, 
y = b cosh u sen v, z = c senh u representam um hiperbo- 
loide de uma folha. 

(b) Use as equações paramétricas da parte (a) para traçar o grá- 
fico do hiperboloide para o caso a = 1, b = 2, с = 3. 

(c) Determine, mas não calcule, a integral dupla que dá a área de 
superfície da porção do hiperboloide da parte (b) que está 
entre os planos z = —3 ez = 3. 


Encontre a área da parte da esfera x? + y? + z? = 4z que está den- 
tro do paraboloide z = x? + y?. 


(УД Integrais de Superfície 
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A figura mostra a superfície criada quando o cilindro 
y! + 22 = 1 intercepta o cilindro x? + z? = 1. Encontre a área 
desta superfície. 


Encontre a área da parte da esfera x? + y? + z? = a? que está 
dentro do cilindro x? + y? = ax. 


(a) Determine a representação parametrizada do toro obtido ao 
girar pelo eixo z o círculo no plano xz com centro (b, 0, 0) e 
raio a < b. [Dica: Tome-se como parâmetros os ângulos 0 e 
a mostrados na figura.] 

(b) Use as equações paramétricas encontradas na parte (a) para 
traçar o gráfico do toro para diversos valores de a e b. 

(c) Use a representação parametrizada da parte (a) para achar a 
área do toro. 


A relação entre integral de superfície e área de superfície é semelhante àquela entre a inte- 
gral de linha e o comprimento de arco. Suponha que f seja uma função de três variáveis cujo 
domínio inclui uma superfície S. Definiremos a integral de superfície de f sobre S de tal 
forma que, no caso em que f (x, y, z) = 1, o valor da integral de superfície seja igual à área 
da superfície de <. Começamos com superfícies parametrizadas e trataremos em seguida o 


caso especial onde S é o gráfico de uma função de duas variáveis. 


ШШШ Superfícies parametrizadas 


Suponha que a superfície 5 tenha equação vetorial 


r(u, v) = x(u, U) + y(u, v) j + z(u, v) k 


(uv) e D 


Vamos admitir inicialmente que o domínio dos parámetros D seja um retángulo e vamos divi- 
di-lo em sub-retângulos R; com dimensões Au e A v. Então, a superfície S é dividida em reta- 
lhos correspondentes Sj, como na Figura 1. Calculamos f em um ponto P de cada retalho, 
multiplicamos pela área A $ do retalho e formamos a soma de Riemann 


Ms 
M= 


FIF) AS; 


Es 
h 


i=1 j=1 
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Au 


FIGURA 1 


Nós assumimos que a superfície é coberta 
apenas uma vez quando (u, v) varia ao 
longo de D. O valor do integral de 
superfície não depende da parametrização 
usada. 


Aqui, usamos as identidades 
cos? 0 = 5 (1 + cos 20) 
sen? ф = 1 — cos? ф 
Em vez disso, poderíamos usar as Fórmulas 
64 e 67 da Tabela de Integrais. 


A seguir, tomamos o limite quando o nümero de retalhos aumenta e definimos a integral de 
superfície de f na superfície S como 


m n 


[[165 y.) 45= tim Y X ABD ^s; 


NS i=] j=] 


Observe a analogia com a definição de integral de linha (16.2.2) e também a analogia com a 
definição de integral dupla (15.1.5). 

Para calcularmos a integral de superfície na Equação 1, aproximamos a área do retalho 
AS; pela área de um paralelogramo aproximador no plano tangente. Em nossa discussão 
sobre a área de superfície na Seção 16.6, fizemos a aproximação 


А Sy = Ir, X rol AuAv 


onde 


são os vetores tangentes em um canto de S. Se as componentes são contínuas e r, e г, são 
não nulos e não paralelos no interior de D, pode ser mostrado, da Definição 1, mesmo quan- 
do D não é retangular, que 


2 ff Лб. 3,2) as = (f rou, 0) [rs X т,|дА 


5 р 


Compare com а fórmula para a integral de linha: 


b 
[053,2 ds = [FED |y | ar 
Observe também que 
[|| 1 45 = [|| |r, X г,| dA = A(S) 
$ D 
A Fórmula 2 permite calcular uma integral de superfície, convertendo-a em uma integral 


dupla sobre o domínio do parámetro D. Ao usar essa fórmula, lembre-se de que f (r(u, v)) é 
avaliado ao escrever x = x(u, о), y = y(u, v) e z = z(u, v) na fórmula f (x, y, z). 


Sgt Calcule a integral de superfície ЇЇ, X? dS, onde S é a esfera unitária 
№ +у* + 2 = 1. 
SOLUÇÃO Como no Exemplo 4 da Seção 16.6, utilizamos а representação parametrizada 
x = sen $ cos 0 y = sen ф sen 0 0x0 x 2m 


z—cosó О<ф=т 


Isto é, г(ф, 0) = sen $ cos 01 + sen $ sen 0 j + cos фК 
Como no Exemplo 10 da Secáo 16.6, podemos obter que 
lro X rol = sen & 


Portanto, pela Fórmula 2, 


210 = Í 2 
ШЕ dS li (sen ф cos} | r, X ro|dA 


EN 2m (7 2 2 = 2m 2 T 3 
= f [ sen^$ соѕ0 seno аф do = f cos*0 40 [ seno аф 
- Du 1(1 + cos 20) do [ (send — send cos?$) аф 


47 
3 
As integrais de superfície têm aplicações semelhantes àquelas das integrais que estuda- 
mos anteriormente. Por exemplo, se uma folha fina (digamos, uma folha de alumínio) tiver 
a forma de uma superfície S e se a densidade (massa por unidade de área) no ponto (x, y, z) 
for p(x, y, z), então o total da massa da folha será 


= [ө + sen 20] [-cos $ + 1 cos'plo = x 
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m = || p(x, y, 2) ds 
S 
e o centro de massa será (x, y, z), onde 


e x p(x, y, z) 45 ы | y px, y, 2) d$ 1! z p(x, y, 2) d$ 


Os momentos de inércia também podem ser definidos como antes (veja o Exercício 41). 


ШЕШ Gráficos 


Qualquer superfície $ com equação z = g(x, y) pode ser considerada uma superfície parame- 
trizada com equações parametrizadas 


xx у=у z = g(x, у) 
_ : дд . 94 
е, entáo, temos r=i+[]k у=) + | |К 
дх | ду 
de modo que 
д д 
3 xa =-Li-Li+k 
дх ду 


д2 V? dz V 
e [re Xx 1,| = rw ba y +1 


Logo, neste caso, a Fórmula 2 se torna 


li fox, y, z) d$ = J| fe у, g(x, (E) + (=) + 1 dA 


Existem fórmulas análogas para quando for mais conveniente projetar $ no plano yz ou 
no plano xz. Por exemplo, se S for a superfície com equação y = h(x, z) e D for sua projeção 
no plano xz, então 


[rs aas resa (E) R БЕ - 


S D 


A 


БИШЛЕ Calcule ff, y dS, onde S é a superfície z = x + у, 0x = 1,0 = y < 2. (Veja a 


Figura 2.) 
SOLUÇÃO Uma vez que 
dz dz 2 
Ee em e з= 
дх ду " 
a Fórmula 4 dá 
oz V дс V? 
dS — 1+ |] *|[—| dA 
р TEN (8) (8) 


- Г i y 1 + 1+4? dy dx 


1 2 
= |, dx 2 | уу + 2» dy FIGURA 2 


1342 
= 2X + zh = BA = 

Se S é uma superfície suave por partes, ou seja, uma união finita de superfícies suaves 51, 

$5,..., Sn que se interceptam somente ao longo de suas fronteiras, então a integral de super- 


fície de f sobre S é definida por 
[| £0». ) as = [оу 2 ds + ==> + || у(х,у, 2 as 
Si 5, 


M 
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ЭШЕ Calcule Ju z d$, onde S é a superfície cujo lado S; é dado pelo cilindro 
x? + у? = 1, cujo fundo S» é o círculo x? + y? <1 no plano z = 0, e cujo topo $; é a parte do 
plano z = 1 + x que está acima de 52. 


SOLUÇÃO A superfície S é mostrada na Figura 3 (trocamos a posição usual dos eixos para 
enxergar melhor $). Para Sı, usamos como parâmetros Ө e z (veja o Exemplo 5 da Seção 16.6) 
e escrevemos suas equações parametrizadas como 


x = cos 0 у = sen 0 = 
onde 0О=0=2т е О=:=©1+х= 1 + соѕ 0 
Portanto, 
i i k 
rp X г, = |—senOÜ cos0 0 | = cosi + senó j 
0 0 1 


FIGURA 3 


e [ro X r.| = cos? sen? = 1 


Então, a integral de superfície em S; é 
Jade spe х r.|dA 
- ui [Fa de = Du 1(1 + cos 0? d0 
= [pu + 2cos 0 + i(1 + cos 20)] d0 
= BE + 2sen0 + 1 sen 20|; = z 
Como S; está no plano z = 0, temos 


а иер 


A superfície superior 53 se encontra acima do disco D e faz parte do plano z = 1 + x. 
Assim, tomando g(x, y) = 1 + x na Fórmula 4 e convertendo para coordenadas polares, 


temos 
2 2 
ffzas= ffa tayi + (=) de (=) dA 
дх ду 
5, D 
=[ f A + reos) T € 1-0 лана 
= 27 (1 2 
= 42 | f (r + r° cos 0) dr аб 
= 2 [ (a + 3 cos 6) do 
27 
Е РА e| 


3 


Ут 


кеа е 


= E +о+уйт=(} + 02) — 


Portanto, 


ШШШ Superfícies Orientadas 


Para definir integrais de superfície de campos vetoriais, precisamos descartar superfícies não 
orientáveis tais como a faixa de Móbius mostrado na Figura 4. [Nomeado assim por causa 
FIGURA 4 do geómetra alemão August Möbius (1790-1868).] Você pode construir uma tomando uma 
Uma faixa de Móbius faixa retangular longa de papel, dando-lhe uma meia-torção e juntando as arestas curtas, 
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como na Figura 5. Se uma formiga andasse sobre uma faixa de Móbius começando no ponto 
P, ela acabaria do “outro lado" da faixa (ou seja, com sua parte de cima apontando para o 
sentido oposto). Então, se a formiga continuasse a andar na mesma direção, ela acabaria de 
volta no mesmo ponto P sem ter nunca cruzado uma aresta (se você construiu uma faixa de 
Móbius, tente desenhar uma linha a lápis pelo meio). Portanto, uma fita de Móbius realmen- Visual 16.7 mostra uma faixa de Mó- 
te tem apenas um lado. Você pode traçar a faixa de Möbius usando as equações parametri- ^ bius com um vetor normal que pode ser mo- 


zadas no Exercício 32 da Secáo 16.6. vido ao longo da superfície. 
B É UE 
a] 


FIGURA 5 
Construção de uma faixa de Móbius 


Daqui para a frente consideraremos somente as superfícies orientáveis (com dois lados). 
Começaremos com uma superfície S que tenha um plano tangente em todos os pontos (x, y, 
z) em $ (exceto nos pontos da fronteira). Existem dois vetores normais unitários n; e 
п; = —n,em (x, y, 2) (veja a Figura 6). 

Se for possível escolher um vetor normal n em cada ponto (x, y, z) de modo que n varie 
continuamente sobre S, então S é chamada superfície orientada e a escolha dada de n for- 
nece $ com uma orientação. Existem duas possíveis orientações para qualquer superfície 
orientada (veja a Figura 7). 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
As duas orientações de 
uma superfície orientável 


Para uma superfície z = g(x, y) dada como o gráfico de g, usamos a Equação 3 e vemos 
que a orientacáo induzida é dada pelo vetor normal unitário 


д д 
IE gu EA uec 
u дх ду 


5 a 2 2 
дх ду 


Como a componente па direção de К é positiva, isso fornece а orientação ascendente da 
superfície. 

Se S for uma superfície orientada suave dada na forma parametrizada pela equação veto- 
rial r(u, v), então ela está automaticamente associada à orientação do vetor normal unitário. 


r, XT, 


n = 
[ra хг, | 


e a orientação oposta é dada por —n. Por exemplo, no Exemplo 4 na Seção 16.6 nós encon- 
tramos a representacáo parametrizada 


r($, 0) = а sen ф cos 01 + a sen ф sen 0 j + acoso k 
para a esfera x? + y? + z? = а?. Então, no Exemplo 10 da Seção 16.6, encontramos que 


гь X ro = а? seno cos 01 + a? sen? sen 0 j + a? sen ф cos ф К 


e lro X rol = a? sen ф 


Assim, a orientação induzida por г(ф, 0) é definida pelo vetor normal unitário 
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FIGURA 10 
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re Хг 1 
n=-22% = sen $ cos і + ѕепф sen0 j + соѕф К = — r(d, 0) 
[ro X re | а 
Observe que n aponta na mesma direção que o vetor posição, ou seja, para fora da esfera 
(veja a Figura 8). A orientação oposta (para dentro) poderia ser obtida (veja a Figura 9) se 
tivéssemos trocado a ordem dos parâmetros, porque гө X г„= —r, X го. 


Xx 


FIGURA 8 FIGURA 9 
Orientacáo positiva Orientacáo negativa 


Para uma superfície fechada, isto é, uma superfície que seja a fronteira de uma região 
sólida E, a convenção é que a orientação positiva é aquela para a qual os vetores normais 
apontam para fora de E, e os vetores normais que apontam para dentro correspondem à 
orientação negativa (veja as Figuras 8 e 9). 


ШШШ Integrais de Superfície de Campos Vetoriais 


Suponha que S seja uma superfície orientada com vetor unitário normal n, e imagine um flui- 
do com densidade p(x, y, z) e campo de velocidade v(x, y, z) que flui através de S. (Pense em 
S como uma superfície imaginária que não impede o fluxo de fluido, tal como uma rede de 
pesca por um fluxo.) Em seguida, a taxa de fluxo (massa por unidade de tempo) por unida- 
de de área é pv. Se dividirmos $ em pequenos retalhos 5,, como na Figura 10 (compare com 
a Figura 1), então S;; é aproximadamente plana, de modo que podemos aproximar a massa 
de fluido que passa por $ na direção da normal n por unidade de tempo pela quantidade 


(pv с mA(S;) 


onde p, v e n são avaliados em algum ponto em Sy. (Recorde-se de que o componente do vetor 
de pv na direção da unidade de vetor n é pv · n.) Somando essas quantidades e tomando o limi- 
te, obtemos, de acordo com a Definição 1, a integral de superfície da função pv · n sobre 5: 


7 If pv:ndS = If р(х, у, 2) у(х, y, 2) * n(x, у, 2) d$ 


e ela é interpretada fisicamente como a vazão através de S. 


Se escrevermos Е = pv, então Е também é um campo vetorial em К? e a integral da Equa- 
ção 7 fica 
[f E- nas 


S 


Uma integral de superfície dessa forma aparece frequentemente em física, mesmo quando F 
não é pv, e é denominada integral de superfície (ou integral de fluxo) de F em S. 


8| Definição Se F for um campo vetorial contínuo definido sobre uma superfície 
orientada S com vetor normal unitário n, então a superfície integral de F sobre S é 


¡ras еве 


$ 
Essa integral é também chamada fluxo de F através de S. 


Em palavras, a Definição 8 diz que a integral de superfície de um campo vetorial sobre S é 
igual à integral de superfície de sua componente normal em $ (como definido anteriormente). 


CÁLCULO VETORIAL 999 
Se S é uma função vetorial dada por r(u, v), então n é dado pela Equação 6 da Definição 


8 e, da Equação 2, temos 


| Peas = [frias 


S 
„Хг, 
= [[ | кс, 0) - E |ie x aa 
[ru X г, | 
D 


onde D é o domínio dos parámetros. Assim, temos Compare a Equacáo 9 com a expressáo 
análoga para o cálculo da integral de linha 


de campos vetoriais da Definição 16.2.13: 
[9] [[ £ - as = || Fix r,) dA . " 
Н А |. F:dr— |, E(r(0) - r'(t) dt 


БЛ Determine o fluxo do campo vetorial F(x, у, z) = zi + yj + x К através da es- 
fera unitária x? + y? + z? = 1. 


A Figura 11 mostra o campo vetorial F do 
Exemplo 4 em pontos da esfera unitária 


SOLUÇÃO Como no Exemplo 1, utilizamos a representação parametrizada ZA 
г(ф, 0) = sen $ cos 0 i + sen ф sen 0 j + cos pk О<ф=т 0=ф=2т 


Entáo F(r($, 0)) = cos фі + send sen 0 j + sen ф cos & К 
e, do Exemplo 10 da Secáo 16.6, 


гь X ro = ѕеп2ф cos 0 i + ѕеп2ф sen 0 j + sen $ cos ФК 


Portanto, 


F(r($, 0)) - (ть X го) = cos ф ѕеп2ф cos Ө + ѕеп?ф sen?0 + ѕеп2ф cos ф cos 0 


FIGURA 11 


e, pela Fórmula 9, o fluxo é 
J| Fes j| (rex roda 


= E [М (2 sen?$ cos ф cos Ө + ѕеп?ф sen?0) аф do 


_ т 2 2т т 3 2т 2 
=2 f send cos ф аф [ cos 0 d0 + [ send аф [ sen*0 d0 


J0 


=0 + Г sentó аф E sen? do (uma vez que [7 cos 0 do = o) 


pelos mesmos cálculos que no Exemplo 1. == 


Se, por exemplo, o campo vetorial do Exemplo 4 é um campo de velocidade descreven- 
do o escoamento de um fluido de densidade 1, então a resposta 47/3 representa a vazão atra- 
vés da esfera unitária em unidade de massa por unidade de tempo. 

No caso de uma superfície S dada por um gráfico z = g(x, y), podemos considerar x e y 
como parâmetros e usar a Equação 3 para escrever 


@ д 
Е. (г, х) = (Pi + Qj «ng (Li, +x) 
` дх ду 


Logo, a Fórmula 9 se torna 


10 СЕЕ 0% к) ал 


1000 


FIGURA 12 
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Esta fórmula pressupõe uma orientação ascendente de S; para uma orientação descendente, 
multiplicamos por —1. Fórmulas semelhantes podem ser trabalhadas se S é dada por y = h(x, 
z) ou x = k(y, z). (Veja os Exercícios 37 e 38.) 


ЭЛДЕ Calcule Jf, Е - dS, onde F(x, y, z) = уі + xj + zke Séo limite da região só- 
lida E delimitada pelo paraboloide z = 1 — х? — y? e o plano z = 0. 


SOLUÇÃO A superfície S é constituída pela superfície parabólica superior $ e pela superfície 
circular do fundo S» (veja a Figura 12). Como S é uma superfície fechada, usamos a con- 
venção de orientação positiva (para fora). Isso significa que Sı é orientada para cima e pode- 
mos usar a Equação 10 com D sendo a projeção de Sı sobre o plano xy, ou seja, o círculo 
x + у= 1. Como 


Р(х, у, х) = у Qx, у, 2) = х Кх, у, 2) =z=1- x2- у? 


sobre S, e Re — Ey 


temos 


y(-2x) — x(-2y) + 1 х? — y?]dA 
= || (1 + 4xy = x? — y)dA 

D 

2m (1 2 2 
= | | (1 + 4r2c0s0 sen — r?)r dr dg 

0 0 


= ү. (r — r? + 4r?cos0 sen) dr do 
0 0 


= ч (1 + соѕ0 sen0) do = От) + 0 = E 


O disco 5» é orientado para baixo, então seu vetor normal unitário ё n = —k e temos 


jede кч passi Que o 


S2 


uma vez que z = O em S2. Finalmente, calculamos, pela definição, fi F · aS como a soma 
das integrais de superfície de F sobre as partes Sı e 5: 


MS ede кыны qi = 


Embora tenhamos exemplificado a integral de superfície de um campo de vetores com 
seu uso em mecánica dos fluidos, esse conceito também aparece em outras situações físicas. 
Por exemplo, se E é um campo elétrico (veja o Exemplo 5 da Seção 16.1), então a integral 


de superfície 
| | E: as 


chama-se a fluxo elétrico de E através da superfície S. Uma importante lei de eletrostática é 
a Lei de Gauss, que diz que a carga total englobada por uma superfície S é 


т 0 = « || E -aS 
5 


onde £o é uma constante (denominada permissividade no vácuo) que depende das unidades 

usadas (no sistema SI, go = 8,8542 X 10^? C?/ N-m?). Portanto, se o campo vetorial Е do 

Exemplo 4 representa um campo elétrico, podemos concluir que a carga envolvida por S é 
4 

О = 3T £o. 


Outra aplicacáo de integrais de superfície ocorre no estudo de fluxo de calor. Suponha 
que a temperatura em um ponto (x, y, z) em um corpo seja u(x, y, z). Então, o fluxo de calor 
é definido como o campo vetorial 


Е = —K Vu 
onde K é uma constante determinada experimentalmente, chamada condutividade da subs- 
táncia. A taxa de transmissão de calor através da superfície S no corpo é então dada pela inte- 
gral de superfície 


нач Vu - dS 


ELA A temperatura и em uma bola metálica é proporcional ao quadrado da distância 
do centro da bola. Determine a taxa de transmissão de calor através de uma esfera S de raio a 
e centro no centro da bola. 
SOLUCAO Tomando o centro da bola como origem, temos 
u(x, y, z) = СО? + у*+ 22) 
onde C é a constante de proporcionalidade. Então o fluxo de calor é 
F(x, y, 2) = -K Vu = —KCQxi + 2y j + 2z k) 


onde K é a condutividade do metal. Em vez de usar a parametrizacáo usual da esfera dada 
no Exemplo 4, observamos que o vetor normal à esfera x? + y? + 22 = а? que aponta para fora 
no ponto (x, y, z) é 


b ors : 
n=>(xi+yj+zk) 
a 


2KC 
e assim F:n2 -——(x? + y? + 22) 
a 
Mas, sobre 5 temos x? + у? + z = а?, então Е - n = —2aKC. Portanto, a taxa de transmis- 


são de calor através de S é 


[Pr -as [PE nas = е 


S S 


—2aKCA(S) = —2aKC(4ma?) = —8KC Ta’ Es 


¡y Exercícios 
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1. Seja S a superfície que é fronteira da caixa delimitada pelos pla- 5-20 Calcule a integral de superfície. 
nos x = 0,х = 2, у = 0, у = 4, 2 = 0 ez = 6. Aproxime Е 
lise 7016+у+ dS usando uma soma de Riemann, como na Defi- 5. lis (x + y + z) 45, 
nição 1, tomando os retalhos 5; como os retângulos que são as S é o paralelogramo com equações paramétricas x = u + v, 
faces da caixa S e os pontos Рў como os centros destes retângulos. ycu—-vz-clt2utv0suz20zsvxl 
2. Uma superfície S é formada pelo cilindro x? + y? = 1, 6. — [[,xvz ds, 
—1 €z = 1, е por círculos no fundo e no topo Suponha que S é o cone com equações paramétricas x = u cos v, 
você saiba que f é uma função contínua com y =usenv,z =u, 0 Sus 1,0 Svs T/2 
f(Œ=1,0,0)=2 f(0,=1,0)=3 70,0, =) = 4 7. ff, y dS, S é o helicoide com equação vetorial 


Estime o valor de ffs f(x, y, 2) dS usando a soma de Riemann, 
tomando como retalhos 5; os círculos do fundo e do topo e a la- 8. Ms (2 + у?) d$, 
teral dividida em quatro partes. 


3. Seja H o hemisfério x? + y? + z? = 50, z = 0, e suponha que f 
seja uma função contínua com f (3, 4, 5) = 7, f (3, 4,5) = 8, 9. if xyz d$, 
f(-3,4,5) = 9 e f (—3, —4, 5) = 12. Ao dividir Н em quatro rp 
partes, estime o valor de ffy f (x, у, z) 45. gulo [0, 3] x [0, 2] 


4. Suponha que f(x, у, 2) = g(V/x? + y? + z?), onde g é uma 10. [f.xzds 
tS á 


função de uma variável tal que g(2) = —5. Calcule ||; Р(х, y, z) 


А 2 2 2= 
dS, onde 5 é a esfera x? + y? + z? = 4. ante 


г(и, о) = (u cos о, u sen v, о), 0usl,0susa 


S é o superfície com equação vetorial 
r(u, о) = (2uv, u? 02, и? + 02), u+ v< 1 


S é a parte do plano z = 1 4 


F 2x + 3y que está acima do retán- 


S é a parte do plano 2x + 2y + z = 4 que está no primeiro oc- 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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11. 


12. 


13. 


1. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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ff х ds, 
S é a região triangular com vértices (1, 0, 0), (0, —2, 0) 
e (0, 0, 4) 


Jf,» ds, | 
S é a superfície z = 5 (0? + у??),0=х=1,0<=у=1 


JJ 2245, 
S é a parte do cone z? = x? + y ? que está entre os planos z = 1 
ez=3 


Js 245, 

S é a superfície x =y+22,0=y=1,0=z=<1 
Jhs >45, 

S é a parte do paraboloide y = x? + z? que está dentro do 
cilindro x? + 2 = 4 


[Б 2745, 
S é a parte da esfera x? + y? + z? = 4 que está dentro do 
cilindro x? + y? = 1 e acima do plano xy 


e (Cz + yz) ds, 
S é o hemisfério x + y? + 2 = 4, 2 > 0 


JI, xz d 
S é o limite da região delimitada pelo cilindro y? + z? = 9e 
pelos planos x =0ex+y=5 


Jf, € + xy) 45, 
S é a parte do cilindro y? + z? = 1 que está entre os planos 
x = Оех = 3 no primeiro octante 


ff, e + y^ + 22) 45, 
S é a parte do cilindro x? + y? = 9 entre os planos z = 0 e 
z = 2, juntamente com os discos inferior e superior 


SCA 


SCA 


SCA 


SCA 


21-32 Avalie a integral de superfície ffs Е · dS para o campo veto- 
rial dado F e a superfície orientada S. Em outras palavras, localize o 
fluxo de F através de S. Para superfícies fechadas, use a orientação 


(para o exterior) positiva. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


F(x, у, z) = ze" i — 3ze? j + xy k, 
S é o paralelogramo do Exercício 5 com orientação ascen- 
dente. 


F( у, z) = 21+ yj + xk, 
S é o helicoide do Exercício 7 com orientação ascendente. 


F(x, y, z) = xyi + yzj + zxk, 
S é a parte do paraboloide z = 4 — x? — y? que está acima do 
quadrado 0 € x = 1,0 = y « 1, e com orientação ascendente. 


F(x, y, z) = —xi — yj + zk, 
S é a parte do cone z = yx? + y? que está entre os planos 
z = lez = 3 com orientação descendente 


Fx, у, 2) =xi=2zj+yk, 
S é parte da esfera x? + y? + z? = 4 no primeiro octante, 
com orientação para a origem 


E(x, у, z) = xzi + xj + yk, 
S é o hemisfério х2 + y? + 22 = 25, y > 0, 
orientado na direção do eixo positivo y 


FQ, yz-yj-zk 
S é formada pelo paraboloide y = x? + 22, 0 € y « 1, 
e pelo disco x? + zS 1,y = 1 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


F(x, у, z) = xyi + 4x? j + yzk, 
S é a superfície z = xe”,0=x=1,0=y=1l, 
com orientação ascendente 


F(x, y, z) = xi + 2уј + 3zk, 
S é o cubo com vértices (+1, +1, +1) 


F(x, y,z)=xi+yj+ 5k, 
S é o limite da região delimitada pelo cilindro x? + z? = 1 e 
pelos planos y = 0ex+y=2 


F(x, у, 2) = xi + у?) +z’k, 
S é o limite do semicilindro sólido 0 < z < /1— у, 0 х «2 


Fo у, 2) -yit(z-yj-txk, 
S é a superfície do tetraedro com vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0), 
(0, 1, 0) e (0, 0, 1) 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


44. 


Calcule ffs (х2 + y? + 22) d$ com precisão de quatro casas deci- 
mais, quando 5 é a superfície z = xe, 0 €x <= 1,0<y<1 


Determine o valor exato de ffs x? yz d$, onde S é a superfície 
z=xy0=x=1,0=<y=<l 


Determine o valor de ffs х2у222 d$ correto até a quarta casa deci- 
mal, onde S é a parte do paraboloide z = 3 — 2x? — y? que está 
acima do plano xy. 


Determine o fluxo de 

F(x, у, 2) = sen(xyz) i + x?y j + e” К 
através da parte do cilindro 4y? + z? = 4 que está acima do plano 
xy e entre os planos x = —2ex = 2 com orientação ascendente. 


Ilustre, usando um sistema de computação algébrica para dese- 
nhar o cilindro e o campo vetorial na mesma tela. 


Determine uma fórmula para ff, Е - dS semelhante à Fórmula 
10 para o caso onde S é dada por y = h(x, z) en é o vetor nor- 
mal unitário que aponta para a esquerda. 


Determine uma fórmula para ff, Е - dS semelhante à Fórmula 
10 para o caso onde S é dada por x = k(y, z) en é o vetor nor- 
mal unitário que aponta para a frente (ou seja, para o observador, 
quando os eixos estão desenhados na posição usual). 


Determine o centro de massa do hemisfério x? + y? + 2 = a?, 
z > 0, se ele tiver densidade constante. 


Determine a massa de um funil fino com o formato do 
сопе z = yx? + y?, 1 S z < 4, se sua função densidade é 
р(х, у, 2) = 10 — z. 


(a) Dé uma expressão integral para o momento de inércia /. em 
torno do eixo z de uma folha fina no formato da superfície S 
se a função densidade é p. 

(b) Determine o momento de inércia em torno do eixo z do funil 
do Exercício 40. 


Seja S a parte da esfera x? + y? + 22 = 25 que está acima do plano 
z = 4. Se S tem densidade constante k, determine (a) o centro da 
massa e (b) o momento de inércia em torno do eixo z. 


Um fluido tem densidade 870 kg/m? e escoa com velocidade 
у = 21 + y?j + х2 К, onde x, y ez são medidos em metros e as 
componentes de v, em metros por segundo. Encontre a taxa de 
vazão para fora do cilindro x? + у? = 4,0 <: < 1. 


А água do mar tem densidade 1.025 kg/n? е flui em um campo 
de velocidade v = y i + xj, onde x, y e z são medidos em me- 


45. 


46. 


tros e as componentes de v, em metros por segundo. Encontre a 
taxa de vazão para fora do hemisfério x? + y? + z? = 9, z > 0. 


Use a Lei de Gauss para achar a carga contida no hemisfério só- 
lido xà + y? + z? < a?, z > 0, se o campo elétrico for 


E(x,y,z) "xi + yj + 2z К. 


Use a Lei de Gauss para achar a carga dentro de um cubo com 
vértices (+1, +1, +1) se o campo elétrico for 


E(x, у, 2) =xi+yj+2k. 


48. 


49. 
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de transmissáo de calor nessa substáncia para dentro superfície 
cilíndrica y? + 2 = 6,0 « x < 4. 


A temperatura em um ponto de uma bola com condutividade K 
é inversamente proporcional à distáncia do centro da bola. De- 
termine a taxa de transmissão de calor através de uma esfera S 
de raio a e centro no centro da bola. 


Seja F um campo inverso do quadrado, ou seja, F(r) = cr/|r|? 
para alguma constante c, onde r = x i + yj + zk. Mostre que 
o fluxo de F através de uma esfera S com o centro de origem é 
independente do raio de S. 


4]. A temperatura no ponto (x, y, z) em uma substância com uma 
condutividade К = 6,5 é u(x, y, z) = 2y? + 222. Determine a taxa 


168] Teorema de Stokes 


O Teorema de Stokes pode ser visto como uma versão em dimensão maior do Teorema de 
Green. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma região plana 
D com uma integral de linha em torno de sua curva limite plana, o Teorema de Stokes rela- 
ciona uma integral de superfície sobre uma superfície S com uma integral em torno da curva 
da fronteira S (que é uma curva no espaço). A Figura 1 mostra uma superfície orientada com 
vetor normal unitário n. A orientação de S induz a orientação positiva da curva fronteira 
C mostrada na figura. Isso significa que, se você andar na direção positiva ao redor da curva 
C com sua cabeça na direção e sentido de n, então a superfície estará sempre à sua esquerda. 


Teorema de Stokes Seja S uma superfície orientada, suave por partes, cuja fronteira é 
formada por uma curva C fechada, simples, suave por partes, com orientação positi- 
va. Seja F um campo vetorial cujas componentes têm derivadas parciais contínuas em 
uma região aberta de R* que contém S. Então 


Pia curl F - dS 


Como 


[Еа = | F- Tas e j| cius гырыш 


o Teorema de Stokes nos diz que a integral de linha em torno da curva fronteira de 5 da com- 
ponente tangencial de F é igual à integral de superfície sobre S da componente normal do 
rotacional de F. 

A curva na fronteira orientada positivamente da superfície orientada S é com frequéncia 
denotada por 05, de modo que o Teorema de Stokes pode ser escrito como 


a li cul F - d$ = | F- dr 


Existe uma analogia entre o Teorema de Stokes, o de Green e o Teorema Fundamental do 
Cálculo. Como anteriormente, existe uma integral envolvendo derivadas do lado esquerdo da 
Equação 1 (lembre-se de que rot F é uma espécie de derivada de F) e do lado direito, envol- 
vendo valores de F calculados somente na fronteira de S. 

De fato, no caso especial em que a superfície S é plana e pertence ao plano xy, com orien- 
tação ascendente, o vetor normal unitário é k, a integral de superfície se transforma em uma 
integral dupla, e o Teorema de Stokes fica 


precii кые (ca Fj- ЕДА 


Essa é precisamente a forma vetorial do Teorema de Green dada na Equação 16.5.12. Assim, 
vemos que o Teorema de Green é realmente um caso especial do Teorema de Stokes. 

Apesar de o Teorema de Stokes ser muito difícil de demonstrar no caso geral, podemos 
fazer uma demonstração quando 5 for um gráfico e Е, 5 e C forem bem comportados. 


FIGURA 1 


George Stokes 


O Teorema de Stokes tem seu nome em 
homenagem ao físico matemático irlandês 
sir George Stokes (1819-1903). Stokes era 
professor na Universidade de Cambridge 
(ele detinha a mesma cadeira de Newton, 
Lucasian Professor of Mathematics) e se 
sobressaiu por seus estudos sobre vazão de 
fluidos e luz. O teorema que hoje 
chamamos Teorema de Stokes foi, na 
verdade, descoberto pelo físico escocês sir 
William Thompson (1824- 1907, conhecido 
como lorde Kelvin). Stokes soube desse 
teorema por uma carta de Thomson em 
1850 e pediu a seus estudantes que o 
demonstrassem em um exame em 
Cambridge, em 1854. Não se sabe se 
algum de seus estudantes foi capaz de 
fazê-lo. 
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FIGURA 2 
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DEMONSTRAÇÃO DE UM CASO ESPECIAL DO TEOREMA DE STOKES Admitiremos que a equação 
de Sé z = g(x, у), (x, у) є D, onde g tem derivadas parciais de segunda ordem contínuas, e 
que D seja uma região plana simples cuja curva fronteira C; corresponde a C. Se a orienta- 
ção de S for ascendente, a orientação positiva de C corresponde à orientação positiva de Ch. 
(Veja a Figura 2.) Foi-nos dado que F = Pi + Ој + R k, onde as derivadas parciais de Р, 
QeR são contínuas. 

Como S é um gráfico de uma função, podemos aplicar a Fórmula 16.7.10 com F substi- 
tuído por rot F. O resultado é 


2 rot К. dS 
| 
ðR ð ð ӘР ðR \ ð 
ðy dz ) Ox dz dx / ду дх ду 
р 


onde as derivadas parciais de Р, О e R são calculadas em (х, у, g(x, y)). Se 


x-x — y-y0  a<t<b 
é a representação parametrizada de Ci, então a representação parametrizada de C é 
x — x(t) y ym z = 96000), YO) actzb 


Isso nos permite, com ajuda da Regra da Cadeia, calcular a integral de linha como segue: 


dt 
-f р ау dz dx , 02 dy E 


| F dr= | plep ar la 
c А dt dt 


+R 
dt ox dt ðy dt 


y 
д д2 д д2 
= || —|O+R—|->—|P+R—]||dA 
dx ду ду дх 
D 
onde usamos o Teorema de Green no último passo. Então, utilizando novamente a Regra da 


Cadeia e lembrando que P, О e К são funções de x, y e z e que z é, por sua vez, função de x e 
y, obtemos 


ðQ ðQ Oz OR Oz | OR Oz oz oz 
[E > ar = + + + +R 
c дх dz Ox dx ду dz Ox ду dx ду 
D 
ӘР ӘР oz | OR Oz | OR Oz Oz д?2 
-— + + + + А 
ду dz ду ду Ox dz ду Ox ду Ox 


Quatro dos termos da integral dupla se cancelam, e os seis restantes podem ser rearranja- 
dos para que coincidam com o lado direito da Equação 2. Portanto 


[еа = fÍ rot F ав mm 
S 


ЭЛДЕ Calcule f, Е · dr, onde F(x, у, z) = —у?1 + xj + ZkeCéacurva da interse- 
cáo do plano y + z = 2 com o cilindro x? + y? = 1. (Oriente C no sentido anti-horário quando 
observado de cima.) 


SOLUCAO A curva C (uma elipse) está mostrada na Figura 3. Apesar de fe F · dr poder ser cal- 
culada diretamente, é mais simples usar o Teorema de Stokes. Vamos inicialmente calcular 


rot F — i i = (1 + 2y)k 
дх ду dz 
A y? x y 
Apesar de existirem muitas superfícies com fronteira C, a escolha mais conveniente é a 
região elíptica S no plano y + z = 2 cuja fronteira é C. Se orientarmos S para cima, em segui- 
da, C tem a orientação induzida positiva. A projeção D de < no plano xy é o disco x? + y? < 
1 e portanto, usando a Equação 16.7.10 com z = g(x, y) = 2 — y, temos 


[в-а = [f rot F · d$ = || (1 + 2y) dA 


= [а + 2r sen 0) r dr dg 
0 0 


1 


27 | r? г? 2т 
zi Е +2 3 sen | do = || (5 + ¿sen 0) do 


0 


=(2mM +0 = т Еа 


HUNDA Use o Teorema de Stokes para calcular a integral [f.rotF · dS, onde 

F(x, y, z) = xzi + yz j + xy k e S é a parte da esfera x? + y + z? = 4 que está dentro do ci- 

lindro x? + у? = 1 e acima do plano xy. (Veja a Figura 4.) 

SOLUÇÃO Para acharmos a curva fronteira С, resolvemos as equações x? + y? + z? = 4ежх + 
? = 1, Subtraindo, obtemos z? = 3 e, portanto, z = y/3 (uma vez que z > 0). Então C é a cir- 

cunferéncia dada pelas equações x? + y? = 1, z = 3. A equação vetorial de C é 


г(@) = costi + sen tj + 3k О=г=2т 
Assim, r'(f) = —senti + costj 
Temos também 


F(r(t)) = 3 costi + 4/3 sen tj + cost sen t k 


Portanto, pelo Teorema de Stokes, 


If rot F - dS = [в - dr = ч E(r(0) + r(0 dt 


= Es cos t sen t + 4/3 sen t cos t) dt 


0 


= 43 ["0dt=0 = 


Observe que no Exemplo 2, calculamos uma integral de superfície simplesmente conhe- 
cendo os valores de F na fronteira C. Isso significa que, se tivermos outra superfície orientada 
com a mesma fronteira C, obteremos o mesmo valor para a integral de superfície! 

Em geral, se Sı e S2 são superfícies orientadas com mesma fronteira orientada C e ambas 
satisfazem as hipóteses do Teorema de Stokes, então 


Е [| rotF -as = | F - ar = [| rot F - as 
$, 5, 
Esse fato é muito útil quando for difícil integrar sobre uma das superfícies, mas for mais fácil 
integrar sobre a outra. 

Usaremos agora o Teorema de Stokes para tentar explicar o significado do vetor rotacio- 
nal. Suponha que C seja uma curva fechada orientada e v represente o campo de velocidade 
de um fluido. Considere a integral de linha 


[var [v Tas 


e recorde que у · Т é a componente do vetor v na direção do vetor tangente unitário T. Isto 
significa que quanto mais perto a direção de v é a direção de T, maior é o valor de v · T. 
Assim, fe v * dr é a medida da tendência de o fluido se mover em torno de C e é chamada 
circulacáo de v em torno de C. (Veja a Figura 5.) 
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FIGURA 3 


FIGURA 4 
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FIGURA 5 


Imagine uma roda pequena formada por 
pás colocadas em um fluido em um ponto 
P, como na Figura 6; essa roda vai girar 
mais rapidamente quando seu eixo for 
paralelo a rot v. 


C Е У 
(а) [^ у> dr > 0, circulação positiva (b) fe у · dr «0, circulação negativa 
Seja agora Po(xo, yo, zo) um ponto do fluido e seja Sa um pequeno círculo com raio a e cen- 
tro Po. Então (rot F)(P) = (rot F)(Po) para todos os pontos P em 5, porque rot F é contínuo. 


Então, pelo Teorema de Stokes, temos a seguinte aproximação do fluxo em torno do círculo 
fronteira Сл: 


lo = || rot v + dS = j| ser «n d$ 
= Ii rot v(Po) * n(Po) d$ = rot v(Po) * n(Po)rra? 
Sa 


Essa aproximação se torna melhor quando a — 0 e temos 


^ 


1 
4 rot v(Po) * n(P,) = lim = | v:dr 
a—0 па Ca 


A Equação 4 fornece a relação entre o rotacional e a circulação. Ela mostra que rot у · n é 
uma medida do efeito de rotação do fluido em torno do eixo n. O efeito de ondulação é maior 
sobre o eixo paralelo a rot v. 

Finalmente, mencionamos que o Teorema de Stokes pode ser usado para demonstrar o Teo- 
rema 16.5.4 (que afirma que, se rot F = 0 sobre R?, então Е é conservativo). Do nosso traba- 
lho anterior (16.3.3 e 16.3.4 Teoremas), sabemos que F é conservativo se fe F · dr = 0 para 
cada caminho fechado C. Dado C, suponha que possamos encontrar uma superfície orientável 
S cuja fronteira é C. (Isso pode ser feito, mas a demonstração exige técnicas avançadas.) Em 
seguida, o teorema de Stokes fornece 


ы! кеб | 0-dS=0 
Uma curva que não seja simples pode ser quebrada em diversas curvas simples e as integrais 
ao longo dessas curvas simples são todas 0. Somando essas integrais, obtemos le F-dr=0 


FIGURA 6 
para qualquer curva fechada C. 
Exercícios 
1. От hemisfério Н e uma porção P de um paraboloide são mostra- 2-6 Use o Teorema de Stokes para calcular ЇЙ curl F - dS. 
dos. Suponha que Е seja um campo vetorial sobre R? cujas com- | 
ponentes tenham derivadas parciais contínuas. Explique por qué 2. Е(х, у, 2) = 2y cos сі + е sen zj + xek, 5 é o hemisfério 


| — = If iot F «dise xX? + y? + 2 = 9, z > 0, de orientação ascendente 


H 


3. F(x,y,0)=x7i + y%?j + хус К, S é a parte do paraboloide 
z = x? + y? que está dentro do cilindro x? + y? = 4, com orien- 
tacáo ascendente 


4 FQ у, z) = tg! (02 ус) і +xy j + x z К, 5 é o cone 
x = үу — 2,0 = x < 2, orientado na direção do eixo positivo x 


5. F(x, у, х) = xyzi + xy j + x?yz К, S é formada pelo topo e pelos 
quatro lados (mas náo pelo fundo) do cubo com vértices 
(X1, +1, +1), com orientação para fora. 


6 F(x, у, 2) = e" i+erj+x2%k, 5 é a metade do elipsoide 


МЧ E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


М 


М 


40 + y? + 42? = 4 que se situa à direita do plano xz orientado na 
direcáo do eixo positivo y 


7-10 Use o Teorema de Stokes para calcular f, F - dr. Em cada 
caso, C é orientado no sentido anti-horário quando visto de cima. 


13. 


1. 
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Fo, у, х) = =уі+хј – 2 k, 
S é o cone z? = x? + y’, 0 < z < 4, сот orientação descendente 


F(x, у, z) = — 2yzi + yj + 3xk, 
S é a parte do paraboloide z = 5 — x? — y? que está acima do 
plano z = 1, com orientação ascendente 


7. E(x, у, z) = (х +y)i+ (у + 2) ј + (с + х2) К, C éo triângulo 
com vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) 15. F(x, y,z)=yi+zj+xk, 
. . m Sé o hemisfério x? + y? + z = 1, y = 0, orientado na direção 
8 Е(х, у, 2) = 1+ (х + ух) ј + (ху Vz) k, C é o limite da parte do eixo positivo y 
do plano 3x + 2y + z = 1 no primeiro octante 
Р : 16. Seja C uma curva fechada simples suave que se situa no plano 
9. F(x,y,z) = усі + 2xzj + e”k, C éo círculo x + y^ — 16, 7 =5 x + y +z = 1. Mostre que a integral de linha 
10. F(x, у, 2) = xyi + 2:2} + Зу К, С é a curva da interseção do fez dx — 2x dy + 3ydz 
1 +z=5 ilindro x? + y? = 9 
pm alias A depende apenas da área da região englobada por C e não da 
11. (a) Use o Teorema de Stokes para calcular fe Е · dr, onde forma de C ou de sua posição no plano. 
= 4251 + 24 2 
Fx, у, z) —xzitxyjtzk 17. Uma partícula se move ao longo de segmentos de reta da ori- 
e С é a curva da intersecção do plano x + y + z =1 como gem aos pontos (1, 0, 0), (1, 2, 1), (0, 2, 1), e de volta para a ori- 
cilindro x? + y? = 9 com orientação no sentido anti-horário gem sob a influência do campo de forças 
quando visto de cima. EET А 2 

(b) Trace o gráfico do plano e do cilindro com domínios еѕсо- К, y, z) | gut sq qu 

Ihidos de forma a ver a curva C e a superfície que vocé usou Encontre o trabalho realizado. 
t А 
пара е | 18. Calcule 

(c) Determine equações paramétricas para C e use-as para traçar 

o gráfico de C. fe (y + sen x) dx + (2? + cos y) dy + х? dz 

12. (a)Use o Teorema de Stokes para calcular fe F - dr, onde o E poni Neo ас (ѕеп t, ie b а 
Firg. dcdit lj + ay ke C é a curva da intersecção = ft < 21. [Dica: observe que C está na superfície z = 2xy.] 
do paraboloide hiperbólico z = у? — х? е o cilindro x? + у? 19. Se é uma esfera e F satisfaz as hipóteses do Teorema de Sto- 
= ] com orientação no sentido anti-horário quando visto de kes, mostre que ff, rot F - dS = 0. 
cima. 

(b) Trace o gráfico do paraboloide hiperbólico e do cilindro com 20. Suponha que Se C satisfaçam as hipóteses do Teorema de Sto- 
domínios escolhidos de forma a ver a curva C e a superfície Кез e fe д tenham derivadas parciais de segunda ordem contí- 
que você usou na parte (a). nuas. Use os Exercícios 24 e 26 da Seção 16.5 para demonstrar 

(c) Determine equações paramétricas para C e use-as para traçar o seguinte: 

o gráfico de C. (a) fe (F Vg) + dr = ff, (Vf X Vg) : aS 
13-15 Verifique que o Teorema de Stokes é verdadeiro para o (b) fe (F VI + dr =0 


campo vetorial dado F e a superfície S. (с) fe CF Vg + gVf):dr=0 


| A 


PROJETO APLICADO TRÉS HOMENS E DOIS TEOREMAS 


Apesar de dois dos mais importantes teoremas em cálculo vetorial terem seus nomes em homenagem a 


A ilustração mostra um vitral da Universidade 
de Cambridge em homenagem a George Green. | George Green e George Stokes, um terceiro homem, William Thomson (também conhecido como lorde 
Kelvin), teve um papel muito importante na formulação, disseminação e aplicação dos dois resultados. Os três 
homens estavam interessados em como usar os dois teoremas para explicar e predizer fenómenos físicos em 
eletricidade e magnetismo e em escoamento de fluidos. 

Escreva um trabalho sobre as origens históricas dos Teoremas de Green e de Stokes. Explique as semel- 
hancas e as relações entre os teoremas. Discuta o papel que Green, Thomson e Stokes tiveram na descoberta 
desses teoremas e em torná-los conhecidos. Mostre como esses teoremas apareceram em pesquisas em elet- 
ricidade e magnetismo e foram depois usados no estudo de diversos outros problemas físicos. 

O dicionário editado por Gillispie [2] é uma boa fonte tanto para dados biográficos como para infor- 
mações científicas. O livro de Hutchinson [5] trata da vida de Stokes e o livro de Thomson [8] é uma biografia 
de lorde Kelvin. Os artigos de Grattan-Guinness [3] e Gray [4] e o livro de Cannell [1] fornecem uma 
descrição da vida extraordinária e dos trabalhos de Green. Informações adicionais históricas e matemáticas 


podem ser encontradas nos livros de Katz [6] e Kline [7]. 


denis pL Jis Fallos ш Gamelle ges Us 1. D. М. Cannell. George Green, Matemático e Físico 1793-1841: O fundo para sua vida e obra (Filadél- 
College, University of Cambridge, Inglaterra й À И Н 
fia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2001. 


2. C.C. Gillispie, (Ed.). Dictionary of Scientific Biography. Nova York: Scribner's, 1974. Veja o artigo em 
Green por P. J. Wallis no Volume XV e os artigos no Thomson por Jed Buchwald e em Stokes por E. M. 
Parkinson no Volume XIII. 
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3. І. Grattan-Guinness. "Por que George Green escrever seu ensaio de 1828 sobre eletricidade e magnet- 
ismo?" Amer. Mat. mensal, Vol. 102 (1995), p. 387-96. 


J. Gray. "Houve um moleiro alegre". The New Scientist, Vol. 139 (1993), p. 24-27. 
G. E. Hutchinson. The Enchanted Voyage and Other Studies. Westport, CT: Greenwood Press, 1978. 
Victor Katz. A History of Mathematics: An Introduction. Nova York: HarperCollins, 1993, p. 678-80. 


> A 


Morris Kline. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Nova York: Oxford University 
Press, 1972, p. 683-85. 


8. Sylvanus P. Thompson. The Life of Lord Kelvin. Nova York: Chelsea, 1976. 


LJ O Teorema do Divergente 


O Teorema do Divergente é às vezes 
chamado Teorema de Gauss, em 
homenagem ao grande matemático alemão 
Karl Friedrich Gauss (1777 —1855), que 
descobriu esse teorema durante suas 
pesquisas sobre eletrostática. Em muitos 
países da Europa, o Teorema do Divergente 
é conhecido como Teorema de 
Ostrogradsky, em homenagem ao 
matemático russo Mikhail Ostrogradsky 
(1801-1862), que publicou esse resultado 
em 1826. 


Na Seção 16.5, reescrevemos o Teorema de Green na versão vetorial 


[ F:nas = || був) 


onde C é a fronteira positivamente orientada da região do plano D. Se quisermos estender esse 
teorema para campos de vetores em Rº, podemos fazer a suposição de que 


7 [PE nas = || div F(x, y, z) dV 


5 Е 


onde S é a superfície fronteira da região sólida E. A Equação 1 é verdadeira sob hipóteses 
apropriadas e é chamada Teorema do Divergente. Observe sua semelhança com os Teoremas 
de Green e de Stokes, pois ele relaciona a integral da derivada de uma função (div F, nesse 
caso) sobre uma região com a integral da função original F sobre a fronteira da região. 

Nesta fase você pode querer rever os vários tipos de regiões sobre as quais calculamos 
integrais triplas na Seção 15.7. Enunciaremos e demonstraremos o Teorema do Divergente 
para regiões E que são, simultaneamente, dos tipos 1, 2 e 3 e que chamamos de regiões sóli- 
das simples. (Por exemplo, as regiões delimitadas por elipsoides ou caixas retangulares são 
simples regiões sólidas.) A fronteira de E é uma superfície fechada e usaremos a convenção, 
introduzida na Seção 16.7, de que a orientação positiva é para fora, ou seja, o vetor normal 
unitário n apontará para fora de E. 


O Teorema do Divergente Seja E uma região sólida simples e seja S a superfície fron- 
teira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial cujas fun- 
ções componentes tenham derivadas parciais contínuas em uma região aberta que 


contenha E. Então 
If Е · dS = 1 div F dV 


S 


Portanto, o Teorema do Divergente afirma que, sob as condições dadas, o fluxo de F pela 
fronteira de E é igual à integral tripla da divergência de F em E. 


DEMONSTRAÇÃO Seja F = Рі + Ој + ЕК. Então 

ӘР д ðR 
+ Q + 

дх ду dz 


0 avrav- |] ааз ПЕ Hi 2 


E 


div F = 


assim, 


Se n é o vetor normal unitário para fora de S, então a integral de superfície do lado esquer- 
do do Teorema do Divergente é 


тыа pudet (Pi+Qj+Rk-nds 


С БОВЕ вад 
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Portanto, para demonstrar o Teorema do Divergente, é suficiente demonstrar as trés seguin- 
tes equações: 


[| Pim if car 


S E 
"n joinas- Ev 


i [| ems ff 


Para demonstrarmos a Equação 4, usamos o fato de que E é uma região do tipo 1: 
E = [6 y, 2) |(х, у) € D, m(x, y) = z = их, y) 
onde D é a projeção de E sobre o plano xy. Pela Equação 15.7.6, temos 


¡Zap [p eoe] 


e, portanto, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, 


[Ev (Enna) = Rs nto a 


q 


A fronteira S é constituída por três partes: a superfície inferior 51, a superfície superior 
S», e, possivelmente, uma superfície vertical 53, que se situa acima da curva fronteira de D. 
(Veja a Figura 1. $5 pode não aparecer, tal como no caso de uma esfera.) Observe que em 53 
temos К : n = 0, porque К é vertical e n é horizontal, e assim 


a mee 


Logo, independentemente da existéncia de uma superfície vertical, podemos escrever 


[5] |] Rk -nas = [| Rk- nas + f] кк nas 


S 


A equação de 5 éz =и›(х, y), (х, y) є D, e o vetor normal que sai de n aponta para cima. 
Da Equação 16.7.10 (com F substituído por R k), temos 


FIGURA 1 


[Í Rk - nas = [| R(x, y, u(x, 9) dA 


Sobre Sı temos z = u(x, y), mas aqui a normal n aponta para baixo, então multiplicamos 
por —1: 


[| Rk -nas = -ff R(x, y, u(x, y)) dA 


Portanto, a Equação 6 fornece 
[|| Rk-nds = If [R(x. y, us(x, y) — R(x, y, ui(x, »)] dA 
$ D 


Comparando com a Equacáo 5, temos que 


[| k^ nas = || 2 dy 


$ Е 
x as A _ Observe que o método de demonstracáo do 
As Equações 2 e 3 são demonstradas de modo análogo, usando as expressões para E como Teorema do Divergente é muito semelhante 


uma região do tipo 2 ou do tipo 3. [EE ao do Teorema de Green. 


EEN Determine о fluxo do campo vetorial F(x, у, z) = zi + yj + x К sobre a unidade 
esférica x? + y? + 22 = 1. 


SOLUÇÃO Primeiro calcularemos o divergente de F: 


д д д 
div F = * + =1 
м8 20+ 3200 +5200 
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A solução do Exemplo 1 deve ser 
comparada com a solucáo do Exemplo 4 na 
Seção 16.7. 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


A esfera unitária S é a fronteira da bola unitária B dada por x? + y? + z? < 1. Então, o Teo- 
rema do Divergente dá o fluxo como 


J| rias = f ivr av= ff] iav ТЕТЕ: u 


Calcule f | F - dS, onde 
8. 


F(x, у, z) = xyi + (у + е) ј + sen (ху) К 


Е S é a superfície da região E delimitada pelo cilindro parabólico z = 1 — x? e os planos 
z=0,y=0ey +z = 2. (Veja a Figura 2.) 


SOLUÇÃO Seria extremamente difícil calcular a integral de superfície determinada direta- 
mente (teríamos de calcular quatro integrais de superfícies correspondentes ás quatro partes 
de 5). Além disso, o divergente de Е é muito menos complicado que o próprio Е: 


| à а,, „ү д 
div F = — (xy) + — (y? + е) + — (sen ху) = y + 2y = 3y 
дх ду д2 


Portanto, usamos o Teorema do Divergente para transformar a integral da superfície dada em 
uma integral tripla. O modo mais fácil de calcular a integral tripla é escrever E como uma 
região do tipo 3: 

E-((Qyo2l-1ex«lLl0zzx1-x4,0xyzx2-z) 


Assim, temos 


[PE as = ||| div Fdv= [| 3y dV 


S E E 


rara [“@— aas 


E 


184 


=—[ (8430 + 3x? 7) dx = E 
0 35 


Apesar de termos demonstrado o Teorema do Divergente somente para o caso de regiões 
sólidas simples, ele pode ser demonstrado para regiões que são a união finita de regiões sóli- 
das simples. (O procedimento é semelhante ao usado na Secáo 16.4 para estender o Teore- 
ma de Green.) 

Por exemplo, vamos considerar a região E que está entre as superfícies fechadas Sı e S», 
onde S, está dentro de S2. Sejam n; e nz as normais apontando para fora de Sı e 5. Então, a 
fronteira de E é 5 = Sı U S,e a sua normal n é dada porn = —n, em Sı en = п em S5 (veja 
a Figura 3). Aplicando o Teorema do Divergente para S, obtemos 


11 co Pedo кшш 


[fe “(-n)ds + [fe - n; d$ 


prs fes 


343/141 No exemplo 5 na Seção 16.1 consideramos o campo elétrico 
e 
E(x) = QE. х 
|x| 
onde a carga elétrica Q está localizada na origem e x = (x, y, z) é um vetor posição. Use o 
Teorema do Divergente para mostrar que o fluxo elétrico de E através de qualquer superfície 
fechada S» que inclui a origem é 


ч 


[PE - as = reo 


S2 


SOLUÇÃO A dificuldade é que não temos uma equação explícita para Sz porque Sz é qualquer 
superfície fechada envolvendo a origem. O exemplo mais simples de tal superfície seria uma 
esfera. Seja então Sı uma pequena esfera de raio a e centrada à origem. Você pode verificar 
que div E = 0. (Veja a Exercício 23.) Portanto, a Equação 7 dá 


[PE -as = |f E - as + fff div Eav = ff E - as = ff E паз 

S2 1 E 1 1 
O ponto importante nesse cálculo é que podemos calcular a integral de superfície sobre S, 
porque $; é uma esfera. O vetor normal em x é x/|x|. Portanto, 


€Q -2 £Q £Q 


xP NEI B po 


IX a 
uma vez que a equação de S, é |х| = a. Assim, temos 


pe: germ ndS = а |148 Las) = == 4ra? = 41180 


E-n= 


Isso mostra que o Ne elétrico de E é um através de qualquer superfície fechada S» que 
contenha a origem. [Esse é um caso especial da Lei de Gauss (Equação 16.7.11) para uma 
única carga. A relação entre e e £o é e = 1/(4780).] ES 


Outra aplicação do Teorema do Divergente aparece no escoamento de fluidos. Seja 
у(х, y, z) o campo de velocidade de um fluido com densidade constante p. Então F = pvéa 
taxa de vazão do fluido por unidade de área. Se Po(xo, yo, zo) é um ponto no fluido e B, é uma 
bola com centro em Po e raio muito pequeno a, então div F(P) = div F(P;) para todos os 
pontos em B, uma vez que div F é contínuo. Aproximamos o fluxo sobre a fronteira esféri- 
са Sa como segue: 


[f£ -dS = [i div F dV — [i div F(Po)dV = div E(Po)V(B.) 


Essa aproximação se torna melhor à medida que a — 0 e sugere que 
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div Е(Р | | F-ds 
ы (Po) 7 P3 var) 
LY 
а. | | APII EITSA 

A Equação 8 diz que div F(Po) é a taxa líquida de fluxo para o exterior por unidade de volu- жуу її EI AA 
me em Po. (Esta é a razão para o nome divergente). Se div F(P) > 0, o fluxo líquido é exte- E ic Жз ais ux rom 
riormente perto de P e P é chamado uma fonte. Se div F(P) « 0, o escoamento total perto mo In 
de P é para dentro e P é denominado sorvedouro. — de a Еч 

Para o campo vetorial da Figura 4, parece que os vetores que terminam próximo de Р, ERG Ee 
são menores que os vetores que iniciam perto do mesmo ponto Р). Então, o fluxo total é para — d m 
fora perto de Р! assim, div F(P;) > 0 e Р, é uma fonte. Por outro lado, perto de P», os veto- A о о a 
res que chegam sáo maiores que os que saem. Aqui o fluxo total é para dentro, assim ji se ПР 
div Е(Р›) < 0 e P; é um sorvedouro. Podemos usar a fórmula рага Е para confirmar essa Fa PME PD. 
impressão. Uma vez que F = x? i + y? j, temos div F = 2x + 2y, que é positivo quando 
y > —x. Assim, os pontos acima da linha y = —x são fontes e os que estão abaixo são sor- FIGURA 4 
vedouros. Campo vetorial F = x? i-- y? j 
LJ Exercícios 

1-4 Verifique se o Teorema do Divergente é verdadeiro para o 3. Е(х,у, 2) = (z, у, х), 

campo vetorial Е na região E. Е é a bola sólida x? + y? + 22 < 16 
1. E(x, у, 2) = 3xi + xy j + 2xz К, E é o cubo limitado pelos pla- 4 Еб, у, 2) = (02, – у, 2), 

nos x = 0, х= у= 0, у = 1,2 = 0ес= 1 E é o cilindro sólido у +z? «9,0 x «2 
2. Е(х, у, х) =%i+xyj + zk, E éo sólido delimitado pelo para- 5-15 Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de 

boloide z = 4 — x? — y? e pelo plano xy superfície ff, Е - dS; ou seja, calcule o fluxo de Е através de 5. 


SCA É necessário usar um sistema de computação algébrica 1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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F(x, у, z) = xye? i + xy j — ye: К, 
S é a superfície da caixa delimitada pelos planos coordenados 
e pelos planos х = 3, у = 2,2 = 1 


F(x, у, z) = xiyzi + xyz j + xyz К, 
S é a superfície da caixa delimitada pelos planos x = 0, x = a, y 
0,y=b,z=0ez=c,ondea, be с são números positivos 


FG, y, z) = 3o?i + хе] + zik, 
S é a superfície do sólido limitado pelo cilindro y? + 2 = 1 e 
os planos x = —lex —2 


Fay = Gà + y)i + 0? + z5j + H 
S é a esfera com origem no centro e raio 2 


x)k, 


F(x, у, z) = x? sen yi + x cos yj — xz sen y k, 
S é a “esfera gorda” 3? + у? + zë = 8 


F&, y,z)=zi +yj—zxk, 

S é a superfície do tetraedro limitado pelos planos coordena- 
dos e o plano 

© 
p 


БУ Е] 
а b 


onde a, b e c são números positivos 


F(x, у, z) = (cos z + xy?) i + xe™ j + (sen y + 1%) К, 
S é a superfície do sólido limitado pelo paraboloide 
z =x + yeo planoz = 4 


F(x, у, 2) = xti — xiz j + Axyz К, 
S é a superfície do sólido limitado pelo cilindro 
xX + y? = 1 eos planosz=x+2ez=0 


Е = г|г|, onder =xi+yj+2zk, 


S consiste по hemisfério z = y1 — x? — y? e no disco 
xX? + y? € 1 no plano xy 


Е = |r|? r, onder = xi + yj * zk, 
S é a esfera com raio R e origem no centro 


F(x, у, z) =e*tgzi+ у/3 — x? j + xseny k, 
S é a superfície do sólido que está acima do plano xy e abaixo 
da superfície z =2 – х — y, —1=x=<1,-1=y=<1l 


16. 


17. 


18. 


19. 


Use um sistema de computação algébrica para traçar о campo 
vetorial F(x, у, z) = sen x cosy i + ѕеп?у costz j + senóz cosóx К 
no cubo obtido cortando o primeiro octante pelos planos 
x = qi/2, y = т/2 ez = 7/2. Em seguida, calcule o fluxo atra- 
vés da superfície do cubo. 


Use o Teorema do Divergente para calcular Ih Е · dS, onde 
F(x, у, z) = zxid Gy? Ftgz)j + Gz +y?) К 

e $ é a metade superior da esfera x? + y? + 22 = 1. [Dica: Note 
que S não é uma superfície fechada. Calcule primeiro as inte- 
grais sobre 51 e 5, onde $1 é o disco x? + y? < 1, orientado para 
baixo, e $2 = SU $1.] 


Seja E(x, у, z) = z tg! O° i + 2 02+ 1) j + zk. Determine 
o fluxo de Е através da parte do paraboloide x? + y? + z = 2 que 
está acima do plano z = 1 e tem orientação descendente. 


Um campo vetorial F é mostrado. Use a interpretacáo do Diver- 
gente deduzida nesta seção para determinar se div F é positivo 
ou negativo em P; e em P». 
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20. (a) Os pontos Р e P» são fontes ou sorvedouros no campo veto- 
rial F mostrado na figura? Dé uma explicagáo baseada ex- 
clusivamente na figura. 

(b) Dado que F(x, y) = (x, y?), use a definição de divergente para 
verificar sua resposta da parte (a). 
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21-22 Trace o campo do vetor e adivinhe onde div F > 0 e onde 
div F « 0. Então calcule div F para verificar o seu palpite. 


21. FG, y) = (ay, x + у?) 22. F(x, y) = (2, у?) 


23. Verifique se div E = О para o campo elétrico E(x) = o X. 
24. Use o Teorema do Divergente para avaliar 
Í (2х + 2y + 2) 45 
onde S é a esfera x? + у + 2 = 1. 


25-30 Demonstre cada identidade, supondo que S е E satisfacam as 
condições do Teorema do Divergente e que as funções escalares e as 
componentes dos campos vetoriais tenham derivadas parciais de 
segunda ordem contínuas. 


25. | | а - n dS = 0, onde a é um vetor constante 
26. WE) =! [| F - as, onde FG, y, 2) =xi+yj+zk 
S 


21. [| rot F - as -0 
S 


28. ji D, fas = ||| уау 
29. Il (f V9) nas = ||| (f Vig + Vf- Vg) aV 
30 


| Ga 097) nas = ||| Су — avr) av 


31. Suponha que $ e E satisfaçam as condições do Teorema do Di- 
vergente e que f seja uma função escalar com derivadas parciais 
contínuas. Demonstre que 


[| mas = [|| тла 


5 Е 
Estas integrais de superfície e triplos de funções vetoriais são 
vetores definidos por meio da integração de cada função do com- 
ponente. [Dica: Comece por aplicar o Teorema do Divergente 
рага Е = fc, onde c é um vetor constante arbitrário.) 


32. Um sólido ocupa uma região E com superfície $ e é imerso num 
líquido com uma densidade constante p. Escolhemos um sistema 
de coordenadas de modo que o plano xy coincida com a super- 
fície do líquido e valores positivos de z sejam medidos para 
baixo, adentrando o líquido. Então, a pressão na profundidade z 
é p = pgz, onde g é a aceleração da gravidade (veja a Seção 6.5, 
no Volume 1). A força de empuxo total sobre o sólido devida à 
distribuição de pressão é dada pela integral de superfície 
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F=- Í | pnds 
S 
onde n é o vetor normal unitário apontando para fora. Use o re- 
sultado do Exercício 31 para mostrar que F — —Wk, onde W é 


o peso do líquido deslocado pelo sólido. (Observe que F é diri- 
gida para cima porque z é dirigida para baixo.) O resultado é o 
Princípio de Arquimedes: A força de empuxo sobre um objeto é 
igual ao peso do líquido deslocado. 


Os principais resultados deste capítulo são versões em dimensão maior do Teorema Funda- 
mental do Cálculo. Para facilitarmos a memorização, reunimos os teoremas (sem suas hipó- 
teses) para que você possa visualizar mais facilmente suas semelhanças essenciais. Observe 
que em cada caso temos uma integral de uma “derivada” sobre uma região do lado esquer- 
do e do lado direito temos os valores da função original somente na fronteira da região. 


Teorema Fundamental do Cálculo 


| * Fx) dx = F(b) — F(a) . 


Teorema Fundamental para as Integrais de Linha |, Vf * dr = f(r(b)) — f(r(a)) 


Teorema de Stokes 


Teorema do Divergente 


20 
Teorema de Green | | | dA = [Р ах + Qdy 
D 
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EM Revisão 


Verificação de Conceitos 


1. 


O que é um campo vetorial? Dê três exemplos com significado 
físico. 


(a) O que é um campo vetorial conservativo? 
(b) O que é uma função potencial? 


(a) Escreva a definição da integral de linha para uma função es- 
calar f ao longo de uma curva suave C em relação ao com- 
primento de arco. 

(b) Como calcular tal integral? 

(c) Escreva expressões para a massa e para o centro de massa de 
um arame fino com o formato da curva C se o arame tiver 
função densidade linear р(х, y). 

(d) Escreva as definições das integrais de linha sobre C de uma 
função escalar f com relação a x, y e z. 

(e) Como calcular essas integrais de linha? 


(a) Defina a integral de linha do campo vetorial F ao longo da 
curva suave C dada pela função vetorial r(f). 

(b) Se F é um campo de força, o que essa integral de linha re- 
presenta? 

(c) Se F = (P, О, R), qual é a relação entre a integral de linha de 
F e as integrais de linha das componentes P, Q e R? 


Enuncie o Teorema Fundamental das Integrais de Linha. 


(a) O que significa dizer que n F - dr é independente do cami- 
nho? 

(b) Se você souber que fe F - dr é independente do caminho, o 
que poderá dizer sobre F? 


Enuncie o Teorema de Green. 


Escreva expressões para a área delimitada pela curva C em ter- 
mos da integral de linha em torno de C. 


Suponha que Е seja um campo vetorial sobre К°. 
(a) Defina rot F. (b) Defina div F. 


Teste — Verdadeiro ou Falso 


Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 
quê. Caso contrário, explique por que ou dê um exemplo que mostre que é falsa. 


1. 


2. 


Se F for um campo vetorial, então div F é um campo vetorial. 
Se F for um campo vetorial, então rot F é um campo vetorial. 


Se f tem derivadas parciais de todas as ordens contínuas sobre 
КЗ, então div(rot Vf) = 0. 


Se f tem derivadas parciais contínuas sobre R? e C for um círculo 
qualquer, então f, Vf + dr = 0. 


Se F = Pi + Q j e P, = О, em uma região aberta D, então F é 
conservativo. 


fce f(x,y) ds = — fe f(x, y) ds 


Se F e G são campos vetoriais e F = div G, então F = G. 


10. 


11. 


12. 


13. 


1. 


15. 


16. 


10. 


11. 


12. 


(c) Se F for um campo de velocidade em um fluido, qual a in- 
terpretacáo física de rot F e de div F? 


Se F = Pi + O j, como é que você testa para determinar se F é 
conservativo? E se Е for um campo vetorial em R?? 


(a) O que é uma superfície parametrizada? O que sáo suas cur- 
vas de grade? 

(b) Escreva uma expressáo para a área de uma superfície para- 
metrizada. 

(c) Qual é a área da superfície dada pela equação z = g(x, y)? 


(a) Escreva a definição da integral de superfície de uma função 
escalar f sobre uma superfície S. 

(b) Como calcular tal integral se S for uma superfície parame- 
trizada dada por uma função vetorial r(u, v)? 

(c) E se S for dada pela equação z = g(x, y)? 

(d) Se uma folha fina tem o formato de uma superfície S e a den- 
sidade em (x, y, z) é p(x, y, z), escreva expressóes para a 
massa e o centro de massa da folha. 


(a) O que é uma superfície orientada? Dé um exemplo de su- 
perfície n&o orientável. 

(b) Defina a integral de superfície (ou fluxo) de um campo ve- 
torial F sobre uma superfície orientada $ com vetor normal 
unitário n. 

(c) Como calcular tal integral se $ for uma superfície parame- 
trizada dada por uma função vetorial r(u, v)? 

(d) E se S for dada pela equacáo z — g(x, y)? 


Enuncie o Teorema de Stokes. 
Enuncie o Teorema do Divergente. 


Quais as semelhangas entre o Teorema Fundamental das Inte- 
grais de Linha, o Teorema de Green, o Teorema de Stokes e o 
Teorema do Divergente? 


O trabalho feito por um campo de forca conservativo em movi- 
mento de uma partícula em torno de um caminho fechado é igual 
a Zero. 


Se F e G sáo campos vetoriais, entáo 
rot(F + G) = rotF + rotG 
Se F e G sáo campos vetoriais, entáo 
rot(F - G) = rotF · rotG 


Se 5 é uma esfera e Е é uma constante de campo vetorial, então 


JLE: aS = 0. 
Existe um campo vetorial Е tal que 


rot F = xi + yj + zk 


Exercícios 


1. São mostrados um campo vetorial Е, uma curva C e um ponto Р. 15. 


(a) fe Е - dr é positivo, negativo ou zero? Explique. 
(b) div F(P) é positivo ou negativo? Explique. 


YA 16. 
аа р 
x i 77 17. 
e Ў 
Y d uro ux 
IN аси 18. 
i4 n m 
ШЕЕ ЕКЕ 19. 
2-9 Calcule a integral de linha. Ж 
2. [cx ds, C é o arco de parábola у = x? de (0, 0) a (1, 1) 
3. feyz cos x ds, C: x = ty = 3 cost, z = 3 sent 0StS т 
К 21. 
4 [y dx + (x + y) dy, C é a elipse 4x? + 9? = 36 com a orien- 
tacáo anti-horária 
22. 
5. fey dx + x! dy, C é o arco da parábola x = 1 — y? de (0, —1) a 
(0, 1) 
23. 
6. fe Vxy dx + е? йу + xz dz, C é dado porr(r) = à - j+? 
kO0O<t<l 
7. fexy dx + y! dy + yz dz, C é o segmento de reta de (1,0, —1) a 24. 
(3, 4, 2) 
8 f F: dr, onde F(x, y) = xy i + x? j, e C é dado por 
r(f =senti+(1+0j0=t<7 
25. 
9. [.F-dr, onde F, y, z) = ei + xzj + (x + y) ke C é dado por 
г() = Pit Pj-tk0szrxl 
26. 


10. Encontre o trabalho feito pelo campo de força. 
Ex, у, 2) =zi+xj+yk 
ao mover uma partícula do ponto (3, 0, 0) ao ponto (0, 7/2, 3) ao an 
longo 
(a) de uma reta 
(b) da hélice x = 3 cos t, y = t,z = 3 sen t 


SCA 


11-12 Mostre que F é um campo vetorial conservativo. Então deter- 
mine uma função f tal que F = Vf. 


1. FG, y = (1 + ху)е?і + (е? + Re) j 


12. F(x, у, 2) = sen yi + x cos yj — sen z k 


27. 
13-14 Mostre que F é conservativo e use esse fato para calcular 
fe F - dr ao longo da curva dada. 
28. 
13. F(x, y) = (40у? — 2x) і + Qx y 3x2y? + 4y) j, 
С: r(t) = (t + sen zt)i + Qt + cos т) ј, О == 1 
29. 
14. E(x, yz) = еі + (хе + е) ј + уе К, С с o segmento de reta 
que liga (0, 2, 0) a (4, 0, 3) 
ff É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador CAS 
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Verifique que o Teorema de Green é verdadeiro para a integral 
de linha f, xy? dx — x?y dy, onde C consiste na parábola у = x? 
de (—1, 1) a (1, 1) e no segmento de reta de (1, 1) a (— 1, 1). 


Use o teorema de Green para calcular 


[c VA + x? dx + 2xydy 


onde C é o triángulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 3). 


Use o Teorema de Green para calcular n xy dx — xy? dy, onde 
C é o circulo x? + y? = 4 orientado no sentido anti-horário. 


Determine rot F e div F se 
E(x, у, z) = e™ sen yi + e™ sen z j + e™ sen xk 


Mostre que não existe um campo vetorial G tal que 
rot G = 2xi + 3yzj — xz? k 


Mostre que, sob algumas condições a serem enunciadas sobre 
campos vetoriais F e G, 


rot(F х G) = F div G — G div F + (С: УЕ — (Е: V)G 


Se C é uma curva fechada simples suave por partes e f e g são 
funções diferenciáveis, mostre que n fœ) dx + g(y) dy = 0. 


Se fe g são funções com derivadas de segunda ordem, mostre que 
VA fg) = f V °g + gV*f + 2Vf- Vg 


Se f é uma função harmônica, ou seja, У? = 0, mostre que a in- 
tegral de linha f f; dx — f. dy é independente do caminho em 
qualquer região simples D. 


(a) Esboce a curva C com equações paramétricas 
X — cost Ozxrtx2m 
(b) Determine 


fe 2xe”? dx + (2х?е? + 2y cotg z) dy — у? cossec?z dz. 


y = sent z —senf 


Determine a área da parte da superfície z = x? + 2y que está 
acima do triângulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 2). 


(a) Determine uma equação do plano tangente no ponto 
(4, —2, 1) à superfície parametrizada S dada por 
ru, 0) = Vi -uvj - i kKOsxux3,-3«vx3 

(b) Use um computador para traçar o gráfico da superfície 5 e do 
plano tangente encontrado na parte (a). 

(c) Escreva, mas não calcule, uma integral que dé a área da su- 


perfície S. 
(d) Se 
z? x? y? 
F 2 і 4 j ^ k 
Wee ec a quis 


Encontre Ih Е · dS correta até a quarta casa decimal. 


21-30 Calcule a integral de superfície. 


[.z 15, onde S é a parte do paraboloide z = x? + y? que está 
Js p р yq 
abaixo do plano z — 4 


[fs О? + y %) dS, onde S é a parte do plano z = 4 + x + y que 
está dentro do cilindro x? + y? = 4 


ffs F - dS, onde F(x, y, z) = xz i — 2уј + 3х Ке 5 é a esfera 
xX? + y? + 22 = 4 com orientação para fora 


E necessário usar um sistema de computação algébrica 
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30. ff, F- dS, onde F(x, y, z) = xi + ху} + zk e S é a parte do pa- 38. Seja 
raboloide z = x? + y? abaixo do plano z = 1 com orientação as- (Ох? + 2xy! — 2y) i + (Оу? + 2х?у + 22)j 
cendente F(x, y) wid у? 


31. Verifique se o Teorema de Stokes é verdadeiro para o campo ve- 
torial F(x, y, z) = xi + y? j + 22 К, onde < é a parte do parabo- 
loide z = 1 — x? — y? que está acima do plano xy e S tem 
orientação ascendente. 


Calcule $. F - dr, onde C está representado na figura. 


УА 


32. Use o Teorema de Stokes para calcular E rot F - dS, onde 
F(x, у, z) = x'yz à + yz j + е? К, S é a parte da esfera 
xX? + y? + 22 = 5 que está acima do plano z = 1 e S tem orienta- 
cáo ascendente. 


Y 


33. Use o Teorema de Stokes para calcular fe Е · dr, onde 
E(x, y, z) = xy i + yzj + zx k e C é o triángulo com vértices 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1), orientado no sentido horário, como 
visto de cima. 


39. Determine [fF « n dS, onde F(x, y, z) =xi+yj+zkeSéa 
superfície mostrada na figura, com orientação para fora (o limite 
do cubo com um cubo unitário removido). 


34. Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de super- 
fície ff F - dS, onde F(x, y, 2 = хі + у ј + 2 К 
e S é a superfície do sólido delimitado pelo cilindro x? + у? = 1 
e pelos planos z = Оес = 2. 

35. Verifique se o Teorema do Divergente é verdadeiro para o campo 
vetorial F(x, у, z) = xi + y j + z К, onde E é a bola unitária x? 
ty-ctzsx|l. 


36. Calcule o fluxo para fora de 
xi+yj+zk 
(x? als y? 3 zy? 


F(x, y, z) 


através do elipsoide 4x? + 9y? + 62? = 36. 


37. Seja 
F(x, y, z) = QGxlyz — 3y) i + œz — Зх) j + (у + 22) К 
Calcule fe F - dr, onde C é a curva com início em (0, 0, 2) e tér- 
mino em (0, 3, 0), como mostrado na figura. 


40. Se as componentes de F têm derivadas parciais de segunda 
ordem contínuas e $ é a superfície limite de uma região sólida 
simples, mostre que ff. rot F - dS = 0. 


41. Sea é um vetor constante, г = хі + yj +z k eS é uma super- 
fície orientada suave com uma curva fronteira C fechada sim- 
ples, suave e positivamente orientada, mostre que 


[| 2a -as = | (a x r) ar 


5 


es Problemas Quentes A 


1. SejaS uma superfície parametrizada suave e seja P um ponto tal que cada reta que comece 
em Р intercepte < no máximo uma vez. O ángulo sólido O(S) subentendido por S em P 
é o conjunto de retas a partir de P e passando por S. Seja S(a) a interseção de O(S) com a 
superfície da esfera com centro em P e raio a. Então, a medida do ângulo sólido (em es- 
tereoradianos) é definida como 


área de S(a) 
a? 


[Q($)| = 


Aplique o Teorema do Divergente рага а parte de O(S) entre S(a) e 5 e mostre que 


iac |) 


МЧ É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


r 


'n 
dS 
ү? 
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onde г é o vetor radial de P a um ponto qualquer sobre S, r = |r], e o sentido do vetor 
normal unitário n é dirigido para longe de P. 


Isso mostra que a definição de medida de um ángulo sólido independe do raio a da esfera. 
Assim, a medida do ángulo sólido é igual à área subtendida sobre uma esfera unitária 
(observe a analogia com a definição da medida em radianos). O ángulo sólido total sub- 
tendido por uma esfera em seu centro é, portanto, 47 esterradianos. 


Encontre uma curva fechada simples C para a qual o valor da integral de linha 
[y dx — 2% dy 
é máxima. 
Seja C uma curva espacial simples fechada suave por partes que esteja contida em um 
plano com vetor unitário normal n = (a, b, c) e orientada positivamente em relação a n. 
Mostre que a área do plano delimitada por C é 
| (bz — су) dx + (cx — az) dy + (ay — bx) dz 


Investigue a forma da superfície com as equações parametrizadas x = sen и, y = sen v, 
z = sen(u + v). Comece traçando a superfície sob diversos pontos de vista. Explique a 
aparência dos gráficos determinando os cortes nos planos horizontais z = 0, 
z=*Hlez= +5. 


Demonstre a seguinte identidade: 
V(F - G)= (Е - V)G + (С: OF + F X rot G + G X rot F 


A figura retrata a sequéncia de eventos em cada cilindro de um motor de quatro cilindros 
de combustáo interna. Cada pistáo se move para cima e para baixo e está ligado por um 
braço-pivô ao virabrequim. Sejam P(t) e V(t) a pressão e o volume dentro de um cilindro 
no instante г, onde a = t < b é o tempo necessário para um ciclo completo. O gráfico mos- 
tra como P e V variam durante um ciclo em um motor de quatro tempos. 


/ | > 
à 0 
А Volante Braco y 
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Durante o estágio de indução (de @ a @) a mistura de ar e gasolina à pressão atmosférica 
é aspirada para o interior do cilindro pela válvula de entrada à medida que o pistáo se 
move para baixo. Então, o pistão comprime rapidamente a mistura com a válvula fechada, 
no estágio de compressão (de Y а ®), durante o qual a pressão aumenta e o volume di- 
minui. Em @ uma faísca proveniente da vela de ignição provoca a combustão da mistura, 
elevando a temperatura e a pressão com um volume praticamente constante até O. Em se- 
guida, com a válvula fechada, uma rápida expansão do volume força o pistão para baixo 
durante o estágio de potência (de & а O). A válvula se abre, a temperatura e a pressão 
caem e a energia mecânica armazenada no volante em rotação impulsiona o pistão para 
cima, forçando a saída dos gases que se formaram no interior pela válvula, no estágio de 
exaustão. A válvula de exaustão se fecha e a válvula de entrada se abre. Estamos de volta 
a Deo ciclo se reinicia. 
(a) Mostre que o trabalho realizado pelo pistão durante um ciclo de um motor de quatro 
tempos é W = f, P dV, onde C é a curva no plano PV mostrada na figura. 
[Dica: Seja x(t) a distância do pistão até o topo do cilindro e observe que a força sobre 
o pistão é F = AP(t) i, onde A é a área do topo do pistão. Então W = Je, E * dr, onde 
C; é dado por r(t) = x(t) i, a S t < b. Um modo alternativo é trabalhar diretamente 
com as somas de Riemann.] 
(b) Use a Fórmula 16.4.5 para mostrar que o trabalho é a diferença das áreas englobadas 
pelos dois lagos de C. 


Equacóes Diferenciais de 
Segunda Ordem 


O Pichugin Dmitry / Shutterstock 


A ideia central das equações diferenciais está explicada no Capítulo 9, onde nos 
concentramos em equações de primeira ordem. Neste capítulo, estudaremos as equações 
diferenciais lineares de segunda ordem e aprenderemos aplicá-las na resolução de 
problemas de vibrações de mola e circuitos elétricos. Veremos também como séries 
infinitas podem ser usadas para resolver equações diferenciais. 
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Equacóes Lineares de Segunda Ordem 


Uma equação diferencial linear de segunda ordem tem a forma 


2 


d'y 
dx? 


1 Р(х) 


+ Qo) 5 + RO = GO) 


onde Р, О, Re С são funções contínuas. Vimos na Seção 9.1 que equações desse tipo surgem 
no estudo do movimento de uma mola. Na Secáo 17.3 aprofundaremos essa aplicacáo, bem 
como sua aplicação aos circuitos elétricos. 

Nesta seção, estudaremos o caso onde G(x) = O para todo x na Equação 1. Tais equações 
são chamadas equações lineares homogêneas. Assim, a forma de uma equação diferencial li- 
near homogênea de segunda ordem é 


d?y 
dx? 


2 P(x) + Q(x) Z + К(х)у=0 


Se G(x) # 0 para algum x, a Equação 1 é não homogênea e será discutida na Seção 17.2. 

Dois fatos básicos permitem-nos resolver equações lineares homogêneas. O primeiro é que, 
se conhecermos duas soluções yı e у» de tal equação, então a combinação linear 
у = суу, + Су também será uma solução. 


3| Teorema Se у(х) e у(х) são ambas soluções da equação linear homogénea |2| e 
cı € c» são constantes quaisquer, então a função 


у(х) = ciyila) + exyx(x) 


é também uma solução da Equação 2. 


DEMONSTRAÇÃO Uma vez que y: e у» são soluções da Equação 2, temos 
P(x)yt + О(х)у + RG)yi = 


e Р(х)у + О(х)у + R(x) y. = 0 
Portanto, usando as regras básicas para derivação, temos 
P(x)y" + О(х)у + RG)y 

= P(x)ciy + су)" + Olx)(ciy + соу)" + К(х)(сіу + c2y2) 
= PO)ciyr + соу) + О(х)(сіу + суз) + RG)(eyi + ey» 
= c[PG)yt + QG)yt + RG)yi] + ol Pay + Qay + RG)y:] 
= (0) + c0) = 0 

Assim, y = су + coy; é uma solução da Equação 2. ШШЕН 


О outro fato de que precisamos é dado pelo seguinte teorema, demonstrado em cursos mais 
avançados. Ele diz que a solução geral é uma combinação linear de duas soluções linearmente 
independentes y; e у». Isso significa que nem y, nem y, são múltiplos por constantes um do 
outro. Por exemplo: as funções f(x) = x? e g(x) = 5x? são linearmente dependentes, mas 
f(x) = e* e g(x) = xe” são linearmente independentes. 
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4| Teorema Se уг e y? forem soluções linearmente independentes da Equação 2 em um 
intervalo, e P(x) nunca for 0, então a solução geral será dada por 


у(х) = ciyila) + cayalx) 


onde c, e сх são constantes arbitrárias. 


O Teorema 4 é muito útil, pois diz que, se conhecermos duas soluções particulares li- 
nearmente independentes, então conheceremos todas as soluções. 

Em geral, não é fácil descobrir soluções particulares de uma equação linear de segunda or- 
dem. Mas é sempre possível fazer isso se as funções coeficientes P, Q e R forem funções cons- 
tantes, isto é, se a equação diferencial tiver a forma 


5 ay" + Бу + су = 0 


onde a, b e c são constantes e a 4 0. 

Não é difícil pensar em alguns prováveis candidatos para as soluções particulares da 
Equação 5 se a enunciarmos verbalmente. Estamos procurando uma função y tal que uma cons- 
tante vezes sua segunda derivada y" mais outra constante vezes y' mais uma terceira constante 
vezes y é igual a 0. Sabemos que a função exponencial y = е” (onde r é uma constante) tem 
a propriedade de que sua derivada é um múltiplo por constante dela mesma: y' = re". Além 
disso, y” = r?e"'. Se substituirmos essas expressões na Equação 5, veremos que y = e" é uma 


solução se 
аге" + bre" + ce” = 0 
ou (ar? + br + c)e* = 0 


Mas e" nunca é 0. Assim, y = e” é uma solução da Equação 5 se r é uma raiz da equação 


6 ar? + br+c=0 


A Equação 6 é denominada equação auxiliar (ou equação característica) da equação dife- 
rencial ay" + by' + cy = 0. Observe que ela é uma equação algébrica que pode ser obtida 
da equação diferencial substituindo-se y” por r?, y” por r, e y por 1. 

Algumas vezes as raízes г e r2 da equação auxiliar podem ser determinadas por fatoração. 
Em outros casos, elas sáo encontradas usando-se a fórmula quadrática: 


—b + yb? — 4ac —b — Jb? — 4ac 
m 2a WT 2a 


Separamos em três casos, de acordo com o sinal do discriminante b? — 4ac. 


CASO! b — 4ac > 0 

Nesse caso as raízes г; and rz da equação auxiliar são reais e distintas, logo y; = e"* ey; = e" 
são duas soluções linearmente independentes da Equação 5. (Observe que e”* não é um múl- 
tiplo por constante de e”**.) Portanto, pelo Teorema 4, temos o seguinte fato. 


8| Seas raízes ri ег da equação auxiliar ar? + br + c = О forem reais e distintas, 
então a solução geral de ay” + by' + cy = 0é 


у= ce" toe? 
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Na Figura 1, o gráfico das soluções básicas 
f(x) = e™ e g(x) = e? da equação 
diferencial do Exemplo 1 é exibido em azul 
e vermelho, respectivamente. Algumas das 
outras soluções, combinações lineares de 
f eg, são exibidas em preto. 


FIGURA 1 


A Figura 2 apresenta as soluções básicas 
Ро) = e" eg(x) = хет"? do 
Exemplo 3 e alguns outros membros da 
família de soluções. Observe que todas 
elas tendem a 0 quando x — oo, 


FIGURA 2 


ZEJT Resolva a equação y” + y' — 6y = 0. 
SOLUÇÃO A equação auxiliar é 


r+r-6=(r-r+3)=0 


cujas raízes são r = 2, —3. Portanto, por [8], a solução geral da equação diferencial dada é 


Оу = 
y = ce” + ce * 


Poderíamos verificar que isso é de fato uma solução derivando e substituindo na equação di- 
ferencial. E 


d'y , dy 
i343/]2 И Resolva 3 de + d 
X X 


SOLUÇÃO Para resolvermos a equação auxiliar 3r? + r — 1 = 0, usamos a fórmula quadrática: 


—7=0. 


Uma vez que as raízes são reais e distintas, a solução geral é 


y- cie 1+V13)x/6 + coe C 1v 1)s/6 Г 


CASO || D? — 4ас = 0 
Nesse caso, rı = r2; isto é, as raízes da equação auxiliar são reais e iguais. Vamos denotar por 
г o valor comum de г e r2. Então, das Equações 7, temos 


b 
9 Е então 2ar + b = 0 


Sabemos que y; = e" é uma solução da Equação 5. Agora verifiquemos que y, = xe” tam- 
bém é uma solução: 


ay? + by + су = a(2re" + r?xe") + b(e™ + rxe") + схе" 


Il 


(даг + bje"* + (ar? + br + с)хе" 
= 0(е") + O(xe"") = 0 
O primeiro termo é O, pela Equação 9; o segundo termo é 0, pois r é uma raiz da equação au- 


xiliar. Uma vez que y, = e" e y, = xe" são soluções linearmente independentes, o Teorema 
4 nos fornece a solução geral. 


10| Se a equação auxiliar ar? + br + c — 0 tem apenas uma raiz real r, então a so- 
lução geral de ay” + by’ + cy = 0 


у = се" + схе" 


ZAWIE Resolva a equação 4y” + 12y' + 9y = 0. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar 4r? + 12r + 9 — 0 pode ser fatorada como 


(2r + 3? = 0 


A AI tz 3 = 4 
de modo que a única raiz é r = — 5. Рог |10|, a solução geral é 


—3x/2 


у = ge + exe P EE 
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CASO Ш 22 — 4ас < 0 
Nesse caso, as raízes r; e r; da equação auxiliar são números complexos. (Veja o Apéndice H 
para informações sobre números complexos.) Podemos escrever 


n=a+iB r=a-iB 
onde a e В são números reais. [Na verdade, а = —b/(2a), В = y4ac — b?/(2a).] Então, 
usando a equação de Euler 


e" = cos 0 + isen Ө 
do Apéndice H, escrevemos a solução da equação diferencial como 


у= Crie" + Ce" = Cie «iP» + Cze «iP» 
= Cie*"(cos Вх + isen Вх) + Cae*" (cos Bx — i sen Вх) 
= e""[(C, + C2) cos Bx + i(C, — С) sen Bx] 
= e'"(c cos Вх + cz sen Вх) 
onde c; = С, + C», c; = i(Ci — C2). Isso nos dá todas as soluções (reais ou complexas) da 


equação diferencial. As soluções serão reais quando as constantes c; e c» forem reais. Resu- 
miremos a discussáo da seguinte forma: 


11| Se as raízes da equação auxiliar ar? + br + c = О forem os números complexos 
rı = а + iß,r2 = а — 1В, então a solução geral de ay" + ру + cy = 0 será 


y = ec, cos Вх + c»sen Bx) 


335g Resolva a equação y" — 6y' + 13у = 0. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar é r? — 6r + 13 = 0. Pela fórmula quadrática, as raízes são 


_6=\36—52 6+v-16 


=3+2i 
r 7 a i 
Por [11], a solucáo geral da equacáo diferencial é 
y = e*(c, cos 2x + сг sen 2x) = 


E Problemas de Valores Iniciais e Valores de Contorno 

Um problema de valor inicial para a Equação 1 ou 2 de segunda ordem consiste em deter- 

minar uma solução y da equação diferencial que satisfaça às condições iniciais da forma 
у(хо) = yo у'(хо) = у 


onde yo e у: são constantes. Se Р, О, R e С forem contínuas em um intervalo onde Р(х) # 0, 
então um teorema encontrado em livros mais avançados garante a existência e a unicidade de 
uma solução para esse problema de valor inicial. Os Exemplos 5 e 6 mostram como resolver 
tal problema. 


БЛ Resolva o problema de valor inicial 
y +у' —бу=0 »(0) = 1 (0) = 0 


SOLUÇÃO Do Exemplo 1, sabemos que a solução geral da equação diferencial é 


у(х) = cie? + ce 


FIGURA 3 


A Figura 3 apresenta os gráficos das 
soluções do Exemplo 4, 

f(x) = e* cos 2x е g(x) = e* sen 2x, 
com algumas combinacóes lineares. Todas 
as soluções tendem a 0 como x — —=. 
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A Figura 4 apresenta o gráfico da solução Derivando essa solução, obtemos 
do problema de valor inicial do Exemplo 5. 
Compare com a Figura 1. у(х) = 2ce” — Зозе * 
20 Para satisfazermos às condições iniciais exigimos que 
112 yO = с +оо = 1 
13 у'(0) = 2с, — Зо = 0 
2 2 
0 
FIGURA 4 De |13|, temos c? = 2c logo, |12] resulta em 
2 3 2 
c + 3с = 1 Сі = 5 C2 = 5 


Assim, a solução pedida do problema de valor inicial é 


Resolva o problema de valor inicial 
у" +у=0 y(0) =2 у'(0) = 3 


SOLUÇÃO A equação auxiliar é r? + 1 =0, our? = —], cujas raízes são +i. Assim, œ = 0, 
В = 1, e, uma vez que e” = 1, a solução geral é 


у(х) = cı cos x + c,sen x 
Uma vez que y'(x) = —cı sen x + cocos x 


as condições iniciais tornam-se 


A solução do Exemplo 6 tem seu gráfico na 
Figura 5. Ela parece ser uma senoide 

deslocada. Realmente, você pode verificar 
que outra maneira de escrever a solução é 


у = T3 sen(x + $) onde tg ф = 2 


y(0) = а = 2 у'(0) = с = 


Logo, a solução do problema de valor inicial é 


5 y(x) = 2cos x + 3sen x EEE 
Um problema de valor de contorno para a Equação 1 ou 2 consiste em determinar uma 
solução y da equação diferencial que também satisfaça às condições de contorno da forma 
27 27 
y(Xo) = yo уба) = у 
E Em contraste com a situacáo para problemas de valor inicial, um problema de valor de con- 


torno nem sempre tem uma solução. O método está ilustrado no Exemplo 7. 
FIGURA 5 
ЭХ Resolva o problema de valor de contorno 


y +2у' +у=0 y(0) = 1 ›() =3 
SOLUÇÃO A equação auxiliar é 
r+2r+1=0 ou т + 1)”=0 
cuja única raiz ér = — 1. Além disso, a solução geral é 
у(х) = cie * + охе“ 
As condições de contorno são satisfeitas se 


y(0) =(=1 


A primeira condição resulta em c; = 1, de modo que a segunda condição torna-se 


Isolando c; nessa equação, primeiro multiplicando ambos os membros por e, obtém-se 


у) = ссе!+се!=3 


123 


e! ce 
1 + о = Зе logo 
Assim, a solução do problema de contorno é 


y=e*+ (Зе — I)xe* 


Resumo: Soluções de ay" + by + c = 0 


С = Зе — 1 
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A Figura 6 mostra o gráfico da solução do 
problema de valor de contorno no Exemplo 


7A 
5 


=5 


FIGURA 6 


Raízes de ar? + br + c=0 


Solução Geral 


Tı, r2 reais e distintas 


nn S= 


rı, ғ complexas: æ + iB 


rix 


у= се 


y = cie" + coxe” 


y = e*"(c; cos Bx + с sen Вх) 


+ ое?“ 


(У) Exercícios 


1-13 Resolva а equação diferencial. 


1. 


омиле 


13. 


у" = у — бу = 0 2. у" + 4у + 4у = 0 
y" + 16у = 0 4. у" – 8у + 12у = 0 
9y" — 12у + 4y = 0 6. 25у" + 9у = 0 
y = 2y" 8. y" as dy zb. y = 0 
y" = 4у + 13y=0 10. у” + 3y' = 0 
dy dy 
„2 2 0 
а? d ^ 
а?у dy 
8 12 F5 0 
а? а , 
d?P dP 
100 — + 200 + 101P = 0 
dt^ di 


14-16 Faça o gráfico das duas soluções básicas da equação diferencial 


e de várias outras soluções. Que aspecto as soluções têm em comum? 


14. 


15. 


а?у dy 
+ 4 + 2 

dx? dx dy-u 
ау dy 

5 2 3 0 
dx? dx y 
Фу ау, 

9 di T 6 d T y 0 


17-24 Resolva o problema de valor inicial. 


21. 
22. 


2y" + 5y' + 3y = 0, y(0)=3, у(0) = —4 


y *3y50, y0)=1, y(0 3 
9y" + 12y' +4y=0, y(0)=1, y(0)=0 
2y't y —y—0, y(0 = 3, y(0)=3 


y"—6y'—10y = 0, y(0)=2, y(0)=3 
4y" — 20y' + 25у = 0, y(0 = 2, у'(0) = -3 


H É necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


23. 
24. 


у= y —12y=0, y(1)=0, y(D)=1 
4y" + 4y' +3y=0, y(0)=0, y(0)=1 


25-32 Resolva o problema de valor de contorno, se possível. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


у" + 4у = 0, y(0)=5, у(т/4) 23 
y'—4y у(0) = 1, y(1)=0 

у" + 4у + 4у = 0, y(0 = 2, у(1) = 0 
у= 8у + 17у = 0, у(0) = 3, у(т) = 2 
у= у, у(0) = 1, у(1) = 2 

4y" — 4у +у= 0, у(0) = 4, у(2) = 0 

у" + 4у + 20у = 0, у(0) = 1, у(т) = 2 
y" + 4у + 20у = 0, у(0) = 1, у(п) = е" 


33. 


34. 


35. 


Seja L um número real não nulo. 

(a) Mostre que o problema de contorno y" + Ay = 0, y(0) = 0, 
y(L) = O tem apenas a solução trivial y = O para os casos 
A—70eA«0. 

(b) Para o caso À > 0, determine os valores de A para os quais 
este problema tenha uma solução não trivial e dê a solução 
correspondente. 

Se a, b e c são todas constantes positivas e у(х) é uma solução da 

equação diferencial 

lim, y(x) = 0. 

Considere o problema de valor de contorno y" — 2y' + 2y = 0, 

y (a) = c y b) =d. 

(a) Se este problema tem uma solução única, como a e b estão re- 


ay" t by' + cy = 0, mostre que 


lacionados? 

(b) Se este problema não tem uma solução única, como a, b, c e 
d estáo relacionados? 

(c) Se este problema tem uma infinidade de soluções, como a, b, 
c e d estão relacionados? 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 
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(7H) Equações Lineares Não Homogéneas 


Nesta seção, aprenderemos a resolver equações diferenciais lineares não homogêneas com coe- 
ficientes constantes, isto é, equações da forma 


[1] ay" + by' + cy = G(x) 


onde a, b e c são constantes e G é uma função contínua. A equação homogênea correspondente 


2 ay" + Бу + су = 0 


é chamada equação complementar e desempenha um papel importante na solução da equa- 
ção não homogênea original | 1 |. 


3| Teorema A solução geral da equação diferencial não homogênea |1 | pode ser es- 
crita como 


у(х) = yplx) + xx) 


onde y, é uma solução particular da Equação 1 e y. é a solução geral da Equação com- 


plementar 2. 


DEMONSTRAÇÃO Verificamos que, se y for qualquer solução da Equação 1, então y — y, será 
uma solução da Equação complementar 2. De fato, 


aly — yp)" + b(y — yp)! + с(у— yp) = ау” = ayp + by' — by, + cy — cyp 
= (ау” + by + cy) = (ау; + by, + cyp) 
= G(x) — G(x) = 0 


Isso demonstra que cada solução é da forma у(х) = y,(x) + y(x). É fácil verificar que cada 
função desta forma é uma solução. e] 


Sabemos, da Seção 17.1, como resolver a equação complementar. (Recorde que a solução 
É y, = сууу + су, onde y, e y; são soluções linearmente independentes da Equação 2.) Além 
disso, o Teorema 3 diz que conheceremos a solução geral da equação não homogênea assim 
que conhecermos uma solução particular y,. Existem dois métodos para encontrar uma solu- 
ção particular: O método dos coeficientes indeterminados é simples, mas funciona apenas para 
uma classe restrita de funções G. O método de variação de parâmetros funciona para todas as 
funções G, mas, geralmente, é mais difícil de aplicar na prática. 


ШЕШ O Método dos Coeficientes Indeterminados 
Vamos primeiro ilustrar o método dos coeficientes indeterminados para a equação 
ay" + by' + cy = G(x) 


onde G(x) é um polinômio. É razoável prever que exista uma solução particular Yp que seja um 
polinômio de mesmo grau de G, pois, se y for um polinômio, então ay” + by' + cy também 
será um polinômio. Portanto, substituímos y,(x) = a, um polinômio (de mesmo grau de G), 
na equação diferencial e determinamos os coeficientes. 


ZEM Resolva a equação y” + у’ — 2y = x’. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar de y" + у’ — 2y = 0é 
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+= 2 = (к 1)0( + 2) = 0 


com as raízes r = 1, —2. Logo, a solução da equação complementar é 


Ye = ce + oe 


Uma vez que G(x) = x? é um polinômio de grau 2, procuramos uma solução particular da 
forma 


y(x) = Ax! + Bx + C 
Então, у, = 24x + Bey, = 24. Assim, substituindo na equação diferencial dada, temos 
(QA) + QAx + B) – 2(4x? + Bx + С) = х? 
ou —2Ax? + (2A — 2В)х + (2A + B – 2С) = х? 
Polinômios são iguais quando seus coeficientes são iguais. Assim, 
—2А =1 


2A – 2В = 0 А +В – 2С = 0 


А solução desse sistema de equações é 


Uma solução particular é, portanto, 
__ 1,2 1 
y) = —5xº — 3x — & 


e, pelo Teorema 3, a solução geral é 


bg -d 3 
== 944 ES 


у= Ye + yp = ce + e 


Se G(x) (lado direito da Equação 1) é da forma Ce", onde C e k são constantes, então to- 
mamos como uma tentativa de solução uma função de mesma forma, у,(х) = Ae**, pois as de- 
rivadas de e** são múltiplas por constantes de e". 


EIA Resolva y" + 4y = e. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar é r? + 4 = 0 com raízes +2i, logo, a solução da equação com- 
plementar é 


y«(x) = cı cos 2x + с sen 2x 


Para uma solução particular tentemos у(х) = Ae”. Então y; = 34e* e у; = 9Ae*™. Subs- 
tituindo na equação diferencial, temos 


9де? + A4(Ae?) = е?" 


logo 13Ae? = e* e A = |. Assim, uma solução particular é 


1 " 
yx) = se^ 


e a solucáo geral é 


у(х) = cı cos 2x + sen 2x + je? 


Se G(x) é C cos kx ou C sen kx, então, por causa das regras de derivação para as funções 
seno e cosseno, tentamos, como solução particular, uma função da forma 


у(х) = A cos kx + B sen kx 
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A Figura 1 mostra quatro soluções da 
equação diferencial do Exemplo 1 em 
termos da solução particular y» e das 


2x 


funções f(x) = e*eg(x) = e ^. 


8 yy t2ft3g 


FIGURA 1 


A Figura 2 mostra as soluções da equação 
diferencial do Exemplo 2 em termos de y, e 
as funções f(x) = cos 2x e 

g(x) = sen 2x. Observe que todas as 
soluções tendem а o» quando x — ое 
todas as soluções (exceto y,) parecem 
funções seno quando x é negativo. 


yp t f 


FIGURA 2 
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3E Resolva y" + у’ — 2y = sen x. 


SOLUCAO Tentemos uma solucáo particular 
у(х) = A cos x + B sen x 

Então, ур = —Asen x + B cos x yp = —Acos x — Bsen x 
logo, substituindo na equação diferencial, temos 

(—А соз x — B sen x) + (—A sen x + B cos x) — 2(Acos x + B sen x) = sen x 
ou (—3A + B)cos x + (—A — 3B) sen x = sen x 
Isso acontece se 

—3A* В = 0 е —A – ЗВ = 1 


A solução deste sistema é 


logo, uma solução particular é 
1 3 
y(x) = — p COS x — To Sen х 


—2x 


No Exemplo 1, determinamos que a solução da equação complementar é y. = cie” + ce 
Assim, a solução geral da equação dada é 


у(х) = се" + ce” — (cos x + 3sen x) шыш 


Se G(x) for um produto de funções dos tipos precedentes, então tentamos a solução como 
um produto de funções do mesmo tipo. Por exemplo, ao resolver a equação diferencial 


y" + 2y! + 4y = xcos 3x 
tentamos 


у(х) = (Ax + B) cos Зх + (Cx + Р) sen Зх 


Se G(x) for uma soma de funções desses tipos, usamos o princípio da superposição, que 
é facilmente verificável e nos diz que se у, e yp, forem soluções de 


ay" + by' + cy = Gi(x) ay" + Бу + cy = G(x) 
respectivamente, então yp, + yp, é uma solução de 
ay" + by' + cy = Gi(x) + G(x) 


DEUDA Resolva y" — 4y = xe* + cos 2x. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar é r? — 4 = 0 com as raízes +2, logo, a solução da equação 
complementar é у(х) = спе" + с›е >“. Para a equação y" — 4y = xe” tentamos 


Jp (x) = (Ax + В)е" 
Então y», = (Ax + A + В)е", y», = (Ax + 2A + В)е*, Logo, substituindo na equação dada, 
(Ax + 2A + В)е" — 4(Ax + В)е" = хе“ 


ou (—3Ax + 24 — 3B)e^ = хе“ 


‚е 


DIS 


Assim —3А = 1е2А — 3B = 0, logo A = –:,В = — 


EQUACÓES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM 1029 


Para a equação y" — 4y = cos 2x, tentamos 
y» (X) = C cos 2x + D sen 2x 
Substituindo, temos 
—4C cos 2x — 4D sen 2x — 4(C cos 2x + D sen 2x) = cos 2x 


ou —8C cos 2x — 8D sen 2x — cos 2x 


Portanto —-8C = 1, -8D = 0, е 
1 
Ya) = —3 cos 2x 
Pelo princípio da superposição, a solução geral é 
_ = 2x -2x — (1 Dx 1 pem 
y = ye + Yp + Yp = Cie” + eoe 3X + 5)e g COS 2x 
Finalmente, observamos que a solução tentativa recomendada y, algumas vezes resulta em 
uma solução da equação complementar e, portanto, não pode ser uma solução de uma equa- 
ção não homogênea. Em tais casos, multiplicamos a solução tentativa recomendada por x (ou 


por x? se necessário) de modo que nenhum termo em y,(x) seja uma solução da equação com- 
plementar. 


Б ШИЕ Resolva y" + y = sen x. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar é r? + 1 = O com raízes +i, logo, a solução da equação com- 
plementar é 


у(х) = cı cos x + co sen x 
Geralmente, teríamos usado a solução tentativa 
у(х) = Acos x + B sen x 


mas observe que ela é uma solução da equação complementar. Então, em vez disso, tentemos 


у(х) = Axcos x + Bxsen x 
Então у(х) = Acos x — Axsen x + B sen x + Bxcos x 
yp(x) = —2A sen x — Axcos х + 2B cos х — Bx sen x 
Substituindo na equação diferencial temos 


yp + у, = —2A sen x + 2B cos x = sen x 


у(х) = —3x cos x 
A solução geral é 


1 
у(х) = cı cos x + c;sen x — 5xcos x EE 


Resumimos o método dos coeficientes indeterminados como segue: 


Na Figura 3 mostramos a solução particular 
У» = yp, + y», da equação diferencial do 
Exemplo 4. As outras soluções são dadas 

em termos de f(x) = e™ e g(x) = e ”* 


FIGURA 3 


Os gráficos de quatro soluções da equação 
diferencial do Exemplo 5 estão apresenta- 
dos na Figura 4. 


27 


FIGURA 4 
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Resumo do Método dos Coeficientes Indeterminados 

1. Se G(x) = e*P(x), onde P é um polinômio de grau n, então tente y,(x) = e*Q(x), 
onde Q(x) é um polinómio de n-ésimo grau (cujos coeficientes sáo determinados 
através da substituição na equação diferencial). 


2. Se G(x) = e*P(x) cos mx ou G(x) = e*'P(x) sen mx, onde P é um polinômio de 
n-ésimo grau, então tente 


у(х) = e"Q(x) cos mx + e*R(x) sen mx 
onde Q e R são polinômios de grau n-ésimo. 


Modificação: Se algum termo de y, for uma solução da equação complementar, mul- 
tiplique y, por x (ou por x? se necessário). 


343528: Determine a forma da solução tentativa para a equação diferencial 
y" — 4у' + 13у = e” cos Зх. 


SOLUÇÃO Aqui G(x) tem a forma encontrada na parte 2 do resumo, onde k = 2, m = 3 е 
P(x) = 1. Assim, à primeira vista, a forma da solução tentativa deveria ser 


у(х) = e?'(A cos Зх + B sen Зх) 


Mas a equação auxiliar é r? — 4r + 13 = 0, com raízes г = 2 + 3i, portanto a solução da 
equação complementar é 


ух) = e*(c, cos Зх + со sen Зх) 


Isso significa que temos de multiplicar а solução tentativa sugerida por x. Então, em vez disso, 
usamos 


у(х) = xe*(A cos Зх + B sen Зх) EE 


ШЕШ 0 Método da Variação dos Parâmetros 


Suponha que, após resolver a equação homogênea ay" + by' + cy = 0, escrevamos a solu- 
ção como 


[4] у(х) = coil) + cayala) 


onde y; e у são soluções linearmente independentes. Vamos substituir as constantes (ou pa- 
rámetros) ci e c» da Equação 4 pelas funções arbitrárias (x) e u>(x). Procuramos uma solu- 
ção particular da equação não homogênea ay" + by' + cy = G(x) da forma 


5 у(х) = u(x) у(х) + u(x) y(x) 


(Esse método é chamado variação dos parâmetros porque variamos os parámetros с e c», 
tornando-os funções.) Derivando a Equação 5, obtemos 


6 yp = (шу + миру») + (шу + my2) 


Uma vez que и е u são funções arbitrárias, podemos impor duas condições sobre eles. Uma 
condição é que y, é uma solução da equação diferencial e podemos escolher a outra condição 
de modo a simplificar nossos cálculos. Considerando a expressão da Equação 6, vamos im- 
por a condição de que 


7 шу + изу; = 0 
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Então, yp = шу + изу» + иу + шу 


Substituindo na equação diferencial, obtemos 


а(шу + myz + шу! + шу?) + (шу + изу) + clmy + миру) = С 


ou 


8 и\(ау + byi + су) + mlay? + by) + су») + a(uyi + шу) = С 


Mas у, e у» são soluções da equação complementar, logo 
ау’ + by + cy = 0 е ау + Ьу + суз = 0 


e a Equação 8 simplifica para 


9 a(uiyi + шу) = С 


As Equações 7 e 9 formam um sistema de duas equações nas funções desconhecidas ui e uz. 
Após resolver esse sistema, podemos integrar para encontrar u, e из e então a solução parti- 
cular é dada pela Equação 5. 


ZONDA] Resolva a equação y" + y =tgx,0<x< 7/2. 


SOLUÇÃO A equação auxiliar é r? + 1 = 0 com as raízes +i; logo, a solução de y” + y = 0 
é у(х) = cı sen x + c5cos x. Usando a variação dos parámetros, buscamos uma solução da 
forma 


у(х) = u(x) sen x + u(x) cos x 


Entáo ур = (ui sen x + и соѕ x) + (ui cos x — u sen х) 
Faça 

10 u¡senx + ucosx = 0 
Então, yp = uj COs x — ujsenx — ш ѕепх — u»cos x 


Para y, ser uma solucáo, devemos ter 


11 yp t yp = uicos x — usen х = tg x 


Resolvendo as Equações 10 e 11, obtemos 
ui(sen?x + cos?x) = cos x tg x 
и! = sen x ui(x) = —cos x 


(Procuramos uma solução particular, logo não precisaremos de uma constante de integração 
aqui.) Em seguida, a partir da Equação 10, obtém-se 


І senx , senx _ cosx — 1 
и = — ш = — = = cos x — sec x 
cos x cos x cos x 
Então u(x) = sen x — In(sec x + tg x) 


(Observe que sec x + tg x > O para 0 < x < 7/2.) Portanto 


A Figura 5 mostra quatro soluções da 
equação diferencial do Exemplo 7. 


2,5 
| 


0 2 
Ур 


FIGURA 5 
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e a solucáo geral é 


(РУХ Exercícios 


уо) = 


—cos x sen x + [sen x — In(sec x + tg x)] cos x 


= —cos x In(sec x + tg x) 


у(х) = cı sen x + cocos x — cos x In(sec x + tg x) EEE 


1-10 Resolva a equação diferencial ou problema de valor inicial 16. y" + 3y' - 4y = (х? + х)е* 


usando o método dos coeficientes indeterminados. 


17. y" + 2y' + 10у = x?e? cos Зх 


1. y" — 2у' — Зу = cos 2x 18. y" + 4y = e? + x sen 2х 
2 y-—-y-x-x 
3 y +9%9=e* e А | ; 
| 19-22 Resolva a equação diferencial usando (a) coeficientes indeter- 
4 y" +2y' + 5y=1+ e . AM P 
Б уду + 5y— e? minados e (b) variação dos parâmetros. 
" Е УИ с. 19. 4y" + y = соѕ х 20. y” – 2у' - Зу = х + 2 
У y | y Fi зеп. 21. у= 2у' +у= e? 2 y" — y' = е" 
7. y' t ye tx, y(0)=2, у'(0) = 0 
8 y"—4y-—e'cosx, y(0)=1, y(0)=2 
9 y'"—y'—xe, у(0) = 2, y(0)=1 23-28 Resolva a equação diferencial usando o método da variação dos 
10. y” + у = 2у = х + ѕеп 2х, y(0)=1, y(0)=0 parámetros. 
23. у" + y = sec’x, 0 < x < 1/2 
КЧ 11-12 Faça o gráfico da solução particular e de várias outras soluções. 24. у" + у = ѕес?х, 0 < x < 7/2 
Que características essas soluções têm em comum? : 1 
1. y" + 3y' + 2y = cosx 12. у" +4y=e* 25. у — Зу + 2y 14 e~ 
26. y" + 3y' + 2y = ѕеп(е") 
13-18 Escreva uma solução tentativa para o método dos coeficientes 27. у" - 2у' +y С 5 
indeterminados. Não determine os coeficientes. p 
13. y" + 9y = e" + х? ѕеп х 28. y" + Ay! + 4y E 
M. y" + 9y' = хе “cos тх 


xy 


15. у" — 3y' + 2y = e* + senx 


le E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


1. As Homework Hints estão disponíveis em www.stewartcalculus.com 


(PEF Aplicações de Equações Diferenciais de Segunda Ordem 


As equações diferenciais lineares de segunda ordem têm diversas aplicações na ciência e na en- 


| 
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ЕЕ 


posição de +0 
equilíbrio 
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FIGURA 1 


genharia. Nesta seção exploraremos dois deles: a vibração de molas e os circuitos elétricos. 


ШЕШ Vibração de Molas 


Consideremos o movimento de um objeto com massa m na extremidade de uma mola que está 
na vertical (como na Figura 1) ou na horizontal sobre uma superfície plana (como na Figura 2). 

Na Seção 6.4, no Volume I, discutimos a Lei de Hooke, que diz que, se uma mola for es- 
ticada (ou comprimida) x unidades a partir de seu tamanho natural, então ela exerce uma força 
que é proporcional a x: 


força elástica = —kx 


onde k é uma constante positiva (chamada constante elástica). Se ignorarmos qualquer força 


de resistência externa (devido à resistência do ar ou ao atrito), em seguida, pela Segunda Lei 
de Newton (força é igual a massa vezes aceleração), temos 
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d?x d?x 
Mo т 2 
dt dt 


Essa é uma equação diferencial linear de segunda ordem. Sua equação auxiliar é mr? + k = 0 
com as raízes r = + оі, onde w = yk/m. Assim, a solução geral é 


x(t) = cicoswt + c sen wt 


que pode também ser escrita como 


x(t) = A cos(ot + ô) 


onde w = Vk/m (frequéncia) 
А = yc + c amplitude, 


СІ C3 
cos ô = — sen ô = —— (8éo ângulo de fase) 
A A 


(Veja o Exercício 17.) Esse tipo de movimento é chamado movimento harmônico simples. 


Eau Uma mola com uma massa de 2 kg tem comprimento natural de 0,5 m. Uma 
força de 25,6 N é necessária para mantê-la esticada até um comprimento de 0,7 m. Se a mola 
é esticada até um comprimento de 0,7 m e, em seguida, libertada com uma velocidade inicial 
0, encontre a posição da massa em qualquer momento f. 


SOLUÇÃO Pela Lei de Hooke, a força necessária para estender a mola é 
k(0,2) = 25,6 


e, dessa forma, К = 25,6/0,2 = 128. Usando esse valor da constante da mola К, junto com 
m = 2 na Equação 1, temos 

d?x 

dt? 


Como na discussão anterior, a solução dessa equação é 


2 x(t) = c,cos 8t + co sen 8t 


Estamos dando a condição inicial que х(0) = 0,2. Mas, da Equação 2, x(0) = cı. 
Portanto, c; = 0,2. Derivando a Equação 2, obtemos 


x(t) = — 8c; sen 8t + 8c,cos 8t 
Uma vez que a velocidade inicial é dada como x'(0) = 0, temos c; = 0 e a solução é 
x(t) = ¿cos 8t Em 


ШЕШ Vibrações Amortecidas 


A seguir, estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola que está sujeita a uma força 
de atrito (no caso da mola horizontal da Figura 2) ou a uma força de amortecimento (no caso de 
uma mola vertical que se movimenta em meio a um fluido, como na Figura 3). Um exemplo é 
a forca de amortecimento fornecida pelo amortecedor em um carro ou uma bicicleta. 

Vamos supor que a força de amortecimento seja proporcional à velocidade da massa e atue 
na direção oposta ao movimento. (Isso foi confirmado, pelo menos aproximadamente, por al- 
gumas experiências físicas.) Assim 


dx 
força de amortecimento = —c p 


| po de equilíbrio 
И 


HN 


Xx 


FIGURA 2 
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Schwinn Cycling and Fitness 


XA 


(a) Superamortecimento 
XA 


0 


(b) Amortecimento crítico 


FIGURA 4 


XA 


№ х= А —(c/2m)t 
К е 


0 
e ~ |" 
x == Ae «mt 
"4 
FIGURA 5 
Subamortecimento 


~y 


onde c é uma constante positiva, chamada constante de amortecimento. Assim, nesse caso, 
a Segunda Lei de Newton fornece 


d?x 7 ах 
т de = força restauradora + força de amortecimento = —kx — c P 
ou 
d dx 
m + с + Кх = 0 
H di? dt 


A Equação 3 é uma equação diferencial linear de segunda ordem e sua equação auxiliar é 
mr? + cr + k = 0. As raízes são 
—c + Vc? — Атк =c — үс? — 4mk 


4 rn = r) = 
| 2т a 2m 


De acordo com a Secáo 17.1, precisamos discutir trés casos. 


CASO | c? — 4mk > 0 (superamortecimento) 
Nesse caso, rı e r2 são raízes reais distintas e 


x = cue"! + ce”! 


Uma vez que c, m e К são todas positivas, temos yc? — 4mk < c, logo, as raízes ri e r2 da- 
das pela Equação 4 devem ser ambas negativas. Isto mostra que x — 0 quando t — о. Os grá- 
ficos característicos de x como função de t estão mostrados na Figura 4. Observe que não ocor- 
rem oscilações. (É possível que a massa a passe para a posição de equilíbrio uma vez, porém 
apenas uma vez.) Isso porque c? > 4mk significa que há uma forte força de amortecimento 
(óleo de alta viscosidade ou graxa) comparada com uma mola fraca ou com uma massa pe- 
quena. 


CASO 1! c? — 4mk = 0 (amortecimento crítico) 
Esse caso corresponde a raízes iguais 


q — da — — 


A solução é dada por 


= (с\ + сђе 2" 

Isto é semelhante ao Caso I, e gráficos típicos sáo mostrados na Figura 4 (Veja o Exercício 12.), 
mas o amortecimento é só o suficiente para suprimir as vibrações. Qualquer decréscimo na vis- 
cosidade do fluido gera as vibrações do caso seguinte. 


CASO Ill. c? = 4mk < 0 (subamortecimento) 
Aqui, as raízes sáo complexas: 


onde w = 


A solução é dada por 


—(c/2m 


x=e Mc, cos wt + с» sen wt) 


Vemos que há oscilações amortecidas pelo fator e 2", Uma vez que c > 0 e m > 0, temos 
—(c/2m) < 0, logo, e ©?" — 0 quando t — oo. Isso implica que x — 0 quando t — =; isto 
é, o movimento decai a O à medida que o tempo cresce. Um gráfico característico é mostrado 
na Figura 5. 
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БПЛ Suponha que a massa do Exemplo 1 esteja imersa em um fluido com constante 
de amortecimento c = 40. Determine a posição da massa em qualquer instante f se ele iniciar 
da posição de equilíbrio e for dado um empurrão para que a velocidade inicial seja de 0,6 m/s. 


SOLUÇÃO Do Exemplo 1, a massa é т = 2 e a constante da mola é k = 128, logo a equação 
diferencial [3] torna-se 


225 04 тову =й 
dt” dt " 
ах E, gig en 

ou = 
dt? dt T 


A equação auxiliar é r? + 20r + 64 = (r + 4)(r + 16) = 0 com raízes —4 e —16, logo o 
movimento é superamortecido e a solução é 


х@ = ае“ + сег! 


Temos que x(0) = 0, logo c; + с = 0. Derivando, obtemos 


x'(t) = —4ce * — 16се '* 
entáo x(0) = —4c, — 16c, = 0,6 
Uma vez que c? = — сі, isso nos fornece 12c, = 0,6 ou c; = 0,05. Portanto 
x = 0,05(e ^ ** — ет!) E 


ШЕШ Vibrações Forcadas 


Suponha que, em adição à força restauradora e à força de amortecimento, o movimento da 
massa presa à mola seja afetado pela força externa F(t). Então, a Segunda Lei de Newton for- 
nece 


d?x : 
m de = força restauradora + força de amortecimento + força externa 


k O gu) 
= с 
ИР? 


Assim, em lugar da equação homogênea [3 |, o movimento da massa é agora governado pela 
seguinte equação diferencial não homogênea: 


5 E ND = FÀ 
ДР d Е 


О movimento da massa pode ser determinado pelos métodos da Seção 17.2. 
Uma força externa que ocorre comumente é uma função força periódica 


F(t) = Focos wot onde wo # о = y/k/m 


Nesse caso, e na falta de uma força de amortecimento (c = 0), será pedido no Exercício 9 que 
vocé use o método dos coeficientes indeterminados para mostrar que 


Fo 
[6] x(t) = cicos ot + cosen wt + z COS wot 


mlw — w 


A Figura 6 mostra o gráfico da função 
posição para o movimento superamortecido 
do Exemplo 2. 


0,03 


o “15 


FIGURA 6 
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interruptor 


FIGURA 7 


Se оо = о, então a frequência aplicada reforça a frequência natural e o resultado são vi- 
brações de grande amplitude. Esse é o fenômeno da ressonância (veja o Exercício 10). 


ШЕШ Circuitos Elétricos 


Nas Seções 9.3 e 9.5 usamos equações lineares e separáveis de primeira ordem para analisar 
circuitos elétricos que contêm resistor e indutor (veja a Figura 5 na Seção 9.3 e a Figura 4 na 
Seção 9.5) ou um resistor e um capacitor (veja o Exercício 29 na Seção 9.5). Agora que sa- 
bemos como resolver equações lineares de segunda ordem, estamos em posição de analisar o 
circuito mostrado na Figura 7, que contém uma força eletromotriz E (proporcionada pela pi- 
Iha ou gerador), um resistor R, um indutor L e um capacitor C, em série. Se a carga no capa- 
citor no instante г é О = Q(t), então a corrente é a taxa de variação de О em relação a t: 
I = dQ /dt. Como na Seção 9.5, é sabido da física que as quedas de voltagem no resistor, in- 
dutor e capacitor são dadas por 
RI L er 2 
dt C 


respectivamente. A lei de voltagem de Kirchhoff diz que a soma destas quedas de voltagem é 
igual à voltagem fornecida: 


dl 
L9 pap © = к) 
dt C 
Uma vez que / = dQ/dt, essa equação se torna 
d?Q ао 1 
7 L +R + = E(t 
а? d С 9 0 


que é uma equação diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes. Se a carga 
Qo e a corrente Jo forem conhecidas no instante 0, então temos as condições iniciais 


Q(0) = 0% Q'(0) = 10) = I 


e o problema de valor inicial pode ser resolvido pelos métodos da Seção 17.2. 
Uma equação diferencial para a corrente pode ser obtida derivando-se a Equação 7 em re- 
lação a t e lembrando que 1 = 40/4: 
а? dl 


1 
І—— +В + —1 = E(t) 
аі dt C 


ЭН Determine a carga e a corrente no instante t no circuito da Figura 7 se 
R = 40 Q, L = 1 H, C = 16 X 10* F, E(t) = 100cos 101 e a carga e a corrente inicial 
forem ambas 0. 


SOLUÇÃO Com os valores dados de L, R, C e E(t), a Equação 7 torna-se 


20 а0 
= + 40 + 6250 = 100 cos 101 
dt” dt 


A equação auxiliar é r? + 40r + 625 = 0 com raízes 


—40 + y —900 
= 


2 


= —20 + 15i 


de modo que a solução da equação complementar é 


Qt) = e?" (ci cos 15t + c sen 151) 
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Para o método dos coeficientes indeterminados, tentamos a solucáo particular 


Ot) = A cos 101 + B sen 10t 
Entáo О) = —10A sen 10t + 10B cos 10; 


Os (+) = — 1004 cos 107 — 100B sen 10t 
Substituindo na Equação 8, temos 


(— 1004 cos 10t — 100B sen 107) + 40(— 104 sen 10t + 10B cos 101) 


+ 625(A cos 10t + B sen 101) = 100 cos 101 
ou (525A + 400B) cos 10t + (—4004 + 525B) sen 101 = 100 cos 101 
Igualando os coeficientes, temos 
5254 + 400B = 100 21A + 168 — 4 


ou 
—400A + 525B = 0 —16A + 218 = 0 


A solução deste sistema é А = e B = £, logo, uma solução particular é 
Ot) = 55 (84 cos 101 + 64 sen 107) 


e a solução geral é 


Q(r = Q(t) + O,(1) 
= ec, cos15t + с sen 15t) + a5 (21 cos 101 + 16 sen 101) 


Impondo a condição inicial Q(0) = 0, obtemos 
84 _ EN 84 
Q(0) = + = 0 C1— — 67 
Para impormos a outra condição inicial, primeiro vamos derivar para determinar a corrente: 


do 


а e ?"[(—20c; + 15c2) cos 15t + (—15cı — 20с›) sen 15r] 
+ 85 (—21 sen 101 + 16cos 101) 
О) = —20с + 15e + ют = 0 == 


Assim, a fórmula para a carga é 


4 e t 
Q(t) — &7| 3 (—63 cos 15t — 116sen 157) + (21 cos 10t + 16 sen 107) 


e à expressáo para a corrente é 


KÀ = rule ?'(—1 920 cos 151 + 13 060 sen 157) + 120(—21 sen 101 + 16 cos 107)] 
[==] 
OBSERVAÇÃO 1 No Exemplo 3 a solução para Q(t) consiste em duas partes. Uma vez que 


e — ( quando t — © e tanto cos 15t quanto sen 15t são funções limitadas, 


ОД) = qae "(63 cos 15t — 116 sen 150) — 0 quando f — о 
Logo, para valores grandes de f, 


o(t) = Ot) = s; (21 cos 101 + 16 sen 107) 
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e, por essa razão, Q,(t) é denominada solução estacionária. A Figura 8 mostra uma compa- 


Е 9, racáo entre o gráfico de Q nesse caso e a solucáo estacionária. 
OBSERVAÇÃO 2 Comparando as Equações 5 e 7, vemos que matematicamente elas são idén- 
9 12 ticas. Isso sugere a analogia dada na tabela a seguir entre situações físicas que, à primeira vista, 
são muito diferentes. 
ne Sistema de molas Circuito elétrico 
х deslocamento Q carga 
FIGURA 8 dx/dt velocidade I = dQ/dt corrente 
m massa L indutáncia 
dx dis с amortecimento constante R resisténcia 
[5] m p Fc = E кх = Е(0) k constante da mola 1/C elastáncia 
E F(t) força externa E(t) força eletromotriz 
|] Rro EÀ 
dt? [o 


Podemos também transferir outras ideias de uma situação para outra. Por exemplo, a so- 
lucáo estacionária discutida na Obs. 1 faz sentido no sistema de massa-mola. E o fenómeno 
da ressonáncia no sistema de massa-mola pode ser proveitosamente transportado para circui- 
tos elétricos como ressonáncia elétrica. 


(У) Exercícios 


Uma mola tem comprimento natural 0,75 m e 5 kg de massa. Uma 
força de 25 N é necessária para manter a mola esticada até um 
comprimento de 1 m. Se a mola for esticada para um compri- 
mento de 1,1 m e então solta com velocidade 0, encontre a posi- 
ção da massa após t segundos. 


Uma mola com uma massa de 8 kg presa a ela é mantida esticada 
0,4 m além de seu comprimento natural por uma força de 32 N. A 
mola começa em sua posição de equilíbrio com velocidade inicial 
de 1 m/s. Localize a posição da massa em qualquer momento t. 


Uma mola presa a uma massa de 2 kg tem uma constante de amor- 
tecimento 14 e uma força de 6 N é necessária para manter a mola 
esticada 0,5 m além de seu comprimento natural. A mola é esticada 
1 m além de seu comprimento natural e então é solta com veloci- 
dade 0. Localize a posição da massa em qualquer momento t. 


Uma força de 13 N é necessária para manter uma mola presa a 
uma massa de 2 kg esticada 0,25 m além de seu comprimento na- 
tural. A constante de amortecimento da mola é c = 8. 


(a) Se a massa começa na posição de equilíbrio com velocidade 
de 0,5 m/s, encontre a posição no instante f. 

(b) Faça o gráfico da função posição da massa. 

Para a mola do Exercício 3, determine a massa que produziria 

amortecimento crítico. 

Para a mola do Exercício 4, determine a constante de amorteci- 


mento que produziria amortecimento crítico. 


Uma mola tem massa de 1 kg e a sua constante de mola é k 2100. 
A mola é liberada em um ponto 0,1 m acima da sua posição de 
equilíbrio. Faça os gráficos da função posição para os seguintes 


ES E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


valores da constante de amortecimento c: 10, 15, 20, 25, 30. Que 
tipo de amortecimento ocorre em cada caso? 


£8. А mola tem uma massa de 1 kg e a sua constante de amorteci- 


mento é c = 10. A mola começa a partir da sua posição de equi- 
líbrio a uma velocidade de 1 m/s. Faça os gráficos da função po- 
sição para os seguintes valores da constante de mola k: 10, 20, 25, 
30, 40. Que tipo de amortecimento ocorre em cada caso? 


9. Suponha que uma mola tenha uma massa m e constante de mola 
ke seja w = Ет. Suponha uma constante de amortecimento 
táo pequena que a forca de amortecimento seja desprezível. Se 
uma força externa F(t) = Fo cos wot for aplicada, onde wo 4 о, 
use o método dos coeficientes indeterminados para mostrar que 
o movimento da massa é descrito pela Equação 6. 


10. Como no Exercício 9, considere uma mola com uma massa m, 
constante da mola k e constante de amortecimento c = 0, e seja 
w = Vk/m. Se uma força externa F(t) = Focos wt for aplicada 
(a frequência aplicada é igual à frequência natural), use o método 
dos coeficientes indeterminados para mostrar que o movimento 
da massa é dado por 


x(t) = cı cos wt + c sen ot + Fo/2mot sen wt 


11. Mostre que se wo + о, mas w/wo é um número racional, então о 
movimento descrito pela Equação 6 é periódico. 
12. Considere uma massa presa a uma mola sujeita a uma força de 
atrito ou de amortecimento. 
(a) No caso de amortecimento crítico, o movimento é dado por 
=. t » rt zt . 
x = cie" + cate”, Mostre que o gráfico de x cruza o eixo t 
sempre que с; e c» tiverem sinais opostos. 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


(b) No caso de superamortecimento, o movimento é dado por 
x = cie" + coe", onde rı > r. Determine uma condição 
sobre os módulos relativos de c; e c» sob a qual o gráfico de 
x cruza o eixo і para um valor positivo de f. 


18. 
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A figura exibe um pêndulo com comprimento L e o ângulo 0 a 
partir da vertical do pêndulo. Pode ser mostrado que 0, como uma 
função do tempo, satisfaz a equação diferencial não linear 


do y 
13. Um circuito em série consiste em um resistor com R = 20 Q, um d? * L sen Ө = 
indutor com L = 1 H, um capacitor com C = 0,002 F, e uma pi- Р И | Р 
lha de 12 V. Se a carga inicial e a corrente forem 0, encontre а onde gea aceleração da gravidade. Pata valete pequenos den 
: podemos usar a aproximação linear sen 0 = 0 e então a equação 
carga e a corrente no instante f. . | | 
"M : . . diferencial se torna linear. 
14. Um circuito em série contém um resistor com А = 24 Q, um in- . a ; К 
: . (a) Determine a equacáo do movimento de um péndulo com 
dutor com L — 2 H, um capacitor com C — 0,005 F e uma pilha E 1 £5 ricigl 02 rad locidad 
o oe cae] comprimento 1 m se 0 é inicialmente 0,2 rad e a velocidade 
de 12 V. A carga inicial é Q A e a corrente inicial é 0. angular inicial é d6/dt = 1 rad/s. 
(a) Determine a carga e a corrente no instante 1. (b) Qual o ángulo máximo a partir da vertical? 
(b) Faça o gráfico das funções carga e corrente. (c) Qual o período do pêndulo (isto é, o tempo necessário para 
, pr Р E : ilaçã 2 
15. A pilha no Exercício 13 é substituída por um gerador produzindo uma oscilação completa)? m | 
uma voltagem de E(r) = 12 sen 10r. Determine a carga no ins- (d) Quando o pêndulo estará pela primeira vez na vertical? 
tante f (e) Qual a velocidade angular do péndulo quando ele está na 
. m , ns А vertical? 
16. A pilha no Exercício 14 é substituída por um gerador produzindo 


17. 


uma voltagem de E(t) = 12 sen 10t. 
(a) Determine a carga no instante t. 
(b) Faça o gráfico da função carga. 


Verifique se a solução para a Equação 1 pode ser escrita na forma 
x(t) = А cos(wt + ô). 


(Т Soluções em Séries 


Muitas equações diferenciais não podem ser resolvidas explicitamente em termos de combi- 
nações finitas de funções usuais simples. Isso é verdade mesmo para uma equação com apa- 
rência bem simples, como 


1 у= 2xy +у=0 


Todavia, é importante poder resolver equagóes como a que foi dada acima, pois elas surgem 
de problemas físicos, especialmente em conexão com a equação de Schródinger na mecánica 
quántica. Em tais casos, vamos usar o método das séries de poténcia, isto é, procuraremos por 
uma solucáo da forma 


у=/(х) = Y ax = су t eux + cx? + cx? se 
n=0 


O método é substituir essa expressáo na equacáo diferencial e determinar os valores dos 
coeficientes со, Cr, C2, ... . Essa técnica assemelha-se ao método dos coeficientes indetermi- 
nados, discutido na Segáo 17.2. 

Antes de usarmos as séries de poténcias para resolver a Equacáo 1, ilustraremos o método 
com uma equação mais simples, y” + y = 0, no Exemplo 1. Realmente já sabemos como re- 
solver essa equação pelas técnicas da Seção 17.1, contudo é mais fácil entender o método das 
séries de potências quando ele é aplicado a essa equação mais simples. 


ELIT Use séries de potências para resolver a equação y” + y = 0. 


SOLUÇÃO Vamos supor que haja uma solução da forma 


© 


у = су + сух + ох + сх + +++ = У с„х 
п=0 


п 
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Escrevendo os primeiros termos de [4]. 
você verá que são iguais a [3]. Para 
obtermos | 4 |, substituímos n porn + 2e 
começamos a somatória em O em vez de 2 


Podemos derivar a série de poténcias termo a termo. Assim 


y = с + 2с›х + 36x! + +++ = У, nex" 


п=1 


© 


3 у" = 2с› + 2: 3c3x + +++ = Y n(n — Dex"? 


n-2 


A fim de compararmos as expressóes de y e y" mais facilmente, reescrevemos y" como segue: 


4 y" = У (n + 2)(n + 1)с„+әх" 


n=0 


Substituindo as expressões nas Equações 2 e 4 na equação diferencial, obtemos 


У (п + 2)(п + сох" + У, сах" = 0 
п=0 п=0 
ои 


5 p Ки + 2)(n + Dc; + с„]х” = 0 


n=0 


Se duas séries de potências são iguais, então os coeficientes correspondentes devem ser 
iguais. Portanto, os coeficientes de x” da Equação 5 devem ser O: 


(n + 2)(п + Demo + с„= 0 


Cn 


(n + Dn + 2) 


n=0,1,2,3,... 


6 Сһ+2 = 


A Equação 6 é chamada relação de recorrência. Se со e cı forem conhecidos, essa equa- 
ção nos permite determinar os coeficientes restantes recursivamente, usando n = 0, 1, 2, 3, ... 
em sucessão. 


Co 
Usando n = 0: = — 
sando n C2 1.2 
[4] 
Usando л = 1: = — 
sando n C3 2.3 
Ca Co Co 
Usando n = 2: = = = 
SS 5773-4 12:344 4! 
Usando n — 3: cs = = “i = 
4*5 2:3:4+5 5! 
Usando n = 4: C6 = = ы = 
5.6 415.6 6! 
Usando n = 5: Ст = ©з „= "i 2 


6.7 516-7 7! 


Agora, já percebemos o seguinte padrão: 


Co 


(2n)! 


Para os coeficientes pares, c», = (—1)" 


С 
(2п + 1)! 


Para os coeficientes ímpares, сә„+: = (— 1)" 


Colocando esses valores па Equação 2, escrevemos а solução como 
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у = су + сіх + ex? + сзх? + сах“ + cx) +: 


х? x^ xê x^ 
- ==> paese [шту ds she 
“o 2, 4! 6! CD" (олу! 


x? x? х” х2"! 
+cilx + + (0) в: 
3! 5! 7! (2п + 1)! 


© х?" 0 2n+1 
=с 1)" tc =1)* ==>" 
m CD agi eos eU үт 
Observe que há duas constantes arbitrárias, co e ci. [i 


OBSERVAÇÃO 1 Reconhecemos as séries obtidas no Exemplo 1 como as séries de Maclau- 
rin para cos x e sen x. (Veja as Equações 11.10.16 e 11.10.15.) Portanto, podemos escrever a 
solucáo como 


у(х) = cocosx + cisenx 


Entretanto, em geral não somos capazes de expressar soluções das equações diferenciais em 
séries de potências em termos de funções conhecidas. 


[JURE Resolva y” — 2ху + y = 0. 


SOLUÇÃO Vamos supor que haja uma solução da forma 


Entáo у= nex" 
e y" = У n(n — Dex"? = У, (n + 2)(и + 1)с+әх" 
n-2 n=0 


como no Exemplo 1. Substituindo na equação diferencial, obtemos 


У (п + 2)(п + Denox” — 2x Y nox"  - Y ex" = 0 


n=0 n=1 n=0 


У (п + 2)(n + Dex" — Y 2nc,x" + Y сах" = 0 


n=0 n=1 n=0 


n=0 


aml n=0 


Essa equação estará satisfeita se o coeficiente de x” for 0: 


(n + 2)(n + Demo — Qn — De, = 0 


7 =. 0,1,2,3 
п = Cn n == E) $ E] к ш а. ЕШ 
"e n+ Da + 2) 
Resolvemos essa relação de recursáo usando n = О, 1, 2, 3, . . . sucessivamente na Equação 7: 
—1 
Usando n = 0: Cc = 1 20 
1 
Usando n = 1: сз = ci 


У, [n + 2)(n + De E (2n = 1)с„]х" =0 5 Zne" = p 2he,x" 
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3 3 3 
Jsando n — 2: = = 
Usando n C4 3 19 1-2.3.4°©° д © 
5 1+5 1-5 
Jsando n = 3: = E = 
Usando n = 3 C5 4.50 2.3.4.5 € 5! ci 
Usando n = 4: 7 _ 3-7 _ QT 
sando n — 4: C6 5 ge 45.6 9 6! Co 
Usand 5 9 1-5-9 1:5-9 
sando n = 5: = = = 
E DO ga” amer TR 
_ 11 3.7.11 
Usando л = 6: Cg = C6 = — Co 
7*8 8! 
A 13 1:5-9-13 
Usando n = 7: со = 8-9 Ст = Т Ci 


Em geral, os coeficientes pares são dados por 


Al - (An — 5) 
C2n (2n)! Co 
e os coeficientes ímpares são dados por 
1:5-9. +++ » (4n — 3) 
C2n = 
ue (2n + 1)! “i 
A solução é 
у = со + cix + ox? tox) + сах + 
1 3 3.7 3:7-11 
-af1- х= == xe =.) 
2! 4! 6! 8! 
| [145 a 1+5+9 , 1+5+9:13 | 
+ cilx + ХР + X^ 
3! 5! 7! 9! 
ou 
1 3.27 (4n — 5) 
8 = 1 2 2n 
y el 21 X 2 Qn)! | 
adl 5.9: (4n = 3) 2n+1 
$ + И [s 
als 2 (2n + 1)! 


OBSERVAÇÃO 2 No Exemplo 2, supusemos que a equação diferencial tivesse uma solução 
em série. Mas agora podemos verificar diretamente que a função dada pela Equação 8 é de fato 
uma solução. 


OBSERVAÇÃO 3 Ao contrário da situação do Exemplo 1, as séries de potências que surgem 
na solução do Exemplo 2 não definem funções elementares. As funções 


1 a gegere NE 
= 1 2 2п 
vit) no 2 (2n)! х 
ә тыб» д» „+ (4и — 3 
e нн dm 3 аы 


n=1 (2n + 1)! 
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são perfeitamente boas, entretanto não podem ser expressas em termos de funções familiares. 


Podemos usar essas expressões em série de potência de y, e y, para calcular os valores aproxi- 
mados das funções e até mesmo seus gráficos. A Figura 1 mostra as primeiras somas parciais 
To, T», Ta, . . . (polinômios de Taylor) para у(х), e vemos como eles convergem para у. Dessa 
maneira, podemos fazer ambos os gráficos de у, e y; na Figura 2. 


OBSERVAÇÃO 4 Se nos pedirem para resolver o problema de valor inicial 


y'—-2xy +у= 0 »(0) = 0 
devemos observar, do Teorema 11.10.5, que 
co = y(0) = 0 cı = у'(0) = 1 


Isso simplificaria os cálculos no Exemplo 2, uma vez que todos os coeficientes pares seriam 


0. A solução para o problema de valor inicial é 


9... «(4n — 3) 


edes 
х) =x + à (2n + 1)! 


¡PEO Exercícios 


2n+1 


(0) = 1 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


1-11 Use séries de potências para resolver a equação diferencial. 


1 у-у=0 2. у= ху 

3 у = х?у 4. (х – 3)у + 2у = 0 
5. у" + ху +у= 0 6. у= у 

7. (х= )у'+у = 0 8. у" = ху 

9. у= ху —y —0, у(0) = 1, у(0) = 0 


10. у” + xy = 0, у(0) = 1, y(0)=0 
1. y" +xy' + xy = 0, у(0) = 0, y(0)=1 


KH E necessário usar uma calculadora gráfica ou computador 


(2 Revisão 


. A solução do problema de valor inicial 


xy" + ху c x)?p = 0 y(0 = 1 y (0) = 0 

é chamada funcáo de Bessel de ordem 0. 

(a) Resolva o problema de valor inicial para determinar uma ex- 
pansáo em série de potências da função de Bessel. 

(b) Faça o gráfico de vários polinômios de Taylor até atingir um 
que pareça uma boa aproximação para a função de Bessel no 
intervalo [—5, 5]. 


1. As Homework Hints estáo disponíveis em www.stewartcalculus.com 


Verificacáo de Conceitos 


1. (a) Escreva a forma geral de uma equação diferencial linear de se- 
gunda ordem com coeficientes constantes. 
(b) Escreva a equação auxiliar. 
(c) Como você usaria as raízes da equação auxiliar para resolver 
a equação diferencial? Escreva a forma da solução para cada 
um dos três casos que podem ocorrer. 
2. (a) O que é um problema de valor inicial para uma equação dife- 
rencial de segunda ordem? 
(b) O que é o problema de contorno para tal equação? 
3. (a) Escreva a forma geral de uma equação diferencial linear de se- 
gunda ordem não homogênea com coeficientes constantes. 


(b) O que é a equação complementar? Como ela pode ajudar a re- 
solver a equação diferencial original? 

(c) Explique o funcionamento do método dos coeficientes inde- 
terminados. 

(d) Explique o funcionamento do método da variação dos pará- 
metros. 

Discuta duas aplicações das equações diferenciais lineares de se- 

gunda ordem. 

Como você usaria as séries de potência para resolver uma equa- 

ção diferencial? 
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Testes Verdadeiro-Falso 


Determine se a afirmação é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 3. A solução geral de y" — y = 0 pode ser escrita como 
por quê. Caso contrário, explique por que ou dê um exemplo que mostre que 
é falsa. y = cı cosh х + c;senh x 
1. Se yi e y; forem soluções de y" + y = 0, então y, + y; também "n : E : 
ў M - 4. A equação y" — y = е” tem uma solução particular da forma 
é uma solução da equação. ? 
2. Se y; e y; forem soluções de y" + 6y' + 5y =x, então Yp = Ае* 
сууу + с2 у também é uma solução da equação. 
Exercícios 
1-10 Resolva a equação diferencial. 17. Use séries de potências para resolver o problema de valor inicial. 
1. 4y"-y=0 y'*txy +у=0  y(0—0 у'(0)=1 
a , 18. Use а série de potência para resolver а equação 
2. y' - 2y' + 10y = 0 
y" owe xy' "Ee 2y — 0 
3. y"+3y=0 "E . А . 
19. Um circuito em série contém um resistor com R = 40 Q, um in- 
4 4y" +4y'+y=0 dutor com L = 2 H, um capacitor com C = 0,0025 F, e uma pi- 
P р 
а?у dy А lha de 12 У. A carga inicial é О = 0,01 C e a corrente inicial é 0. 
5. dx? t de Spec Encontre a carga no instante f. 
d 20. Uma mola com uma massa de 2 kg presa a ela tem uma constante 
y , dy 2 | 
б. d | 2 2y —x* de amortecimento 16 e uma forca de 12,8 N mantém a mola es- 
* ticada 0,2 m além de seu comprimento original. Determine a po- 
7. 4 y 2 dy Б у = xcosx sicáo da massa no instante se ela iniciar па posicáo de equilíbrio 
dx dx com velocidade de 2,4 m/s. 
а?у _ 21. Suponha que a Terra seja uma esfera sólida de densidade uniforme 
z + 4y = sen2x И 
ах com massa M e raio Ё = 6 370 km. Para uma partícula de massa 
а?у dy E. m a uma distância r a partir do centro da Terra, a força gravita- 
ы dx) dx бу=1+е cional que atrai a partícula para o centro é 
а? —GM, 
10. d +y=cossecx, 0 <х < т/2 p= 
dx r 
onde G é a constante gravitacional e M, é a massa de Terra den- 
11-14 Resolva o problema de valor inicial. tro-dewitiiscesfera de aao. 
"n D D —GMm 
11. ^ + бу = 0, y(1)=3, y(1) = 12 (а) Mostre que F, = i 
12. у" — 6y' + 25у = 0, y(0)=2, y(0)=1 (b) Suponha que um buraco ѕеја perfurado na Terra ао longo de 
13. y — 5у' + 4у = 0, y(0)=0, y(0)=1 um diámetro. Mostre que, se uma partícula de massa m cair a 
partir do repouso da superfície para dentro do buraco, entáo 
14. 9y"+y=3x+e*", y(0)=1, y(0)=2 


15-16 Resolva o problema de contorno, se possível. 


15. 
16. 


у" + 4y' + 29у = 0, y(0)=1, 
у" + 4у' + 29у = 0, y(0)=1, 


у(т) = -1 
y(r) = —e7* 


a distância у = y(t) da partícula a partir do centro da Terra no 
instante г é dada por 


y'() = kye) 
onde k? = GM/R? = g/R. 
(c) Conclua, a partir da parte (b), que a partícula está submetida 
a um movimento harmónico simples. Encontre o período T. 
(d) Com que velocidade a partícula passa pelo centro da Terra? 
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ES Números, Desigualdades e Valores Absolutos 


FIGURA 1 


O cálculo baseia-se no sistema de números reais. Comegamos com os inteiros: 
a 73 —2, = 0, 1, 2, 3, 4, 


Entáo, construímos os números racionais, que sáo as razóes de inteiros. Assim, qualquer nú- 
mero racional r pode ser expresso como 


m А s 
r=— onde m e n são inteiros e n # 0 


Os exemplos sáo 


= 46-5 0,17 = 15 


юе 


(Lembre-se de que a divisáo 0 sempre é descartada, portanto expressóes como ¿ ef são inde- 
finidas.) Alguns números reais, como V2, não podem ser expressos como a razão de núme- 
ros inteiros e são, portanto, chamados números irracionais. Pode ser mostrado, com variado 
grau de dificuldade, que os números a seguir são irracionais: 


JA 4/5 qa T sen 1? logio 2 


O conjunto de todos os números reais é geralmente denotado pelo símbolo R. Quando usar- 
mos a palavra número sem qualificativo, estaremos nos referindo a um “número real”. 

Todo número tem uma representação decimal. Se o número for racional, então a dízima 
correspondente é repetida indefinidamente (periódica). Por exemplo, 


1 — 0,5000... = 0,50 2 = 0,66666 ... = 0,6 
157 = 0317171717... = 0317 ? = 1,285714285714... = 1,285714 


(A barra indica que a sequéncia de dígitos se repete indefinidamente.) Caso contrário, se o ná- 
mero for irracional, a dízima n&o será repetitiva: 


VZ = 1,414213562373095... т = 3,141592653589793 ... 


Ao pararmos a expansáo decimal de qualquer námero em uma certa casa decimal, obtemos 
uma aproximação dele. Por exemplo, podemos escrever 


т = 3,14159265 


onde o símbolo = deve ser lido como “é aproximadamente igual a”. Quanto mais casas deci- 
mais forem mantidas, melhor será a aproximação obtida. 

Os números reais podem ser representados por pontos sobre uma reta, como na Figura 1. 
A direção positiva (à direita) é indicada por uma flecha. Escolhemos um ponto de referência 
arbitrário, O, denominado origem, que corresponde ao número real 0. Dada qualquer unidade 
conveniente de medida, cada número positivo x é representado pelo ponto da reta que está a 
x unidades de distância, à direita, da origem e cada número negativo —x é representado pelo 
ponto sobre a reta que está a x unidades de distância, à esquerda, da origem. Assim, todo nú- 
mero real é representado por um ponto sobre a reta, e todo ponto P sobre a reta corresponde 
a um único número real. O número real associado ao ponto P é chamado coordenada de P, 
e a reta é dita então reta coordenada, ou reta dos números reais, ou simplesmente reta real. 
Frequentemente, identificamos o ponto com sua coordenada e pensamos em um número como 
um ponto na reta real. 


[S 


Os nümeros reais sáo ordenados. Dizemos que a é menor que b e escrevemos a « b se 
b — a for um número positivo. Geometricamente, isso significa que a está à esquerda de b so- 
bre a reta real. (De maneira equivalente, dizemos que b é maior que a e escrevemos b > a.) 
O símbolo a = b (ou b = a) significa que a < b oua = b e deve ser lido como “a é menor 
ou igual a b”. Por exemplo, são verdadeiras as seguintes desigualdades: 


2. 2 


А seguir, vamos precisar usar a notação de conjunto. Um conjunto é uma coleção de ob- 
jetos, chamados elementos do conjunto. Se S for um conjunto, a notação a € S significa que 
a é um elemento de S, e a É S significa que a não é um elemento de S. Por exemplo, se Z re- 
presenta o conjunto dos inteiros, então —3 Є Z, mas т Є Z. Se S е Т forem conjuntos, então 
sua união, 5 U T, é o conjunto que consiste em todos os elementos que estão em 5 ou T (ou 
ambos, S e Т). A intersecção de S e T é o conjunto 5 N T consistindo em todos os elementos 
que estão em S e em Т. Em outras palavras, S П Т é a parte comum de $ e T. O conjunto va- 
zio, denotado por @, é o conjunto que não contém nenhum elemento. 

Alguns conjuntos podem ser descritos listando-se seus elementos entre chaves. Por exem- 
plo, o conjunto A consistindo em todos os inteiros positivos menores que 7 pode ser escrito 
como 


7<74<7,5 -3 > -r /2 a 2<2 


A = {1, 2,3,4, 5, 6} 
Podemos também descrever A na notação construtiva de conjuntos como 
А = {x|x é um inteiro e 0 < x < 7} 


que deve ser lido “A é o conjunto dos x tal que x é um inteiro e 0 < x < 7". 


ШЕШ Intervalos 


Certos conjuntos de números reais, denominados intervalos, ocorrem frequentemente no cál- 
culo e correspondem geometricamente a segmentos de reta. Por exemplo, se a < b, o inter- 
valo aberto de a até b consiste em todos os números entre a e b e é denotado pelo símbolo 
(a, b). Usando a notação construtiva de conjuntos, podemos escrever 


(a, b) = {x|a < x < b} 


Observe que as extremidades do intervalo, isto é, a e b, estão excluídas. Isso é indicado pelos 
parênteses ( ) e pelas bolinhas vazias na Figura 2. O intervalo fechado de a até b é o conjunto 


La, b] = {х|а & x « b} 


Aqui, as extremidades do intervalo estão incluídas. Isso é indicado pelos colchetes [ ] e pelas 
bolinhas cheias na Figura 3. Também é possível incluir somente uma extremidade em um in- 
tervalo, conforme mostrado na Tabela 1. 


= 


Tabela de Intervalos 


Notação Descrição do conjunto Ilustração 
(a, b) {xla € x « b) — —— NU " 
a b 
[а, b] {х|а sx = by ———— MÀ —— 
a b 
[a, b) {xla S x< b} 
a b 
(a, b] ix|a € x « b) Sm. 
a b 
(a, oc) {х|х > a ó 
a 
la, oo) {х|х = a) Ss... 
a 
(—o, b) {х|х < b) — a 
b 
(—%, b] {х|х < bj —— PN 
b 
(—00, о) R (conjunto dos números reais) JD ER 
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> — —————————>» 


a b 


FIGURA 2 
Intervalo aberto (a, Б) 


— oe —— 


a b 


FIGURA 3 
Intervalo fechado [a, b] 


A Tabela 1 dá uma lista dos nove tipos 
possíveis de intervalos. Em todos os casos, 
sempre presumimos que a < b. 
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E necessário também considerar intervalos infinitos, como 
(a, х) = (x|x > a) 


Isso não significa que o (“infinito”) seja um número. A notação (a, o») representa o conjunto 
de todos os números maiores que a; dessa forma, o símbolo o indica que o intervalo se estende 
indefinidamente na direção positiva. 


ШЕШ Desigualdades 


Quando trabalhar com desigualdades, observe as seguintes regras: 


2| Regras para Desigualdades 


1. Ѕеа < b,entioa t c « b + c. 
2. Sea« bec «d,ent&oa * c « b +d. 
3 беа < рес > 0, entáo ac < bc. 
4 беа < рес < 0,então ac > bc. 


5. бе 0 « a < №, entáo 1/а > 1/b. 


A Regra 1 diz que podemos adicionar qualquer número a ambos os lados de uma desi- 
gualdade e a Regra 2 diz que duas desigualdades podem ser adicionadas. Porém, devemos ter 
cuidado com a multiplicação. A Regra 3 diz que podemos multiplicar ambos os lados de uma 
desigualdade por um número positivo, mas a Regra 4 diz que se multiplicarmos ambos os la- 

Ø dos de uma desigualdade por um número negativo, então inverteremos o sentido da desigual- 
dade. Por exemplo, se tomarmos a desigualdade 3 < 5 e multiplicar por 2, obtemos 6 < 10, 
mas se multiplicarmos por —2, obtemos —6 > — 10. Por fim, a Regra 5 diz que se tomarmos 
recíprocos, então inverteremos o sentido de uma desigualdade (desde que os números sejam 
positivos). 


ЗЛА Resolva a inequação 1 + x < 7x + 5. 


SOLUÇÃO A desigualdade dada é satisfeita por alguns valores de x, mas não por outros. 
Resolver uma inequação significa determinar o conjunto dos números x para os quais a desi- 
gualdade é verdadeira. Isto é conhecido como conjunto solução. 

Primeiro, subtraímos 1 de cada lado da desigualdade (usando a Regra 1 com c = — 1): 


x< Tx +4 
Então subtraímos 7x de ambos os lados (Regra 1 com c = —7x): 
—6x «4 


Vamos dividir agora ambos os lados por —6 (Regra 4 com c — — 5): 


WIN 


4_ 
Xm == = 


Esses passos podem ser todos invertidos; dessa forma, o conjunto solugáo consiste em todos os 
4 : 2 = : mazos 2 
números maiores que — 5. Em outras palavras, a solucáo da inequacáo é o intervalo (- 3» oo. 
EEE 


AAA Resolva as inequações 4 = 3x — 2 < 13. 


SOLUÇÃO Aqui o conjunto solução consiste em todos os valores de x que satisfazem a ambas 
as desigualdades. Usando as regras dadas em | 2 |, vemos que as seguintes desigualdades são 
equivalentes: 


4x3x —2 < 13 
6zx3x < 15 (adicione 2) 
2=х< 5 (divida por 3) 


Portanto, o conjunto solução é [2, 5). 


БҮЛЕ Resolva a inequação x? — 5x + 6 < 0. 
SOLUÇÃO Primeiro vamos fatorar o lado esquerdo: 
(x = 2x — 3) <0 


Sabemos que a equação correspondente (x — 2)(x — 3) = 0 tem as soluções 2 e 3. Os nú- 
meros 2 e 3 dividem o eixo real em três intervalos: 


(—%, 2) (2, 3) (3, ©) 


Em cada um desses intervalos, determinamos os sinais dos fatores. Por exemplo, 


x€(-92) > x«2 > x-2«0 
Vamos então registrar esses sinais na seguinte tabela: 
Intervalo x—2 x—3 (x — 2)(x — 3) 
х<2 - - + 
2<x<3 + = = 
x>3 + F F 


Outro método para obter a informação da tabela é usar valores-teste. Por exemplo, se usar- 
mos o valor-teste x = 1 para o intervalo (—%, 2), então, substituindo em x? — 5x + 6, obte- 
remos 


P-51-46-22 
O polinômio x? — 5x + 6 não muda de sinal dentro de cada um dos três intervalos; logo, con- 
cluímos que é positivo em (—, 2). 
Então, vemos a partir da tabela que (x — 2)(x — 3) é negativo quando 2 < x < 3. Assim, 
a solução da inequação (x — 2)(x — 3) = 0 é 
{х|2 = x < 3) = [2,3]. 


Observe que incluímos as extremidades 2 e 3, pois estávamos procurando os valores de x 
tais que o produto fosse negativo ou zero. A solução está ilustrada na Figura 5. EE 


ЭЛЯ ЕГИ Resolva x? + 3x? > 4x. 


SOLUÇÃO Primeiro deixamos todos os termos não nulos de um lado do sinal de desigualdade 
e então fatoramos a expressão resultante: 


х? + 3x? – 4x > 0 ou x(x = D(x + 4) > 0 


Como no Exemplo 3, resolvemos a equação correspondente x(x — 1)(x + 4) = 0 e usamos 
as soluções x 4, x = 0e x = 1 para dividir a reta real nos quatro intervalos (—%, —4), 
(—4, 0), (0, 1) e (1, ©). Em cada intervalo o produto mantém um sinal constante, conforme 
mostra a tabela: 


Intervalo х xc x+4 x(x — D(x + 4) 


x«-—4 — x 
-—4<х<0 = Е + + 
0 <х<1 + = + = 
х>1 + + + + 
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O método visual de resolver o Exemplo 3 é 
usar uma ferramenta gráfica para esboçar a 
parábola y = x? — 5x + 6 (como na 
Figura 4) e observar que a curva está sobre 
ou abaixo do eixo x quando 2 « x < 3. 


YA 
0 
FIGURA 4 
+ x + 
+  — » 
0 2 3 Y 
FIGURA 5 
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FIGURA 6 


Lembre-se de que se a for negativo, então 
—a será positivo. 


Vemos a partir da tabela que o conjunto solucáo é 
{х|-4 < x < 0 ou x > 1) = (-4, 0) U (1,00) 
A solução está ilustrada na Figura 6. Em 


ES Valor Absoluto 


O valor absoluto de um námero a, denotado por | a 
distâncias são sempre positivas ou nulas, temos 


, é a distância de a até O na reta real. Como 


la/=0 рага todo número a. 
Por exemplo, 
Bl=3 |-3]-3 101=0 j42-1]-42-1 |3=m=m-3 
Em geral, temos 
3 |а| = а se аг 0 
|а| = =a ѕеа < 0 


TENA Expresse | 3х — 2 | sem usar o símbolo de valor absoluto. 
SOLUCAO 


3x—2 se 3x-2=0 
i-a 


—(3x — 2) se 3x-2<0 
| )3х—2 sexi 
2—3x sex«i 


Lembre-se de que o símbolo y/” significa “raiz quadrada positiva de”. Então yr — s sig- 
nifica 52 = res > 0. Portanto, a equação Va? = anão é sempre verdadeira. Só é verdadeira 
quando a = 0. Sea < 0, então —a > 0, portanto obtemos ya? = —a. Em vista de | 3 |, te- 
mos entáo a equacáo 


4 ya? = |а| 


que é verdadeira para todos os valores de a. 
As sugestões para as demonstrações das propriedades a seguir serão dadas nos exercícios. 


5 | Propriedades dos Valores Absolutos Suponhamos que a e b sejam números reais 
quaisquer e n um inteiro. Então 


1. |ab| = |а||Ь| 2. 3. la"| = |a|" 


Para resolver as equações e as inequações envolvendo valores absolutos, é frequentemente 
muito útil usar as seguintes afirmações. 


6| Suponha a > 0. Então 


x= ta 


-а<х<а 


4 |х| = а ѕееѕотепіе se 
5. |х| «a 


в. |х| >а 


se e somente se 


se e somente se x-a ou x «€ —a 


Por exemplo, a desigualdade | x | < a diz que a distância de x à origem é menor que a, e você 
pode ver a partir da Figura 7 que isso é verdadeiro se e somente se x estiver entre —a e a. 

Se a e b forem números reais quaisquer, então a distância entre a e b é o valor absoluto da 
diferença, isto é, |a — b|, que também é igual a |b — a |. (Veja a Figura 8.) 


БИ ШЇ Resolva |2х - 5| = 3. 
SOLUÇÃO Pela Propriedade 4 de | 6 |, 


2x — 5| = 3 é equivalente a 


2x —5—3 ou 2х — 5 = —3 


Logo, 2х = 8 ou 2x = 2. Assim, x = 4 ou x = 1. EE 


ETNIA Resolva |х — 5| < 2. 
SOLUÇÃO 1 Pela Propriedade 5 de [6], 


x — 5| < 2 é equivalente a 
=2<х—5<2 

Assim, adicionando 5 a cada lado, temos 

3<x<7 


e o conjunto solução é o intervalo (3, 7). 


SOLUÇÃO 2 Geometricamente, o conjunto solução consiste em todos os números x cuja dis- 
tância de 5 é menor que 2. Pela Figura 9, vemos que este é o intervalo (3,7). EN 


BERTA Resolva |3x + 2| > 4. 
SOLUCAO Pelas Propriedades 4 e 6 de [e]. 


3x + 2| > 4 é equivalente a 


Зх +2 2 4 ou 3x+2= —4 


. . 2 
No primeiro caso 3x = 2, o que resulta em x = 3. No segundo caso 3x = —6, o que resulta 
em x = —2. Logo, o conjunto solução é 


[x|x <= -2 ou x 21] = (7e, -2] U [3, о) С 


Outra propriedade importante do valor absoluto, denominada Desigualdade Triangular, é 
frequentemente usada nào apenas no cálculo, mas em geral em toda a matemática. 


A Desigualdade Triangular Se a e b forem quaisquer números reais, então 


[a * b| = |а| + |b] 


Observe que se os nümeros a e b forem ambos positivos ou negativos, entáo os dois lados 
na Desigualdade Triangular serão realmente iguais. Mas se a e b tiverem sinais opostos, o lado 
esquerdo envolve uma subtracáo, ao passo que o lado direito, nào. Isso faz com que a Desi- 
gualdade Triangular pareca razoável, mas podemos demonstrá-la da forma a seguir. 

Observe que 


-|a| «a < la] 

é sempre verdadeira, pois a é igual a |a | ou — |a |. A afirmação correspondente a b é 
-|b|<b=< |b] 

Somando-se essas desigualdades, obtemos 


-([a| + |b|) &a-* b «|a| + |b] 


APÉNDICES A1 


a >|< a >l 
a x B a 
xi 
FIGURA 7 
ав 
b a 
p= la-b|——] 
a b 
FIGURA 8 


Comprimento de um segmento de 
reta = |a — b | 


pem ipm em 
—— do ++ 

3 5 7 
FIGURA 9 


A8 
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Se aplicarmos agora as Propriedades 4 e 5 (com x substituído por a + bea por |а| + |b 


obteremos 


que é o que queríamos mostrar. 


), 


[a * b| < |а| + |b] 


ЭЛЯ Se|x — 4| < O.1e|y — 7| < 0,2, use a Desigualdade Triangular para estimar 


| x 4 y) = 11]. 


SOLUÇÃO A fim de usarmos a informação fornecida, utilizamos a Desigualdade Triangular 


сота = х – 4ер = у – 7: 


Logo, 


ES Exercícios 


1-12 Reescreva a expressáo sem usar o símbolo de valor absoluto. 


1. 


o mM єс өз 


11. 


lx + y) — 11) =|(x — 4) +(у—7)| 


| =] & |y - 7| 
« 0,1 + 0,2 = 0,3 


| (x 4-y) = 11] <0,3 


5 — 23| 2. |5| - | -23| 
=a] 4 |m- 2 | 
5-5] & [|-2| - 1-31 
x—-2| sex<2 8 |x-2] sex>2 
x I| 10. |2x — 1| 

x? * 1| 12. |1 - 2x7] 


13-38 Resolva a inequacáo em termos de intervalos e represente o con- 


junto solução na reta real. 


40. 


M. 


42. 


sius e F é a temperatura em graus Fahrenheit. Qual é o intervalo 

sobre a escala Celsius correspondente à temperatura no intervalo 

50 < F x95? 

Use a relação entre C e F dada no Exercício 39 para determinar 

o intervalo na escala Fahrenheit correspondente à temperatura no 

intervalo 20 « C x 30. 

À medida que sobe, o ar seco se expande, e ao fazer isso se res- 

fria a uma taxa de cerca de 1 °С para cada 100 m de subida, até 

cerca de 12 km. 

(a) Se a temperatura do solo for de 20 °С, escreva uma fórmula 
para a temperatura a uma altura A. 

(b) Que variação de temperatura você pode esperar se um avião 
decola e atinge uma altura máxima de 5 km? 

Se uma bola for atirada para cima do topo de um edifício com 

30 m de altura com velocidade inicial de 10 m/s, então a altura 

h acima do solo t segundos mais tarde será 


h = 30 + 10r — 51° 


Durante que intervalo de tempo a bola estará no mínimo a 15m 
acima do solo? 


43-46 Resolva a equação para x. 


13. 2x * 7 23 14. 3x- 11 < 4 
15. 1-x<2 16. 4 – 3х 2 6 
17. 2x + 1 < 5x - 8 18. 1 + 5х > 5 — Xx 
19. -1«2x»—-5 €7 20. 1< 3х * 4 « 16 
21. 0=1-х<1 22. 5 =3 – 2х = 9 
23. Ax < 2x + 1« 3x + 2 24. Ox - 3« x +4 « 3x — 2 
25. (x — Dx - 2220 26. (2x + 3(x— 1) «0 
21. 23x +x<1 28. х2 «2x +8 
29. х'+х+1>0 30. x2+x>1 
31. x2 «3 32. х? 2 5 
33. х х2 <0 
34. (х + Dx – 2(x + 3) 20 
35. х? >x 36. х? + 3x < Ax? 
31 «4 38. enge 
x x 
39. A relação entre as escalas de temperatura Celsius e Fahrenheit é 


dada por C = $(F — 32), onde C é a temperatura em graus Cel- 


43. |2х| 53 44. |30 + 5| = 1 

45. |х 3| = [2+ 1| ul es 
x+1 

41-56 Resolva a inequação. 

gl. |x| «3 48. |x| 23 

49. x — 4| <1 50. |x — 6| < 0,1 

51. |x+5|=2 52. |x 1| 23 

53. |2x — 3| = 04 54. |5x - 2| « 6 

55 1«|x| «4 56. 0 < |х —5| <; 


APÉNDICES A9 
57-58 Isole x, supondo que a, b e c sejam constantes positivas. 64. Use a Regra 3 para comprovar a Regra 5 de | 2 |. 
57. a(bx — c) 2 bc 58. a € bx - c < 2a 65. Demonstre que | ab | = |a|| |. [Dica: Use a Equação 4.] 
59-60 Isole x, supondo que a, b e c sejam constantes negativas. 66. Demonstre que A — | s | . 
59. ax - b «c 60. ер xb 67. Mostre que se 0 < a < b, então a? < b?, 
E 
68. Demonstre que |x — y| > |х| — | y|. [Dica: Use a Desigual- 


61. Suponha que |x — 2| < 0,01 e |y — 3| < 0,04. Use a Desi- 
gualdade Triangular para mostrar que | (x y) — 5| « 0,05. 


62. Mostre que se | х + 3| < 5, então |4x + 13| < 3. 


70. (a) A soma de dois números irracionais é sempre irracional? 


dade Triangular coma =x – уер = y.] 


nais são números racionais. 


69. Mostre que a soma, a diferença e o produto dos números racio- 


b (b) O produto de dois números irracionais é sempre irracional? 


a + 
63. Mostre que se a < b, então a < E « b. 


EM Geometria Analítica e Retas 


Da mesma forma que os pontos sobre uma reta podem ser identificados com números reais 
atribuindo-se a eles coordenadas, conforme descrito no Apêndice A, também os pontos no plano 
podem ser identificados com pares ordenados de números reais. Vamos começar desenhando 
duas retas coordenadas perpendiculares que se interceptam na origem O de cada reta. Geral- 
mente uma reta é horizontal com direção positiva para a direita e é chamada reta x; a outra reta 
é vertical com direção positiva para cima e é denominada reta y. 

Qualquer ponto P no plano pode ser localizado por um par ordenado de números exclusi- 
vos como a seguir. Desenhe as retas pelo ponto P perpendiculares aos eixos x e y. Essas retas 
interceptam os eixos nos pontos com as coordenadas a e b como mostrado na Figura 1. En- 
tão ao ponto P é atribuído o par ordenado (a, b). O primeiro número a é chamado de coorde- 
nada x (ou abscissa) do P; o segundo número b é chamado de coordenada y (ou ordenada) 
de P. Dizemos que P é o ponto com as coordenadas (a, b) e denotamos o ponto pelo símbolo 
P(a, b). Na Figura 2 estão vários pontos com suas coordenadas. 


J^ YA 
"ER. | Pla, b) 44 
34 34 wi) 
É 4l d X El 
14 11 mo 
+ + + + + + x + + > + + + + + + + + > 
-3-22310| 1 2 314 5 * 3210 12 34 5* 
=] | =1 
-24 . -24 
ш IV (3, -2) 
—3 Е И —3 ER 
-44 —4 4 e (2, —4) 
FIGURA 1 FIGURA 2 


Ao revertermos o processo anterior, podemos começar com um par ordenado (a, b) e che- 
gar ao ponto correspondente P. Muitas vezes, identificamos o ponto com o par ordenado (a, 
Б) e nos referimos ao “ponto (a, b)". [Embora a notação usada para um intervalo aberto (a, b) 
seja a mesma usada para o ponto (a, b), você será capaz de distinguir pelo contexto qual o 
significado desejado.] 

Esse sistema de coordenadas é dito sistema coordenado retangular ou sistema de coor- 
denadas cartesianas, em homenagem ao matemático René Descartes (1596-1650), embora 
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outro francés, Pierre Fermat (1601-1665), tenha inventado os princípios da geometria analí- 
tica ao mesmo tempo que Descartes. O plano fornecido por esse sistema de coordenadas, de- 
nominado plano coordenado ou cartesiano, é denotado por К. 

Os eixos x e y sáo chamados eixos coordendos e dividem o plano cartesiano em quatro 
quadrantes denotados por I, II, III, e IV na Figura 1. Observe que o primeiro quadrante con- 
siste nos pontos com coordenadas x e y positivas 


sg fW Descreva e esboce as regiões dadas pelos seguintes conjuntos. 

(а) (0,5) |220) Owh «o lo y]b|<1) 

SOLUÇÃO 

(a) Os pontos cujas coordenadas x são O ou são positivas estão situados no eixo y ou à direita 
dele, como indicado pela região sombreada da Figura 3(a). 


y^ JA YA 
| y=1 у=1 
0 х 0 x 0 x 
Н EN 
FIGURA 3 (а) х 20 (6) у= 1 (с) |y|<1 


(b) О conjunto de todos os pontos com coordenada y igual a 1 ё uma reta horizontal uma uni- 
dade acima do eixo x [veja a Figura 3(b)]. 
(c) Lembre-se, do Apéndice A, de que 


ly] <1 seesomentese | -1«yc«l 


A região dada consiste naqueles pontos do plano cuja coordenada y está entre — 1 e 1. Assim, 
a região consiste em todos os pontos que estão entre (mas não sobre) as retas horizontais y = 1 
ey = — 1. [Essas retas estão mostradas como retas tracejadas na Figura 3(c) para indicar que 
os pontos sobre essas retas não estão no conjunto.) E 


Lembre-se, a partir do Apêndice A, de que a distância entre os pontos a e b sobre o eixo 
y. + Рх» уз) real é |a — b| = |b — a |. Portanto, a distância entre os pontos Pi(xi, yi) e Ps(x», yi) sobre 
uma linha horizontal deve ser | x» — xı | e a distância entre P»(x», y2) e Ps(x», yi) sobre uma 
Рх, у) linha vertical deve ser | y, — yı |. (Veja a Figura 4.) 

э} — Paaa y) Para encontrarmos a distância | Р.Р; | entre dois pontos quaisquer Pi(xi, ут) e P2(x2, y2), 
= е xil 2 pies observamos que o triângulo РРР; na Figura 4 é retângulo e, portanto, pelo Teorema de Pi- 


> 
0 x x3 *  tágoras, temos 


|»: x y] 


FIGURA 4 |РІР,| = VIPP: |> + [РР |? = М] х» =] + [y2 а] 


= Мол) + (уз — у) 


— 


Fórmula de Distância A distância entre os pontos Pi(xi, yi) e Pa(x», у) é 


[Р\Р›| = VG = ху)? + n — y? 


ЭХЭ A distância entre (1, —2) e (5, 3) ё 


J(5 = 12 + [3 - (C2)? = /42 + 52 = y41 [s] 


E Retas 


Desejamos encontrar uma equação para uma dada reta L; essa equação é satisfeita pelas coor- 
denadas dos pontos em L e por nenhum outro ponto. Para encontrarmos a equação de L, usa- 
mos sua inclinação, que é uma medida do grau de declividade da reta. 


2| Definição A inclinação (ou coeficiente angular) de uma reta não vertical que passa 


pelos pontos Pi(x1, yi) e P2(x>, у) É 


Ay у-у 
Ax X2— Xi 


A inclinação de uma reta vertical não está definida. 


Assim, a inclinação de uma reta é a razão da variação em y, Ay, e da variação em x, Ax. 
(Veja a Figura 5.) A inclinação é, portanto, a taxa de variação de y com relação a x. O fato de 
tratar-se de uma reta significa que a taxa de variação é constante. 

A Figura 6 mostra várias retas acompanhadas de suas inclinações. Observe que as retas com 
inclinação positiva inclinam-se para cima à direita, enquanto as retas com inclinação negativa 
inclinam-se para baixo à direita. Observe também que as retas mais íngremes são aquelas para 
as quais o valor absoluto da inclinação é maior, e que uma reta horizontal tem inclinação zero. 

Agora determinemos uma equação da reta que passa por um determinado ponto Pi(x1, yi) 
e tem inclinação m. Um ponto Р(х, y) com x 3 ху está nesta reta se e somente se a inclinação 
da reta por P, e P for igual a т; isto é, 


уе EL 
>> —m 
X — Xi 


Essa equação pode ser reescrita na forma 
у-у = т(х — x) 


e observamos que essa equação também é satisfeita quando x = x; e y = yı. Portanto, ela é 
uma equação da reta dada. 


3 | Equação de uma Reta na Forma Ponto-Inclinacáo Uma equação da reta passando pelo 


ponto Pi(x1, yi) e tendo inclinação m é 


у-у = m(x — xi) 


BETE Determine uma equação da reta por (1, —7) com inclinação — 3. 


SOLUÇÃO Usando |3 | com m = =3, xı = ley; = —7, obtemos uma equação da reta como 


que pode ser reescrita como 


2y + 14 = -x *1 ou x+2y+13=0 EE 


Э) Determine uma equação da reta que passa pelos pontos (— 1, 2) e (3, —4). 
SOLUÇÃO Pela Definição 2, a inclinação da reta é 


_ 74-2 | 3 
3 —(—1) 2 


т 


Usando a forma ponto-inclinação com x, = —1 e y, = 2, obtemos 


УА 
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Ах= х, – хү 


= caminhar 
0 
FIGURA 5 
YA m=5 
/ m=2 
m=1 
ed 
"n 


FIGURA 6 
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que se simplifica para 3x + 2у = EEE 


Suponha que uma reta não vertical tenha inclinação m e intersecção com o eixo y igual a 
b. (Veja a Figura 7.) Isso significa que ela intercepta o eixo y no ponto (0, b), logo, a equação 
da reta na forma ponto-inclinação, com x, = 0 e y, = b, torna-se 


у = b=m(x-— 0) 


PIGURA: Isso pode ser simplificado como a seguir. 


4 | Equação de uma Reta na Forma Inclinacáo-Interseccáo com o Eixo Uma equação da reta 
com inclinação m e intersecção com o eixo y em b é 


y=mx +b. 


Em particular, se a reta for horizontal, sua inclinação é m = 0, logo sua equação é y = b, 
onde b é a intersecção com o eixo y. (Veja a Figura 8.) Uma reta vertical não tem uma inclina- 


Е ção, mas podemos escrever sua equação como х = a, onde a é a intersecção com o eixo x, pois 
" a coordenada x de todo ponto sobre a reta é a. 
0 в * Observe que a equação de toda reta pode ser escrita na forma 
FIGURA 8 5 Ax + By + C=0 
porque uma reta vertical tem a equação x = a ou x — a —0(A— 1, В = 0, С a) e uma 
reta não vertical tem a equação y = mx + b ou -mx + y – Б = 0 (А = –т, В = 1, 
С = —b). Reciprocamente, se começarmos com uma equação geral de primeiro grau, isto é, 


uma equação da forma [5] onde A, B e C são constantes e A e B não são ambos О, então po- 
demos mostrar que ela é a equação de uma reta. Se B = 0, a equação torna-se Ax + C = 0 


ou x = —C/A, que representa uma reta vertical com intersecção com o eixo x em —C/A. Se 
B 5 0, a equação pode ser reescrita isolando-se y: 
A C 
ли ат 


e reconhecemos isso como a equação de uma reta na forma inclinação-intersecção com o eixo 
(m = —A/B, b = —C/B). Portanto, uma equação da forma | 5 | é chamada equação linear ou 
equação geral de uma reta. Para resumirmos, nos referimos frequentemente “à reta 
Ax + By + С = 0” em vez de “à reta cuja é Ax + By + C = 0”. 


Sgt Esboce o gráfico da função 3x — 5у = 15. 


SOLUÇÃO Uma vez que a equação é linear, seu gráfico é uma reta. Para desenharmos o gráfico, 
podemos simplesmente determinar dois pontos sobre a reta. É fácil determinar as intersecções 
com os eixos. Substituindo y = O (a equação do eixo x) na equação dada, obtemos 3x = 15, 
portanto x = 5 é a intersecção com o eixo x. Substituindo x = 0 na equação, vemos que a inter- 
secção com o eixo y é —3. Isso nos permite esboçar o gráfico na Figura 9. E 


FIGURA 9 


Sgt Represente graficamente a inequação x + 2y > 5. 


SOLUÇÃO Devemos esboçar o gráfico do conjunto {(х, y) | x + 2y > 5} e começamos ao iso- 
lar y na desigualdade: 


x+2y>5 
2y > —x + 5 


у> x + 
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Compare essa desigualdade com a equação y = — ix F 5, que representa uma reta com incli- : 
nação — i e intersecção com o eixo y igual a 2. Observamos que inequacáo em questáo consiste 7 
nos pontos cuja coordenada y é maior do que aquela sobre a reta y = — ix ES 2. Assim, а repre- 2 SO 
sentação gráfica é a da região que se situa acima da reta, conforme ilustrado na Figura 10.00% "| u 
s/l 
= 34 * m 
ШЕШ Retas Paralelas e Perpendiculares г S А 
iL 
As inclinações podem ser usadas para mostrar que as retas são paralelas ou perpendiculares. 9 5 ч 
Os fatos a seguir são comprovados, por exemplo, em Precalculus: Mathematics for Calculus, 
62 edição de Stewart, Redlin e Watson (Belmont, CA, 2012). FIGURA 10 
6 | Retas Paralelas e Perpendiculares 
1. Duas retas não verticais são paralelas se e somente se tiverem a mesma inclinação. 
2. Duas retas com inclinações m, e m» são perpendiculares se e somente se 
mim, = —1; isto é, suas inclinações são recíprocas opostas: 
1 
Ma = ——— 
mi 
AMIA Determine uma equação da reta que passa pelo ponto (5, 2) e que é paralela à 
reta 4х + бу + 5 = 0. 
SOLUCAO A reta dada pode ser escrita na forma 
PN 5 
PSA E 
2 . . zo. Se " . 2 ^ 
que está na forma inclinação-intersecção com o eixo com m = — 3. As retas paralelas têm a 
mesma inclinação, logo, a reta pedida tem a inclinação — ¿e sua equação na forma ponto-in- 
clinação é 
2 
y-2-2 -i(x-—5) 
Podemos reescrever essa equação como 2x + 3y = 16. a 
ЭША Mostre que as retas 2x + Зу = 1 e 6x — 4y — 1 = 0 são perpendiculares. 
SOLUÇÃO As equações podem ser escritas como 
2 1 3 1 
у=—зх+; е у=зх—4 
de onde vemos que as inclinações são 
2 3 
m, = —3 e m» = 5 
Como тут» = —1, as retas são perpendiculares. [==] 
ES Exercícios 
1-6 Determine a distância entre os dois pontos. 11. Mostre que o triângulo com vértices A(0, 2), B( —3, —1) e C(—4,3) 
1 (L1) (4,5) 2. (1,-3), (5,7) é isósceles. 
12. (a) Mostre que o triángulo com vértices A(6, —7), B(11, —3)e 
з. (6-2, (-1,3) 4 (1-6, (1,23) р р 
CQ, —2) é um triângulo retângulo usando a recíproca do 
5. (2,5), (4—7) 6. (a,b), (b,a) Teorema de Pitágoras. 
(b) Use as inclinações para mostrar que ABC é um triángulo re- 
1-10 Determine a inclinação da reta que passa por P e Q. tángulo. 
7. P(1,5, О(4,11) 8. P(-1,6, Q(4, —3) (c) Determine a área do triángulo. 
13. Most 5 tos (—2, 9), (4, 6), (1,0) e (—5, 3) sá Śr- 
9. P(-3,3.. О(—1,—6) 10. P(—1, —4), Q(6,0) ostre que os pontos ( ), (4, 6), (1,0) e( ) são os vér: 


tices de um quadrado. 
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14. (a) Mostre que os pontos A(—1, 3), B(3, 11) e C(5, 15) são 47. [0 ») НЕ 2) 48. f(x у) |х| <3ely|< 2) 
colineares (pertencem à mesma reta) mostrando que 
|AB| + |BC| = | AC]. 49. (x, y) O€& y «&4ex «21 50. {(x,y)|y > 2x — 1) 
(b) Use as inclinações para mostrar que A, B, e C são colineares. 51. {x,y ]l+x=<y=<1-2x) 
15. Mostre que A(1,1), ВО, 4), C, 10) e DC-1, 7) são vértices de — g (y) ух + 3)) 
um paralelogramo. : E 
16. Mostre que A(1, 1), B(11, 3), C(10, 8) e D(0, 6) são vértices de 53. Ache um ponto sobre o eixo y que seja equidistante de (5, —5) e 
um retângulo. (1, D. 
17-20 Esboce o gráfico da equação. 54. Mostre que o ponto médio do segmento de reta de Pi(x1, yi) até 
17. x—3 18. y = 2 Pa(x2, y2) é 
19. xy = 0 20. |y| = 1 xitX; yt 
_ u 2. * 3 
21-36 Ache uma equação da reta que satisfaça as condições dadas. 55. Encontre o ponto médio do segmento de reta que une os pontos 
21. Passa pelo ponto (2, —3), inclinação 6 dados. 
22. Passa pelo ponto (— 1, 4), inclinação —3 (a) (1, 3) e (7, 15) (b) (—1, 6) e (8, —12) 
23. Passa pelo ponto (1, 7), inclinação 3 : 56. Determine os comprimentos das medianas do triángulo com vér- 
24. Passa pelo ponto (—3, —5), inclinação — tices A(1, 0), B(3, 6) e C(8, 2). (A mediana é um segmento de reta 
25. Passa pelos pontos (2, 1) e (1, 6) de um vértice até o ponto médio do lado oposto.) 
26. Passa pelos pontos (—1, —2) e (4, 3) 57. Mostre que as retas 2x — y = 4 e 6x — 2y = 10 não são para- 
27. Inclinação 3, intersecção com o eixo y iguala —2 lelas e ache o seu ponto de intersecção. 
28. Inclinação 2, intersecção com o eixo y igual a 4 58. Mostre que as retas 3x — 5y + 19 = 0 e 10x + 6y — 50 = 0 
29. Intersecção com o eixo x iguala l, intersecção com o eixo y são perpendiculares e ache o seu ponto de intersecção. 
iguala —3 59. Ache uma equação da mediatriz do segmento de reta com extre- 
30. Intersecção com o eixo x igual a —8, intersecção com o eixo y midades nos pontos A(1, 4) e B(7, —2). 
igual а 6 60. (a) Encontre as equações dos lados do triângulo com vértices 
31. Passa pelo ponto (4, 5), paralela ao eixo x Р(1, 0), QG, 4) e R(—1, 6). 
32. Passa pelo ponto (4, 5), paralela ao eixo y (b) Ache equações para as medianas desse triângulo. Onde elas 
33. Passa pelo ponto (1, —6), paralela à reta x + 2y= 6 se interceptam? 
34. Intersecção com o eixo y iguala 6, paralela à reta 61. (a) Mostre que as intersecções com os eixos x e y de uma reta são 
2х +3y+4=0 os números a e b diferentes de zero, então a equação da reta 
35. Por(—1, —2), perpendicular à reta 2x + 5y + 8 = 0 pode ser colocada na forma 
36. Por (5, -i) perpendicular à reta 4x — 8y =1 xy? 1 
a bo 
37-42 Ache a inclinação e a intersecção da reta e faça o esboço de seu Esta equacáo é chamada a forma a partir das duas inter- 
gráfico. seccóes da equacáo de uma reta. 
37. x + Зу = 0 38. 2х — 5у = 0 (b) Use a parte (a) para encontrar а equacáo da reta сија inter- 
39. y = —2 40. 2x —3y +6 = 0 secção com о eixo x é 6 e cuja intersecção com o eixo y é —8. 
62. Kelly parte de Winnipeg às 14 h e dirige a uma velocidade cons- 


4. 3x — 4y = 12 42. 4х + 5у = 10 


43-52 Esboce а região no plano xy. 
43. (G5 y) |х < 0} 
45. {(х, y) [xy < 0) 


44. (x,y) |y > 0) 
46. (5, y)|x > Le y < 3) 


tante para oeste na rodovia Trans-Canadá. Ela passa por Brandon, 
a 210 km de Winnipeg, ás 16 h. 

(a) Expresse a distáncia percorrida em termos do tempo decorrido. 
(b) Trace o gráfico da equação na parte (a). 

(c) Qual a inclinacáo desta reta? O que ela representa? 


n Gráficos das Equacóes de Segundo Grau 


No Apéndice B vimos que uma equação Ax + By + C = 0, de primeiro grau ou linear, re- 
presenta uma reta. Nesta seção vamos discutir as equações do segundo grau, tais como 


x + у? = 1 


у=х?+1 


х? у? 
— + = 1 2 <= 221 
9 4 im 


que representam uma circunferéncia, uma parábola, uma elipse e uma hipérbole, respectivamente. 

O gráfico de tais equações em x e y é o conjunto de todos os pontos (x, y) que satisfazem 
aquela equação; ele dá uma representação visual da equação. Reciprocamente, dada uma curva 
no plano xy, podemos ter de achar uma equação que a represente, isto é, uma equação satis- 
feita pelas coordenadas dos pontos na curva e por nenhum outro ponto. Esta é a outra metade 
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dos princípios básicos da geometria analítica conforme formulada por Descartes e Fermat. A 
ideia é que se uma curva geométrica pode ser representada por uma equação algébrica, então 
as regras da álgebra podem ser usadas para analisar o problema geométrico. 


ШЕШ Circunferências YA 


Como um exemplo desse tipo de problema, vamos determinar uma equação da circunferên- 
cia com raio r e centro (h, k). Por definição, a circunferência é o conjunto de todos os pontos 
Р(х, у) cuja distância do centro C(h, k) é т. (Veja a Figura 1.) Logo, P está sobre a circunfe- 
réncia se e somente se | PC| — r. Da fórmula de distáncia, temos 


Vx =h? + (y-k? =r 


ou, de maneira equivalente, elevando ao quadrado ambos os membros, obtemos 


=Y 


(х= А)? + (y = k? = р? 
FIGURA 1 
Esta é а equação desejada. 


[1] Equação da Circunferência Uma equação da circunferência com centro (A, k) e raio r é 
(х = h? + (у = А> = р> 
Em particular, se о centro for a origem (0, 0), a equacáo será 


х + у= р? 


ЛШ ЕН Ache uma equação da circunferência com raio 3 e centro (2, — 5). 
SOLUÇÃO Da Equação 1 com r = 3, = 2 e k = —5, obtemos 
(х= 2) + (у + 5) = 9 EEE 


ҮШ Esboce o gráfico da equação x? + y? + 2x — 6y + 7 = 0 mostrando primeiro 
que ela representa uma circunferência e então encontrando seu centro e raio. 


SOLUÇÃO Vamos primeiro agrupar os termos em x e y da seguinte forma: 
(х? + 2х) + (y? — бу) = -7 


Então, completando o quadrado dentro de cada parêntese e somando as constantes apropria- 
das (os quadrados da metade dos coeficientes de x e y) a ambos os lados da equação, temos: 


(x? + 25+ 1) +(у*—6бу+9)=—-7+1+9 


ou (x+ 1 + (y = 3) = 3 


Comparando essa equação com a equação padrão da circunferência | 1 |, vemos que h = — 1, 


k=3er= М. , assim, a equacáo dada representa uma circunferéncia com centro (— 1, 3) e raio 
V3. Ela está esboçada na Figura 2. 


FIGURA 2 А | А А А А > 
x? +y’ +2x—6y+7=0 М 1 ^ =] 
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YA 
y=2x? 
2 
y=x 
1 2 
у= 
> 
X 
1 2 
= — 2 X 
= ү? 
y--2x 
FIGURA 4 


БЕШ Parábolas 


As propriedades geométricas das parábolas serão revisadas na Seção 10.5. Aqui, considera- 
remos uma parábola como um gráfico de uma equação da forma y = ax? + bx + c. 


SINE Esboce o gráfico da parábola y = x’. 


SOLUÇÃO Vamos fazer uma tabela de valores, marcar os pontos e depois juntá-los por uma 
curva suave para obter o gráfico da Figura 3. 


x у= х? 

0 0 

yi 1 

= 2 4 

+1 1 x 
+2 4 

= 3 9 FIGURA 3 


A Figura 4 mostra os gráficos de diversas parábolas com equagóes da forma у = ax? para 
diversos valores do número a. Em cada caso o vértice, o ponto onde a parábola muda de di- 
reção, é a origem. Vemos que a parábola y = ax? abre-se para cima se a > 0 e para baixo se 
a < 0 (como na Figura 5). 


=Y 


=Y 


(a) y=ax?, a>0 (b) у=ах?, a«0 


FIGURA 5 
Observe que se (x, y) satisfaz y — ax?, entáo (—x, y) também o cumpre. Isso corresponde ao 


fato geométrico de que, se a metade direita do gráfico for refletida em torno do eixo y, obtere- 
mos a metade esquerda do gráfico. Dizemos que o gráfico é simétrico em relacáo ao eixo y. 


O gráfico de uma equação é simétrico em relação ao eixo y se a equação ficar invariante 
quando substituirmos x por —x. 


Se trocarmos x e y na equação y = ax 2 teremos x = ay E que também representa uma pa- 
rábola. (Trocar x e y significa fazer uma reflexão em torno da reta bissetriz y = x.) A parábola 
x = ay? abre para a direita se a > 0 e para a esquerda se a < 0. (Veja a Figura 6.) Dessa vez 
a parábola é simétrica em relação ao eixo x, pois se (x, y) satisfizer a equação x = ay?, então 
o mesmo acontece com (x, —y). 


УА 


bi 
» 


FIGURA 6 (а) x=ay?, a>0 (b) x=ay?, а<0 


O gráfico de uma equação é simétrico em relação ao eixo x se a equação ficar invariante 
quando substituirmos y por —y. 


Esboce a região limitada pela parábola x = y? e pela reta y = x — 2. 
g pela p y ep y 


SOLUÇÃO Primeiro encontramos os pontos da intersecção, resolvendo as duas equações. 
Substituindo x = y + 2 na equação x = y?, obtemos y + 2 = y?, o que resulta em 


ÜU-y -y-2-ly-2X(y- 1) 


Logo, y = 2 ou — 1. Assim, os pontos de intersecção são (4, 2) e (1, — 1) e, passando por es- 
ses dois pontos, traçamos a reta y = x — 2. Esboçamos então a parábola x — y? lembrando- 
-nos da Figura 6(a) e fazendo com que a parábola passe pelos pontos (4, 2) e (1, — 1). A re- 
giáo delimitada por x = y? e y = x — 2 significa a região finita cuja fronteira é formada por 
essas curvas. Ela está esboçada na Figura 7. E 


ШЕШ Elipses 


A curva com a equacáo 


x y 
[2] quo 


onde a e b são números positivos é chamada elipse na posição-padrão. (As propriedades geo- 
métricas serão discutidas na Seção 10.5.) Observe que a Equação 2 fica invariante se x for subs- 
tituído por —x ou y por —y; dessa forma, a elipse é simétrica em relação aos eixos. Como uma 
ajuda no esboço da elipse, vamos determinar suas intersecções com os eixos. 


As intersecções com o eixo x de um gráfico são as coordenadas x dos pontos onde ele 
intercepta o eixo x. Eles são encontrados fazendo-se y = 0 na equação do gráfico. 


As intersecções com o eixo y de um gráfico são as coordenadas y dos pontos onde ele 
intercepta o eixo y. Eles são encontrados fazendo-se x = 0 na equação do gráfico. 


Se fizermos y = 0 na Equação 2, obteremos x? = a? e, dessa forma, as intersecções com 
o eixo x são +a. Fazendo х = 0, obteremos y? = b?; assim, as intersecções com o eixo у são 
+b. Usando essa informação, junto com a simetria, fazemos o esboço da elipse na Figura 8. 
Se a = b, a elipse é uma circunferência com raio a. 


БИШЕ Esboce o gráfico de 9x? + 16y? = 144. 
SOLUÇÃO Dividimos ambos os lados da equação por 144: 


E odi 
16 9 


A equação está agora na forma padrão para uma elipse [2]. e assim temos a? — 16, b? — 9, 
a = 4eb = 3. As intersecções com o eixo x são +4; e as intersecções com o eixo y são +3, 
O gráfico está esboçado na Figura 9. 
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FIGURA 7 
YA 
(0, b) 
(7a, 0) (a, 0) 
Xx 
(0, —b) 
FIGURA 8 
Say. 
a? a b? =l 
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FIGURA 10 
A hipérbole 


2 


y 


FIGURA 11 
A hipérbole 


з 


Ў 
а 


(0, 3) 


мү 


FIGURA 9 


2 2 (0, —3) 
9х7 + 16у? = 144 


ШЕШ Hipérboles 


A curva com a equacáo 


x? 


2 


2 
y 2 
a pg 


é denominada hipérbole na posição padrão. Novamente, a Equação 3 fica invariante quando x 
é substituído por —x ou y é substituído por —y; dessa forma, a hipérbole é simétrica em relação 
aos eixos. Para encontrarmos as intersecções com o eixo x, fazemos y = 0 e obtemos x? = a? 
e x = +a. Mas, se colocarmos x = 0 na Equação 3, teremos y? = —b?, o que é impossível; 
dessa forma, não existe intersecção com o eixo y. Na verdade, da Equação 3 obtemos 

x? y? 


Po LE 


o que demonstra que x? = a? e, portanto, |х| = yx? = a. Assim, temos x > a ou x < —a. 
Isso significa que a hipérbole consiste em duas partes, chamadas ramos. Ela está esbocada na 
Figura 10. 

Quando desenhamos uma hipérbole é útil traçar primeiro as assíntotas, que são as retas 
y = (b/a)x e y = —(b/a)x mostradas na Figura 10. Ambos os ramos da hipérbole tendem para 
as assíntotas; isto é, ficam arbitrariamente perto das assíntotas. Isso envolve a ideia de limite, 
como discutido no Capítulo 2 (veja também o Exercício 73 na Seção 4.5). 

Trocando os papéis de x e y, obtemos uma equação da forma 


y? x? 


a? pol 


que também representa uma hipérbole e está esboçada na Figura 11. 


EUA Esboce a curva 9x? — 4y? = 36. 
SOLUÇÃO Dividindo ambos os lados por 36, obtemos 


2 2 
СЕ ai 
4 9 


que é a equação de uma hipérbole na forma padrão (Equação 3). Visto que a? = 4, as inter- 
secções com o eixo x são +2. Como b? = 9, temos b = 3 e as assíntotas são y = +(3)x. A 
hipérbole está esboçada na Figura 12. 
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FIGURA 12 
A hipérbole 9x? — 4y? = 36 


Se b = a, a hipérbole tem a equação x^ — y? = a? (ou y? — x? = a?) e é chamada hi- 
pérbole equilátera [veja a Figura 13(a)]. Suas assíntotas são y = +x, que são perpendicula- 
res. Girando-se uma hipérbole equilátera em 45º, as assíntotas tornam-se os eixos x e y, e pode- 


-se mostrar que a nova equação da hipérbole é xy = k, onde k é uma constante [veja a Figura 
13(b)]. 


FIGURA 13 


Hipérboles equiláteras (a) 1? у= а? (b)xy=k (k 0) 


ШЕШ Cônicas Deslocadas 


Lembre-se de que uma equação da circunferência com centro na origem e raio réx? + y? = r? 
mas se o centro for o ponto (A, k), então a equação da circunferência fica 


É) 


(к= А --gar 


Analogamente, se tomarmos a elipse com a equação 


x? y? 
4 D+ =l 
a? b? 


e a transladarmos de forma que se seu centro esteja no ponto (A, k), então sua equação fica 


=", (у= 0° _ 
[5] а? + b? 


1 


(Veja a Figura 14.) 
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УА 


(х—Л,у—К) 


FIGURA 14 


Observe que ao transladarmos a elipse, substituímos x por x — he y por y — k na Equa- 
ção 4 para obter a Equação 5. Usando o mesmo procedimento, deslocamos a parábola y = ax? 
de forma que seu vértice (a origem) torna-se o ponto (h, k), como na Figura 15. Substituindo 
xporx — hey por y — k, vemos que a nova equação é 


у= Е = а(х — hy ou у = а(х = h? + К 


p id y-a(x—-hy +k 


(A, k) 


MY 


FIGURA 15 


SEND Esboce o gráfico da equação y = 2x? — 4x + 1. 
SOLUÇÃO Primeiro vamos completar os quadrados: 
y-2(x?-2x)*1-22(x—-1?- 1 


Nessa forma vemos que a equação representa a parábola obtida deslocando-se y = 2x? tal que 
seu vértice seja o ponto (1, — 1). O gráfico está esboçado na Figura 16. 


УА 


з х 
FIGURA 16 
y =2x?-4x+1 
ЭЛЯ Esboce a curva x = 1 — у>. 
SOLUÇÃO Dessa vez começamos com a parábola x = —y? (como na Figura 6 coma = —1)e 


deslocamos uma unidade para a direita para obter o gráfico de x = 1 — y?. (Veja a Figura 17.) 


YA YA 


FIGURA 17 (a) х= —y? (b)x=1-= y? 


к Exercícios 
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1-4 Determine uma equação de uma circunferência que satisfaça as 
condições dadas. 
1. Centro (3, —1), raio 5 
2. Centro (—2, —8), raio 10 
3. Centro na origem, passa por (4, 7) 
4. Centro (—1,5), passa por (—4, —6) 


5-9 Mostre que a equação representa uma circunferência e determine 
o centro e o raio. 


5. xt y!-4x + 10у + 13 = 0 


y 
x +y + 6у +2 = 0 
y 


7. x? x=0 
8. 16x? + 16y? + 8x + 32y+1=0 
9. 2x+2y-x+y=1 


10. Que condições nos coeficiente a, b e c fazem com que a equação 
х +y? +axtby+c 
Quando a condição for satisfeita, determine o centro e o raio da 


O represente uma circunferência? 


circunferência. 


11-32 Identifique o tipo de curva e esboce o gráfico. Não marque os 
pontos. Somente use os gráficos-padráo dados nas Figuras 5, 6, 8, 10 
e 11 e desloque se for necessário. 
xà 


11. y = — 12? х? = 1 


13. x? + 4y? = 16 


EX Trigonometria 


14. x = —2y? 


15. 16x? — 25y* = 400 16. 25x? + 4y? = 100 

17. 41? + у* = 1 18. y=x° +2 

19. x=y?=1 20. 9x? — 25y? = 225 

21. 9y? -x° =D 22. 2x? + 5y? = 10 

23. xy — 4 24. y = х? + 2x 

25. 9(x — 1) + 4(y — 2 = 36 

26. 16x? + 9y? — 36y = 108 

21. у= x? — 6x + 13 28. x? — y? 4x +3 = 0 
29. x=4- y” 30. y? 2х + 6) +5 = 0 


31. х2 + 4у2 – 6х + 5 = 0 
32. Ax? + 9y? — 16x + 54у + 61 = 0 


33-34 Esboce a regiáo delimitada pelas curvas. 


33. y = 3x, у= х? 34. у= 4 х2, x 


2у = 2 


35. Determine uma equacáo da parábola com vértice (1, —1) que 
passe pelos pontos (— 1, 3) e (3, 3). 


36. Encontre uma equação da elipse com centro na origem que passe 
pelos pontos (1, —10/2 /3) e(—2, 5/5 /3). 
37-40 Esboce o gráfico do conjunto. 


37. (6, y) |o + y? « 1) 38. 
39. {(х,у)|у 2 x - 1) 


(Go y) la? cy! > 4) 
40. {(х, y) |x? + 4y? « 4j 


ШЕШ Ángulos 


Os ángulos podem ser medidos em graus ou radianos (abreviado por rad). O ángulo dado por 
uma revolução completa tem 360º, que é o mesmo que 277 rad. Portanto, 


1 T rad = 180º 


180 Y 
[2] 1 rad = | — | = 57,3 1° = —— rad = 0,017 rad 


180 


(a) Encontre a medida do radiano de 60°. 


SOLUCÁO 


(b) Expresse 57/4 rad em graus. 


(a) Da Equação 1 ou 2 vemos que, para converter de graus para radianos, multiplicamos por 


71/180. Portanto, 


60° = 60| —— | = Z rad 
is^ uw 
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y 
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/ 
| d 
1 
\ 
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N "i 
b ^ 
N ә” 
ai де 

FIGURA 1 


FIGURA 2 


(b) Para convertermos de radianos para graus multiplicamos por 180/7. Logo, 


1 
ie mal =) = 225° E 


4 4 т 


Em cálculo, usamos o radiano como medida dos ángulos, exceto quando explicitamente 
indicada outra unidade. A tabela a seguir fornece a correspondéncia entre medidas em graus 
e em radianos de alguns ángulos comuns. 


Graus 0º | 30° | 45º | 60º | 90º | 120? | 135? | 150? | 180º | 270º | 360º 


. т т т T 2m 37 ST 37 
Radianos | 0 T = + 27 
6 4 3 2 3 4 6 2 


A Figura 1 mostra um setor de um círculo com ángulo central 0 e raio r subtendendo um 
arco com comprimento a. Como o comprimento do arco é proporcional ao tamanho do ângulo, 
e como todo o círculo tem circunferência 27rr e ângulo central 27r, temos 


0 a 


2m Im 


Isolando 0 e a nessa equação, obtemos 


a 
3 0 = — a=r0 
r 


Lembre que essas equações são válidas somente quando 0 é medido em radianos. 

Em particular, fazendo a = r na Equação 3, vemos que um ângulo de 1 rad é um ângulo 
subtendido no centro de um círculo por um arco com comprimento igual ao raio do círculo (veja 
a Figura 2). 


EXEMPLO 2 


(a) Se o raio de um círculo for 5 cm, qual o ângulo subtendido por um arco de 6 cm? 
(b) Se um círculo tem raio 3 cm, qual é o comprimento de um arco subtendido por um ângulo 
central de 37/8 rad? 


SOLUÇÃO 
(a) Usando a Equação 3 com a = 6er = 5, vemos que o ângulo é 


0 =$ = 1,2 rad 


(b) Com r = 3cm e 0 = 37/8 rad, о comprimento de arco é 


aroma (22) = 2E om FEE] 


A posicáo padráo de um ángulo ocorre quando colocamos seu vértice na origem do sis- 
tema de coordenadas e seu lado inicial sobre o eixo x positivo, como na Figura 3. Um ángulo 
positivo é obtido girando-se o lado inicial no sentido anti-horário até que ele coincida com o 
lado final; da mesma forma, ângulos negativos são obtidos girando-se no sentido horário, como 
na Figura 4. 


YA 
lado 
final 
AO lado inicial 
SA " 
0 X 
FIGURA3 0-0 


lado inicial 


lado final 


FIGURA4 0<0 


APÊNDICES A23 


A Figura 5 mostra vários exemplos de ángulos em posicáo padráo. Observe que ángulos 
diferentes podem ter o mesmo lado final. Por exemplo, os ângulos 37/4, —5т/4 e 117/4 têm 


os mesmos lados inicial e final, pois 


3 5 3 11 
П m=- T 2 7 
4 4 4 4 
e 27 rad representa uma revolução completa 
y e y 
= 37 
0=1 ЖЕ 
0 x 0[7 0 x 


FIGURA 5 
Ângulos na posição padrão 


ШШШ As Funções Trigonométricas 


Para um ângulo agudo Ө as seis funções trigonométricas são definidas como razões de com- 
primento de lados de um triângulo retângulo como segue (veja a Figura 6). 


op 
4 0-—— 
sen hip 
di 
cos Ө = c 
hip 
op 
tg 0 = — 
$7 adj 


hi 
cossec Ө = 222 
ор 
hi 
sec Ө = E 
adj 
di 
cotg 0 — 20 
ор 


hipotenusa 


oposto 


0 


adjacente 


FIGURA 6 


Essa definição não se aplica aos ángulos obtusos ou negativos, de modo que, para um ân- 
gulo geral 0 na posição padrão, tomamos P(x, y) como um ponto qualquer sobre o lado final 


de 0 e r como a distáncia | OP 


‚ como na Figura 7. Então, definimos 


ERA 
[5] sen 0 с 


" 
cossec 0 = — 
y 

sec 0 = — 

x 

cotg 0 = — 


FIGURA 7 
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P(cos Ө, sen 0) d 


FIGURA 8 


Se colocarmos r = 1 na Definição 5 e 
desenharmos um círculo unitário com 
centro na origem e rotularmos Ө como na 
Figura 8, então as coordenadas de P serão 
(cos 0, sen 6). 


FIGURA 9 
sen 070 T 
S A 
0 
T С 
tg 020 cos 070 
FIGURA 10 


Como a divisão por 0 não é definida, tg 0 e sec 0 são indefinidas quando x = 0 e cossec 0 
e cotg 0 são indefinidas quando у = 0. Observe que as definições em |4|e |5 | sáo consis- 
tentes quando 0 é um ángulo agudo. 

Se 0 for um número, a convenção é que sen 0 significa o seno do ângulo, cuja medida em 
radianos é 0. Por exemplo, a expressáo sen 3 implica que estamos tratando com um ángulo 
de 3 rad. Ao determinarmos uma aproximação na calculadora para esse número, devemos nos 
lembrar de colocar a calculadora no modo radiano, e entáo obteremos 


sen 3 = 0,14112 


Para conhecermos o seno do ângulo 3º, escrevemos sen 3? e, com nossa calculadora no modo 
grau, encontramos que 


sen 3? = 0,05234 


As razóes trigonométricas exatas para certos ángulos podem ser lidas dos triángulos da Fi- 
gura 9. Por exemplo, 


T 1 T 1 T J3 
sen — = == sen — = — sen — — — 
4 «3 6 2 3 2 
T 1 T V3 T 1 
COS — = —— COS — = —— COS — = — 
4 X2 6 2 3 2 
T T 1 T 
tg—=1 іш == tg — = 3 
ET ГИНЕ ES v3 


Os sinais das funções trigonométricas para ângulos em cada um dos quatro quadrantes po- 


todas as razões > 0 dem ser lembrados pela regra mostrada na Figura 10 “All Students Take Calculus". 


ZEH Encontre as razões trigonométricas exatas para 0 = 277/3. 


x SOLUÇÃO Da Figura 11 vemos que um ponto sobre a reta final para 0 = 27/3 é P(— 133 ). 


Portanto, tomando 


х===1 у= y3 r=2 
nas definições das razões trigonométricas, temos 

2m s3 27 1 27 

— = — — = — — te — = —4/3 
sen, > cos =, 7 25 3 

27 2 27 2 М 27 1 
cossec — = —— sec —— = — cote — = ——— 
уЗ 3 fa ca ME 


A tabela a seguir fornece alguns valores de sen 0 e cos 0 encontrados pelo método do Exem- 


l 2 plo 3. 
FIGURA 11 Я Р Я 
TT TT TT т TT TT TT 
—_ 2 
° e 4 3 3 4 6 7 2 i 

1 1 3 1 1 

sen 0 0 e —— Уз v3 (0) —1 0 
2 y2 2 2 J2 2 

cos 0 1 EE ES 1 1 l МЕ 1 0 1 
2 J/2 2 2 "2 2 


ЭЛЯ И Secos 0 = $e0 < 0 < 7/2, determine as outras cinco funções trigonométricas 


de 0. 


SOLUÇÃO Como cos 6 = $, podemos tomar a hipotenusa como tendo comprimento igual a 5 e 
o lado adjacente como tendo comprimento igual a 2 na Figura 12. Se o lado oposto tem com- 


primento x, entáo o Teorema de Pitágoras fornece х + 4 = 25е, portanto, x? = 21,х = n 21. 
Podemos agora usar o diagrama para escrever as outras cinco funções trigonométricas: 


A e A 
5 


sen Ө = 


5 2 
= — t = —— 
sec 0 2 cotg 6 Jm EEE 


5 
cossec Ө = YA 


ENTE Use uma calculadora para aproximar o valor de x na Figura 13. 
SOLUÇÃO Do diagrama vemos que 


16 
tg 40º = — 
х 
L 16 19,07 ==] 
О X. == = 
Б tg 40° , 


ШЕШ Identidades Trigonométricas 


Uma identidade trigonométrica é uma relação entre as funções trigonométricas. As mais ele- 
mentares são dadas a seguir, e são consequências imediatas das definições das funções trigo- 
nométricas. 


1 
[6] cossec Ө = ue sec 0 = EU cotg 0 = ird 
0 
mne sen nais cos 
cos 0 sen 0 


Para a próxima identidade, voltemos à Figura 7. A fórmula da distância (ou, de maneira 
equivalente, o Teorema de Pitágoras) nos diz que x? + y? = r°. Portanto, 


2 2 2 2 
y x x +) r 
sen? + cos0 => + — = 5 = 
r r r r 


2 


Demonstramos, portanto, uma das mais úteis identidades da trigonometria: 


7 sen?0 + соѕ20 = 1 


Se agora dividirmos ambos os lados da Equação 7 por cos?0 e usarmos as Equações 6, obte- 
remos 


1020 + 1 = sec? 


Analogamente, se dividirmos ambos os lados da Equação 7 por sen?0, obteremos 


9 1 + cotg?0 = соѕѕес20 


As identidades 


10a sen(—0) = —sen 0 


10b cos(— 0) = cos 6 
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FIGURA 13 
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As funções ímpares e as funções pares são 
discutidas na Seção 1.1. 


indicam que seno e cosseno são funções, respectivamente, ímpar e par. Elas são facilmente de- 
monstradas desenhando um diagrama mostrando 0 e —6 na posição padrão (veja o Exercício 39). 
Uma vez que os ángulos 0 e 0 + 2% têm o mesmo lado final, temos 


[11] sen(0 + 27) = sen 0 cos(0 + 24) = cos Ө 


Essas identidades revelam que as funções seno e cosseno são periódicas com período 27. 
As identidades trigonométricas restantes sáo todas consequéncias de duas identidades bá- 
sicas chamadas fórmulas da adição: 


[12a] sen(x + y) = sen x cos y + cos х sen y 
E cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y 


As demonstrações dessas fórmulas de adição estão resumidas nos Exercícios 85, 86 e 87. 
Substituindo y por —y nas Equações 12a e 12b e usando as Equações 10a e 10b, obtemos 
as seguintes fórmulas de subtração: 


[13] sen(x — y) = sen x cos y — cos x sen y 
13b cos(x — y) = cos x cos y + sen x sen y 


Então, dividindo as fórmulas nas Equações 12 ou 13, obtemos as fórmulas corresponden- 
tes para tg(x + y): 


t tt 
14a ix y) = E Ey 

1 = tgxtgy 

tg x — tg y 
14b t ——y)e————— 
14) gx — y) ] t tgxtgy 


Se fizermos y — x nas fórmulas de adicáo |12|, obteremos as fórmulas dos ángulos du- 
plos: 


[15] sen 2x = 2 sen x cos x 
15b cos 2x = cos?x — sen?x 


Então, usando a identidade sen?x + cos?x = 1, obtemos a seguinte forma alternativa das fór- 
mulas dos ângulos duplos para cos 2x: 


[6а| cos 2х = 2 cos?x — 1 
16b cos 2x = 1 — 2 sen?x 


Se agora isolarmos cos?x e sen?x nestas equações, obteremos as seguintes fórmulas do ângulo- 
metade, que são úteis em cálculo integral: 


5 1 + cos 2x 

а] COS X = —————— 
2 

7 1 — cos 2x 
17b sen^x = 2 


Finalmente, enunciamos as fórmulas do produto que podem ser deduzidas das Equações 
12 e 13: 


APÊNDICES 


18a sen x cos y = 1[ѕеп(х + y) + sen(x — y)] 
18b cos x cos у = 3[cos(x + y) + cos(x — y)] 
18c sen x sen y = ¿[cos(x — y) — cos(x + y)] 


Há muitas outras identidades trigonométricas, mas as aqui enunciadas são algumas das mais 
usadas no cálculo. Se você se esquecer alguma das identidades 13-18, lembre-se de que elas 


podem ser deduzidas das Equações 12a e 12b. 


EIA Determine todos os valores de x no intervalo [0, 27] tal que sen x = sen 2x. 


SOLUÇÃO Usando a fórmula do ângulo duplo (15a), reescrevemos a equação dada como 


sen x = 2 sen x cos x ou sen x(1 — 2cos x) = 0 


Portanto, há duas possibilidades: 


senx — 0 ou 1-2cosx=0 
x=0,7,27 cos х =» 
T 5T 
Ed ir p 
3 3 
A equação dada tem cinco soluções: 0, 7/3, т, 57/3 e 27. = 


ШЕШ Gráficos das Funções Trigonométricas 


O gráfico da função f(x) = sen x, mostrado na Figura 14(a), é obtido desenhando-se os pon- 
tos para O = х = 27% e então usando-se a periodicidade da função (da Equação 11) para com- 
pletar o gráfico. Observe que os zeros da função seno ocorrem em múltiplos inteiros de т, isto 


e 


senx — 0 sempre que x = пт, com n um número inteiro. 


T 
COS X — E t z) 


Em virtude da identidade 


(a) f(x) = sen x 


FIGURA 14 (b) g(x) = cos x 


(que pode ser verificada usando-se a Equação 12a), o gráfico do cosseno é obtido deslocando- 
-se em 77/2 para a esquerda o gráfico do seno [veja a Figura 14(b)]. Observe que tanto para a 
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função seno quanto para a função cosseno o domínio é (— 0, o»), e a imagem é o intervalo fe- 
chado [— 1, 1]. Dessa forma, para todos os valores de x, temos 


—1] < senx < 1 —] < cosx<s 1 


Os gráficos das quatro funções trigonométricas restantes estão mostrados na Figura 15, e 
seus domínios estão ali indicados. Observe que a tangente e a cotangente têm a mesma ima- 
gem (—%, о), enquanto a cossecante e a secante têm a imagem (—%, —1] U [1, х). Todas as 
funções são periódicas: tangente e cotangente têm período 7r, ao passo que cossecante e se- 
cante possuem período 27. 


» > 
т Bm * TN т 3m 
2 2 2 
(b) y = cotg x 
"T go + | 
| | | 
| | | 
y=senx | | y=cosx | 
| 1 ГА | 
T 1 3v | | 
с^. = 0л T 37 
2 0 / 2 =m -7l 0 | Е 
| | > | | > 
т r x | т | т | 
—1 2 —1 + 2 
| | | 
| | | 
| | | 
| | | 
| | | 
| | | 
FIGURA 15 (c) y = cossec x (d) y= sec x 
EX Exercícios 
1-6 Converta de graus para radianos. 13. Determine o comprimento de um arco circular subtendido pelo 
1. 210º 2. 300 3. 9 ángulo de 7/12 rad se o raio do círculo for de 36 cm. 
д —315° 5. 900° 6. 36° 14. Se um círculo tem raio de 10 cm, qual é o comprimento de arco 
` ` ` subtendido pelo ângulo central de 72°? 
7-12 Converta de radianos para graus. 15. Um círculo tem raio de 1,5m. Qual o ângulo subtendido no cen- 
Tr Sar tro do círculo por um arco de 1 m de comprimento? 
„ат A = EP * 12 16. Determine o raio de um setor circular com ángulo 37/4 e com- 
primento de arco 6 cm. 
ii 87 ii 37 12-5 17-22 Desenhe, na posição padrão, o ángulo cuja medida é dada. 
E ш) | 


3T 
17. 315? 18. —150? 19. =g 


Tar 
20. EN rad 21. 2 rad 22. —3 rad 


23-28 Determine as razóes trigonométricas exatas para o ángulo cuja 
medida em radianos é dada. 


4 
з. 7 24. 27 25, 27 
4 3 2 

5aqr Пт 

26. —5т 7. 27 28. — 
6 4 


29-34 Determine as demais razões trigonométricas. 


29. seno = 2, qua? 
. sen 0 = —, — 
5 2 


T 
30. tga = 2, Hee 


31. sec = —1,5, e ф<т 


1 Зп 
32. cosx = ——, m «x«-—— 
3 2 


33. cotgB —3, m« В < 2т 


4 37 
34. cossec 0 = T7 a 0 < 23 


35-38 Determine, com precisáo de cinco casas decimais, o compri- 
mento do lado chamado de x. 


35. 36. x 
E 
10 cm 
x 
25 cm 
35º 
31. 38. 
22 cm Dod 
x 
27 
5 
8 cm 


39-41 Demonstre cada equação. 
39. (a) Equação 10a 
40. (a) Equação 14a 
41. (a) Equação 18a 


(b) Equação 10b 
(b) Equação 14b 
(b) Equação 18b 
(c) Equação 18c 


42-58 Demonstre a identidade. 


T 
42. е — ) = sen x 
2 


т 
43. «(7 + ) = cos x 44. sen(z — x) = sen x 


45. sen 0 cotg 0 = cos O 


46. (sen x + cos x)? = 1 + sen2x 
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4]. sec y — cos y — tg y seny 
48. tg?a — senta = tg?a senta 
49. cotg?0 + ѕес20 = tg?0 + соѕѕес20 


50. 2 cossec 21 = sec t cossec t 


M 1 — tg?8 
1 1 5 
52. | = 2 sec^0 
1 — sen 0 1 + ѕеп Ө 


53. sen x sen 2х + cos x cos 2х = cos x 


54. ѕеп2х — sen?y = sen(x + y) sen(x — y) 


sen ф 
55. — — — — = cossec & + cotg & 
1 — cos ф 
E + 
56. tg x + tg y sen) 
COS X COS y 


57. sen 30 + sen 0 = 2 sen 20 cos 0 
58. cos 30 = 4 cos?0 — 3 cos 0 


59-64 Se sen x = 1e sec y = 3, onde x e y estão entre 0 e 7/2, calcule 


a expressão. 
59. sen(x + y) 60. cos(x + y) 
62. sen(x — y) 


64. cos 2y 


61. cos(x — y) 
63. sen 2y 


65-72 Encontre todos os valores de x no intervalo [0, 277] que satis- 
façam a equação. 

65. 2cosx —1—0 66. 3 cotg?x = 1 
68. |tgx|=1 


70. 2 cos x + sen 2x = 0 


67. 2 ѕеп2х = 1 
69. ѕеп 2х = соѕ х 


71. sen x = tg x 72. 2 + cos 2x = 3 cos x 


13-16 Determine todos os valores de x no intervalo [0, 277] que satis- 


facam a desigualdade. 
73. sen x <! 74. 2cosx + 170 


75. -1«tgx «1 16. sen x > cos x 


71-82 Faça o gráfico da função começando com o gráfico das Figu- 
ras 14 e 15 e aplicando as transformações da Seção 1.3 quando apro- 
priado. 


n Ed 
= у =COS| X — 
li 3 
79 m T 
ure ENSE 
y 38 2 


81. y = [sen х | 


18. y — tg 2x 


80. y = 1 + sec x 


T 
82. y=2 + w^ = z) 


83. Demonstre a Lei dos Cossenos: se um triângulo tiver lados com 


comprimentos a, b, c e 0 for um ângulo entre os lados com com- 
primentos a e b, então 
c? = a? + b? — 2ab cos Ө. 
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УА 
Р(х, у) 
р с 
9 > 
0 (a, 0) X 


[Dica: Introduza um sistema de coordenadas de modo que 6 
esteja na posição padrão como na figura. Expresse x e y em ter- 
mos de Ө e use a fórmula de distância para calcular c.] 


Para determinar a distáncia | AB | sobre uma pequena enseada, um 


ponto C é colocado como na figura, e as seguintes medidas sáo 
registradas: 


АС = 103 |AC|=820m  |BC|=910m 


Use а Lei dos Cossenos do Exercício 83 para determinar а dis- 
táncia pedida. 


A 


B 


Use a figura para demonstrar a fórmula da subtração 


cos(a — В) = cosa cos В + sena sen 8 


[Dica: Calcule c? de duas maneiras (usando a Lei dos Cossenos 
do Exercício 83 e também a fórmula da distância) e compare as 
duas expressóes.] 


YA 
A (cos а, sen а) 


c 
1 B(cos B, sen 8) 


a 8 


=Y 


86. Use a fórmula do Exercício 85 para demonstrar a fórmula da sub- 
tração para cosseno (12b). 


87. Use a fórmula da adição para cosseno e as identidades 


T T 
cos| — — Ө | = sen ө sen| — — 0 | = cos 0 


para demonstrar a fórmula da subtração (13a) para a função seno. 


88. Mostre que a área de um triângulo com lados de comprimentos 
a e b e com o ângulo entre eles sendo 0 é 


A — iab sen 0 
89. Determine a área do triángulo ABC, correta até cinco casas deci- 
mais, se 
[АВ | = 10cm |[BC| = 3 cm 2 ABC = 107º 


Notação de Somatória (ou Notação Sigma) 


Uma maneira conveniente de escrever as somas usa a letra grega È (sigma maiúsculo, cor- 
respondente à nossa letra S) e é chamada notação de somatória (ou notação sigma). 


Isso nos diz para 


terminar com i = n. 


А п 
Isso nos diz 
=y | 
рага вотаг. 5 а 
ї=т 


entáo 


i=m 


1 | Definição Se am, Am+1, .. 


. , An forem números reais e m e n inteiros tais que m <S n, 


n 
x a; = Am H Am+1 + Am+2 оер An-1 + аһ 


Isso nos diz para 
começar com i = т. 


Com a notação de função, a Definição 1 pode ser escrita como 


DEUS E Da Da T MEME 


i=m 


Assim, o símbolo X/L,, indica uma soma na qual a letra i (denominada índice da somatória) 
assume valores inteiros consecutivos começando em m e terminando em n, isto é, 
m,m + 1,...,n. Outras letras também podem ser usadas como índice da somatória. 


EXEMPLO 1 


4 
(a) Хі? = 12 + 22 + 3° + 42 = 30 
i-l 


(bj obese ditus doin 


i=3 


APÊNDICES 


5 
(c) 72/=2°+ 2! + 2? + 2° + 2° + 2° = 63 


j=0 
Eg 1 1 
d —=1+-— + + += 
(Xx 3 n 
ogi LEA, ond fis ТИЕ 13 
т - - 2 
ai+3 P+3 2-3 3-3 7 6 42 
4 
(f) 222-242-4228 = 


1 


Il 


i 
BEUTA Escreva a soma 2? + 3? + +++ + nº na notação de somatória. 


SOLUÇÃO Não há uma maneira única de escrever uma soma na notação somatória. Podería- 
mos escrever 


2438 ++ +n = у? 
i=2 
n-l 
ou 22,4235 +: +п? = У (¡+ 1) 
j=1 
n-2 
ou 2434 ¿n= У (k +2) = 
k=0 


O teorema a seguir apresenta três regras simples para se trabalhar com a notação sigma. 


2| Teorema Se c for uma constante qualquer (isto é, não depender de i), então 


а) $ а= cY a: O XG-5-Xa*Xb 


i=m i=m 


(с) Y (a — b) = Уа - Y bi 


i=m i=m i=m 


DEMONSTRAÇÃO Para vermos por que essas regras são verdadeiras, devemos escrever ambos 
os lados na forma expandida. A regra (a) é tão somente a propriedade distributiva dos núme- 
ros reais: 


Cam + Cama + oco + Can = Clam + amii t coo +а,) 
A regra (b) segue das propriedades associativa e comutativa: 
(аһ + bm) + (амы + bmt) +++ + (an + bn) 
= (аһ + амы dec + an) + (bm + bnti dre) 


A regra (c) é demonstrada de modo análogo. ши 
Б Encontre Y 1. 
і=1 


SOLUÇÃO Nieidid4ed-iems > 
i= — 
| n termos 


EL Demonstre a fórmula para a soma do n primeiros inteiros positivos: 
n(n + 1) 


Уі=1+2+3 +... +п = 2 


і=1 


АЗ1 
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A maioria dos termos se cancela em 


pares 


Princípio de Inducáo Matemática 
Seja 5, uma afirmativa envolvendo о 
inteiro positivo n. Suponha que 


1. Sı seja verdadeira. 
2. Se S, ifor verdadeira, então Su ё 
verdadeira. 


Então 5, é verdadeira para todos inteiros 
positivos n. 


SOLUÇÃO Essa fórmula pode ser demonstrada por indução matemática ou pelo método a 
seguir, usado pelo matemático alemão Karl Friedrich Gauss (1777-1855) quando ele tinha 
10 anos de idade. 

Escreva a soma S duas vezes, uma na ordem usual e a outra na ordem invertida: 


S=1+ 2 + 3 +:::+(n-=1)+n 
S=n+(n-=1D)+(n-=2+:"+ 2 +1 
Somando-se verticalmente todas as colunas, obtemos 
28 = (n - 1) + (n - 1) + (n D)+:-+(n+1)+(n +1) 
Do lado direito existem n termos, cada um dos quais é n + 1; portanto, 


+1 
28 = n(n + 1) ou std EE 


З Demonstre a fórmula para a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros posi- 
tivos: 


проза... po Mt DC + 1) 
i=1 6 


SOLUÇÃO 1 Seja S a soma desejada. Começamos com a soma telescópica: 


UAT RARA + ene D — v 
= (n + 1) — P = n + 3n? + Зи. 


Por outro lado, usando o Teorema 2 e os Exemplos 3 e 4, temos 


Уа +i- 02] = У [312 + 31+ 1] = 3 Уі +3 Уі У 1 
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 


+1 
=з +3 MD pp n 3$ ein! ein 


Então temos 
n? + 3n? + Зп = 35 + ёп? + ёп 
Isolando S nessa equacáo, obtemos 
35 = n^ + $n? + in 


| 2n! + Зп? + п _ n(n + 1)Qn + 1) 
6 6 


ou S 


SOLUCAO2 Seja S, a fórmula dada. 
O0 DQ- 12 10) 
6 


1. Sı é verdadeira, pois 1° 
2. Suponha que $, seja verdadeira; isto é, 


KK + Dk +1) 
6 


[2*4 35 p rece ^ 


Então 
[2 3 B + (К+ 1)%=(15°+2°+3?°+-- + к?) + (К+ 1)? 


_ KK + 1)ОК +1) 


+ (k + 1? 
6 ( ) 


APÊNDICES 


kQk + 1) + 6(k + 1) 
6 


2k? + Tk + 6 


= (к + 1) 


= (k + 1) 


_ (k+ Dk + 2)Qk + 3) 


6 
_ (+ D[(k + 1) + 1J[2(k + 1) + 1] 
6 
Logo, S;+1 é verdadeira. 
Pelo Princípio da Indução Matemática, S, é verdadeira para todo n. EE 


Vamos agrupar os resultados dos Exemplos 3, 4 e 5 com um resultado similar para cubos 
(veja os Exercícios 37-40) como o Teorema 3. Essas fórmulas são necessárias para encontrar 
áreas e calcular integrais no Capítulo 5. 


[3] Teorema Seja c uma constante e n um inteiro positivo. Então 


ш элеп ©) Xe — nc 
i=1 Zi 

o) i2 2872 (io fe кеке 
i=1 а 


п 


EA Calcule У, i(4i? — 3). 


i=1 
SOLUÇÃO Usando os Teoremas 2 e 3, temos 


У 041° – 3) = Y (41° – 31) = 4 Уі? – 3 
i=1 і=1 


i=1 


2 2 
_ n(n + 1)[2n(n + 1) — 3] 


сЕ з ^in + 1) 


2 
__ n(n + 1)Qn* + 2n — 3) 


n>% 1—1 И 


2 
п 3 2 
Encontre lim У, — IB + | 
п 


SOLUÇÃO 
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O tipo de cálculo do Exemplo 7 ocorre no 


n 7 2 п 
lim X 3 IB zi | — lim Y E 4 2 Capítulo 5, quando calculamos áreas. 


E 
m. 


3 п(п + DGn +1) ZI 


dim | 6 n 
1 n n+1 2n+1 
.— + 3 
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ES Exercícios 


1-10 Escreva a soma na forma expandida. 


1. 


© 


$ 1 

2. 
21 
6 

4 Si 
i=4 
8 

6 Ух" 
k=5 
n+3 

& x 
j=n 

10. Y f(x;) Ax; 
il 


1. 1+2+3+44 + 10 

12. V3 + 44 +45 + 4/6 +47 

Sata eee. 

reto od 2 

15. 2+4+6 +8 2n 

16. 1+3+5+7 (2n — 1) 

17. 1+2+4+8 + 16 + 32 

18. 1 y i y 5 y E у 3 x 

19. x+ x? + х? 4 x” 

20. 1—x +x? -— x? + H (= 1)"х" 

21-35 Determine o valor da soma 
8 6 

21. У 8i — 2) 22. Y, i(i + 2) 
i-4 i=3 
6 8 

23. 5,3%! 24. У, cos kar 
JA k=0 
20 100 

25. Y (-1) 26. У 4 
п=1 і=1 
4 4 

27. Y Qi + i?) 28. У 27 
i=0 i--2 

29. У 2i 30. У, (2 — 5i) 
i=1 i=1 

31. У (i? + 3i 4) 32. У, (3 +21) 
i-l i-l 

33. У (¡+ 1)( + 2) 34. Y, i(i + DG + 2) 
i-l 


35. Y (i^ —i—2) 
i=1 
36. Determine o número л tal que У, i = 78. 
i=1 
37. Demonstre a fórmula (b) do Teorema 3. 
38. Demonstre a fórmula (e) do Teorema 3 usando indução matemática. 
39. Demonstre a fórmula (e) do Teorema 3 usando um método similar 
àquele do Exemplo 5, Solução 1 [comece com (1 + i)* — i*]. 
40. Demonstre a fórmula (e) do Teorema 3 usando o seguinte método 
publicado por Abu Bekr Mohammed ibn Alhusain Alkarchi por 
volta do ano 1010. A figura mostra um quadrado ABCD cujos la- 
dos AB e AD foram divididos em segmentos com comprimentos 
1,2,3,...,n. Dessa forma, o lado do quadrado tem comprimento 
n(n + 1)/2, de modo que a área é [n(n + 1)/2]. Porém a área 
também é a soma das áreas dos n “gnomons” Gr, G2, ..., С, Mos- 
trados na figura. Demonstre que a área de G; é i e conclua que a 
fórmula (e) é verdadeira. 
D C 
n Gn 
5 Gs 
4 Ga 
3 c 
410 
A123 4 5 п В 
41. Calcule cada soma telescópica. 
n 100 | | 
(a) 2[*=(G- 0] (b У (5 – 57) 
і=1 il 
99 1 1 n 
Lm d i — di 
BEI eT (@ X (а-а) 
42. Demonstre a desigualdade triangular generalizada: 


43-46 Determine o limite. 


43. 


45. 


2 
n 1 ч: п 
in xe (+) м. lim YN = 


п> ¡1 П 


n 


n 3 s 
п->= |р п п 


APÊNDICES 


46. lim Y 2 +) of 14 2 5 3 
Cin "n ^n 48. Calcule 23m 


47. Demonstre a fórmula para a soma de um série geométrica finita 49. Calcule Y, Qi + 27). 
com primeiro termo a e razão г 7^ 1: = 
> ar !-—a-car tar) +++ аг"! ar — к 2 È y +] 
i=1 г = 


E Demostracóes dos Teoremas 
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Neste apêndice apresentamos as demonstrações de vários teoremas que estão enunciados na 
parte principal do texto. As seções nas quais eles ocorrem estão indicadas na margem. 


Propriedades dos Limites Suponha que c seja uma constante e que os limites did 


lim f(x) = L e lim g(x) — M 


existam. Entáo 


1. lim[/G) + #060] = L + M 2 dim[f() — 49] = L- M 
з. lim [cf(a)] = cL 4. lim [f0)g6)] = LM 
5. lim fo mes ѕе М = 0 

x>a gx) M 


DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE 4 Seja e > 0 arbitrário. Queremos encontrar ô > 0 tal que 


se 0<|х=-а|&<6 então  |fg(x)-—LM|< e€ 


A fim de conseguirmos termos que contenham | f(x) — L| e | g(x) — M |, adicionamos e sub- 


traímos Lg(x) como segue: 
FOJE) — LM] = | fg) — Lg(x) + Lg(x) — LM] 
= |LfG) — Lg) + LEG) — М] 
< JEF — 1190) | + |L[gG) — МЈ] «Desigualdade Triangular) 
= |f€9 = 111909) | + |L] — M| 


Queremos fazer cada um desses termos menores que £/2. 
Uma vez que lim, g(x) = M, há um número 8; > 0 tal que 


se O<l|x-a|<ôd, então 909 - MI < Any 


Também, há um número 9, > 0 tal que se 0 < |x — a| < ô, então 


|900) = M| « 1 
e, portanto, 


|90) | = lg) -M + M| < |90) = M| + |M| € 1 * |M| 


Uma vez que lim, f(x) = L, há um número ô; > 0 tal que 
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se O<l|x-a|<ô епо FO -L < ay 


Seja 8 — minfó,, ô, 03). Se 0<|x—-a|< 8, então temos 0< |x- а|< à, 
0 < |x- a| < е0 < |х — a| < ô, portanto, podemos combinar as inequações para obter 


FO) — LM| = |Р) — Ll glo | + IL] go) = MI 


gis e cerae Du + |L| 5 
21 + |MI) 21 + |L]) 
e e 
<= + = = е 
2 2 
Isso mostra que lim,» « [f(x)g(x)] = LM. EE 


DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE 3 Se tomarmos g(x) = c na Propriedade 4, obteremos 
lim [cf] = lim [gG)f()] = tim (л) * lim f(O) 
= lime нл) 
= с lim f(x) (pela Propriedade 7) Es 


DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE 2 Usando as Propriedades 1 e 3 com c = —1, temos 


lim [/G9 — 969] = lim [/(х) + (7 809] = lim f(x) + lim (70g) 


lim f(x) + (71) lim g(x) = lim f(x) — lim g(x). mes 


DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE 5 Primeiro vamos mostrar que 
1 1 


lim —— = 
Cego) М 


Para fazer isso devemos mostrar que, dado e > 0, existe ô > O tal que 


1 1 
se 0<|x-a|< ê então —l<e 
gx) M 
1 1 М — 
Observe que = ЕЕ 909 | 
gx) M Л] 


Sabemos que podemos tornar o numerador pequeno. Porém, também precisamos saber que o 
denominador não é pequeno quando х é próximo a a. Como lim. g(x) = M, há um número 
ô > 0 tal que, se 0 < |х — a| < à, temos 


M 
96) — m< 
e, portanto, IM| = |M — C9 + 90)| « |M — gl) + | g()| 
M 
< + tato] 


Isso mostra que 
E ; |M| 
se Oc|x-a|«óà então |9(х)| > 3 


Então, para esses valores de x, 


"ANN 1 4 3. d 
IMsG)| [Mil| |M| |M| м? 


APÊNDICES 


Além disso, há ô > 0 tal que 
2 


M 
se 0O<|x-a|< ô entáo 190) - M| < е 


Seja 8 = тіп{ д), ô}. Então, para 0 < |x — a| < ô, temos 


1 1 


Е |.|M-g09)| |, 2 м? 
gx) M 


=. 
мао) M 2 


ё = € 


Segue que lim, 1/g(x) = 1/M. Finalmente, usando a Propriedade 4, obtemos 


tim 2 а 90) - limf( lim =й = É 
1M —— = lim — = ШП 11 = * = 
х X E x g xa x xa g(x) M M 


[2] Teorema Se f(x) « g(x) para todo x em um intervalo aberto que contenha a (exceto 
possivelmente em a) e 


lim f(x) = L e lim g(x) — M 


entáo L = M. 


DEMONSTRAÇÃO Usamos o método da demonstração por contradição. Suponha, se possível, 
que L > M. А propriedade 2 dos limites diz que 


lim [g(x) = f69] - M -L 
Portanto, para qualquer e > 0, existe ô > 0 tal que 
se 0<|x-a|< ô então Hab) = £69] -(M- D| < e 


Em particular, tomando є = L — M (observando que L — M > 0 por hipótese), temos um nú- 
mero ô > 0 tal que 


se 0<|х-а|<8 entáo I[gG) fo) = (M=L)|<L=M 
Uma vez que a < | a | para qualquer número a, temos 
se 0 [x — | «8 entáo [0(х) — #009] - (M— D «L—- M 
que se simplifica para 
se 0c|x-a|«6 entáo g(x) « f(x) 


Mas isso contradiz o fato de que f(x) « g(x). Assim, a desigualdade L > M deve ser falsa. 
Portanto, L « M. EEE 


о 


O Teorema do Confronto Se f(x) = g(x) « h(x) para todo x em um intervalo aberto 
que contenha a (exceto possivelmente em a) e 


lim f(x) = lim A(x) = L 


Então lim g(x) = L 


DEMONSTRAÇÃO Considere e > 0. Uma vez que lim, f(x) = L, há um número à; > O tal 
que 


se 0< |х -а[< ô entáo |) —1|< 


A31 
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ou seja, 
se O«|x-a|«óà então L-e<f(y)<L+e 


Uma vez que lim, A(x) = L, há um número 6; > 0 tal que 


se 0c|x-a|« 8 entáo Ах) - L| <= 
ou seja, 
se 0c|x—-a|« 8, então L-e<hx)<L+e 


Seja 8 = min(ô, д5}. Se0 < |x — a| < ô, entáo0 < |x — a] < 8,80 < |х К a| < ô, de 
modo que 
L—-eg«f(x = (х) Shax) <L+e 


Em particular, L—-ege«g(x <1+ е 


ou melhor, | g(x) — L| < e. Portanto, іт, .„9(х) = L. EE 


Teorema Se ffor uma função contínua injetora definida em um intervalo (a, b), então 
sua função inversa f ^! também é contínua. 


DEMONSTRAÇÃO Primeiro, mostramos que se f for tanto injetora quanto contínua em (a, b), 
então ela precisa ser ou crescente ou decrescente em (a, b). Se ela não fosse nem crescente nem 
decrescente, então existiriam números xi, x» e хз em (a, b) com x, < x» < xs tais que f(x2) 
não está entref(xi) e f(x3). Há duas possibilidades: ou (1) f(x) está entre f(xi) e (х2) ou 
(2) f (x1) está entre f (x5) e f (xs). (Desenhe uma figura.) No caso (1), aplicamos o Teorema 
do Valor Intermediário à função contínua f para obter um número c entre x, e x» tal que 
f(c) = f(x3). No caso (2), o Teorema do Valor Intermediário dá um número c entre x» e хз tal 
que f(c) = f(x1). Em ambos os casos, contradissemos o fato de f ser injetora. 

Vamos supor, para fixarmos uma situação, que f seja crescente em (a, b). Tomamos qual- 
quer número yo no domínio de f ^! e fazemos / (yg) = xo; OU seja, xo é o número em (a, b) 
tal que f(xo) = yo. Para mostrarmos que f”! é contínua em yo, tomamos qualquer e > 0 tal 
que o intervalo (xo — е, xo + e) esteja contido no intervalo (a, b). Como f é crescente, ela leva 
os números no intervalo (xo — £, xo + e) nos números no intervalo (f(xo — €), f(xo + &)) e 
f 'inverte a correspondência. Se denotarmos por $ o menor dos números ô; = yo — f(xo — е) 
e 6, f(xo + e) — yo, então o intervalo (yo — ô, yo + ô) está contido no intervalo 
(f(xo = е), f(xo + £)) e assim é levado no intervalo (xo — £, xo + e) por f”!. (Veja o diagrama 
de flechas na Figura 1.) Portanto, encontramos um número ô > 0 tal que 


se ly = »| < 8 entáo ¡FO = "| < е 


f00—8) m fite) 
. ) > 
» 
д, Ó, 
f f^ f 
( ( b ) > 
a Xx — € Xo Xx TE b * 


Isso mostra que lim,..,, (у) = f^ (yo) e, assim, f" ! é contínua em qualquer número yo em 
seu domínio. [== 


Teorema Se f for contínua em b e lim, a g(x) = b, então 


lim f(g) = fb. 


DEMONSTRAÇÃO Considere є > 0. Queremos encontrar um número ô > 0 tal que 


se O<le=a|<6 entáo |f(gG)) — f(b)| < e 
Uma vez que f é contínua em b, temos 
lim f(y) = f(b) 
de modo que, há 6; > O satisfazendo 
se 0c|y-b|«6 então |f») =) | < e 
Uma vez que lim,.., g(x) = b, existe ô > 0 tal que 
se 0<|x-a|< ô então |90) — b| < à 


Combinando essas duas afirmações, vemos que sempre que 0 < |x — a| < ô, temos 
|g(x) = b| < ô, que implica que | f(g(x)) — f(b) | < e. Dessa forma, demonstramos que 
lim, 4 f(g(x)) = f(b). rd 


sen 0 


A demonstração do resultado a seguir foi prometida ao demonstrarmos que lim 
6—0 


Teorema Se 0 < 0 < 7/2, então 0 < tg 0. 


DEMONSTRAÇÃO A Figura 2 mostra um setor de um círculo com centro O, ángulo central 6 
e raio 1. Então 


|AD| = |O4|tg 6 = tg 0 


Aproximamos o arco AB por um polígono inscrito que consiste em n segmentos de reta iguais 
e tomamos um segmento típico PQ. Estendemos os segmentos OP e OQ para encontrar AD 
nos pontos R e S. Então traçamos RT || PQ como na Figura 2. Observe que 


ZRTO = ZPQO < 90º 
e também ZRTS > 90º. Portanto, temos 
[РО <|RT| < [85| 
Se adicionarmos as n desigualdades semelhantes а essa, obtemos 
L, < |AD| = tg0 
onde L, é o comprimento do polígono inscrito. Assim, pelo Teorema 2.3.2, temos 


lim L, S tg. 


n—>o 


Mas o comprimento do arco foi definido na Equacáo 8.1.1 como o limite dos comprimentos 
dos polígonos inscritos, de modo que 


0 — lim L, = tg0 E 


no 


Teste da Concavidade 
(a) Se f"(x) > 0 para todo x em /, então o gráfico de f é côncavo para cima em /. 


(b) Se f"(x) < 0 para todo x em T, então o gráfico de f é côncavo para baixo em 7. 


SECÁO 3.3 


APÊNDICES 


A39 


FIGURA 2 


SEÇÃO 4.3 


A40 CÁLCULO 


DEMONSTRAÇÃO DE (a) Seja a um número arbitrário em /. Devemos mostrar que a curva 
y = f(x) está acima da reta tangente no ponto (a, f (a)). A equação dessa tangente é 


y = (а) + fax — a) 


—u . 
Assim, devemos mostrar que 


Y 


Fx) > fla) + flalx — a) 


FIGURA 3 qualquer que seja x Є Z (x 4% a). (Veja a Figura 3.) 
Primeiro, assumimos o caso onde x > a. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f no in- 
tervalo [a, x], obtemos um número c com a « c < x, tal que 


1 Ло) — fla) = f'Gc)x — a) 


Uma vez que f" > 0 em /, sabemos do Teste Crescente/Decrescente que f’ é crescente em /. 
Logo, como a < c, temos 


Fla) < fc) 


de modo que, multiplicando essa desigualdade pelo número positivo x — a, obtemos 


2 Fax = a) < fox — a) 


Somando agora f(a) a ambos os lados dessa desigualdade, obtemos 
Ha) + flalx — а) < fla) + fc) — a) 


Porém, da Equação 1 temos f(x) = f(a) + f'(c)(x — a). Dessa forma, a desigualdade fica 


3 Fx) > fla) + fala — a) 


que é o que queríamos demonstrar. 
Para o caso onde x < a, temos f'(c) < f'(a), mas a multiplicação pelo número negativo 
x — a inverte o sinal da desigualdade; assim, obtemos | 2 | e |3 | como anteriormente. EM 


SECÁO 4.4 A fim de darmos a demonstragáo da Regra de L' Hóspital prometida precisamos, primeiro, 
de uma generalização do Teorema do Valor Médio. O nome do teorema a seguir é uma ho- 
menagem ao matemático francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). 


[1] Teorema de Valor Médio de Cauchy Suponhamos que as funções f e g sejam contí- 
nuas em [a, b] e deriváveis em (a, b), sendo g'(x) O para todo x em (a, b). Então, 
existe um número c em (a, b) tal que 


fio) _ РФ) – fla) 
g(c) gb) — gla) 


Observe que se considerarmos o caso especial no qual g(x) = x, então g'(c) = 1 e o Teo- 
rema 1 é exatamente o Teorema do Valor Médio Comum. Além disso, o Teorema 1 pode ser 
demonstrado de forma similar. Perceba que tudo o que devemos fazer é mudar a função h dada 
pela Equação 4.2.4 para a função 


Hb) — Ha) 
g(b) — g(a) 


h(x) — f(x) — f(a) [g(x) — g(a)] 


e então aplicar o Teorema de Rolle como anteriormente. 


Regra de LHôspital Suponhamos que fe g sejam deriváveis e g'(x) 4 0 em um intervalo 
aberto 1 que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que 


lim f(x) = 0 e lim g(x) = O 
ou que lim f(x) = =% e lim g(x) = +% 
(Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo $ ou 05/00.) Então 


imi жо... 
go) а ga) 


se o limite do lado direito existir (ou for œ% ou — о). 


DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DE LHÔSPITAL Supomos que lim... f(x) = 0 elim... g(x) = 0. 
Seja 


Devemos mostrar que lim. f(x)/g(x) = L. Defina 


ro = [9 ѕе хз а o) - [49 se хз а 


0 ѕе х= а 0 se х= а 
Então F é contínua em /, uma vez que f é contínua em {х € T|x # а} e 
lim F(x) = lim f(x) = 0 = F(a) 
Do mesmo modo, С é contínua em /. Seja x € Г com x > a. Então F e С são contínuas em 


[а, x] e deriváveis em (a, x) e G' # 0 ali (uma vez que F' = f' e G' = g'). Portanto, pelo Teo- 
rema do Valor Médio de Cauchy, existe um número y tal quee a < y < x 


FO) _ Fl) – Fla)  F(» 
G(y  G(x)=Gla) Сб) 


Aqui, usamos o fato de que, por definição, F(a) = 0 e G(a) = 0. Agora, se deixamos x — a”, 
então y — a* (uma vez que a < y < x), portanto 


Qf Lu FO uU FO gm fO, 
ce go) ow GG) sd GO) oo gO) 


Um argumento análogo mostra que o limite lateral à esquerda é também L. Portanto, 


Isso prova а Regra de I Hóspital para o caso onde a é finito. 
Se a é infinito, consideramos т = 1/x. Então t — 0* quando x — ©, assim temos 


RC qr SO 

x>% g(x) > g(1/1) 
ба F'AWA IEP) 
>o g'CI/n(— 1/0) 


sia Tg EE 


ew gf) — e д) 


(pela Regra de l' Hóspital para a finito) 
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SECÁO 11.8 


SECÁO 14.3 


Para demonstrarmos o Teorema 11.8.3, precisamos primeiro dos seguintes resultados. 


Teorema 

1. Se uma série de potências X c,x" converge quando x = b (onde b з 0), então ela 
converge sempre que |x| < |b]. 

2. Se uma série de potências > c,x" diverge, quando x = d (onde d = 0), então ela 
diverge sempre que |x| > |d|. 


DEMONSTRAÇÃO DE 1 Suponha que È c,b" convirja. Então, pelo Teorema 11.2.6, temos 
lim,» cab” = 0. De acordo com a Definição 11.1.2 com e = 1, há um inteiro positivo N tal 
que |c,b"| < 1 sempre que n > N. Assim, para п > №, temos 


n 


< 


n 


c,b"x" 
b" 


X 


b 


X 


b 


= je" 


| сх" 


Se |x| < |b|, então | x/b | < 1, donde > | x/b |" é uma série geométrica convergente. Portanto, 
pelo Teste da Comparação, a série X;-x |c,x"| é convergente. Então a série X c,x" é abso- 
lutamente convergente e, portanto, convergente. == 


DEMONSTRAÇÃO DE 2 Suponha que X cad” divirja. Se x for qualquer número real tal que 
|x| > |d|, então X c,x" não pode convergir, pois, pela parte 1, a convergência de X c,x" im- 
plicaria a convergência de X c,d”. Portanto, X c,x" diverge sempre que |x| > |a|. БШШШ 


Teorema Para uma série de potência X cx”, há somente três possibilidades: 
1. A série converge apenas quando x = 0. 
2. A série converge para todo x. 


3. Há um número positivo R tal que a série converge se |x| < Re diverge se |x| > А. 


DEMONSTRAÇÃO Suponha que nem o caso 1 nem o caso 2 sejam verdade. Então há números não 
nulos b e d tais que > c,x" converge para x = b e diverge para x = d. Portanto o conjunto 
S = {х | £ с„х” converge) não é vazio. Pelo teorema precedente, a série diverge se |x| > |d], 
de modo que |х| = |d | para todo x € S. Isso diz que | d | é um limite superior para o conjunto 
S. Assim, pelo Axioma da Completude (veja a Seção 11.1), S tem um limite superior mínimo R. 
Se |x| > R, então x € S, portanto X cx" diverge. Se |х| < R, então |x| não é um limite su- 
perior Se assim há b € S tal que b > |x|. Como b € S, X c,b" converge, de modo que pelo 
teorema precedente X c,x” converge. mm 


37 Teorema Para uma série de potências X c;(x a)”, há somente três possibilida- 7] 
des: 


1. A série converge apenas quando x — a. 
2. A série converge para todo x. 


3. Existe um número positivo R tal que a série converge se |x — a| < Re diverge se 
|х—а|> К. 


DEMONSTRAÇÃO Se fizermos a mudança de variáveis и = x — a, então a série de potências se 
torna X c,u" e podemos aplicar o teorema anterior a esta série. No caso 3, temos convergên- 
cia para |u| < R e divergência para |u| >R. Assim, temos convergência para 
|х — a| < Re divergência para |х — a| > К. Es 


Teorema de Clairaut Suponha que f esteja definida em um disco D que contenha o 
ponto (a, b). Se as funções f, e fx forem ambas contínuas em D, então 


fila, b) = fla, b). 


APÊNDICES 


DEMONSTRAÇÃO Para pequenos valores de h, h # 0, considere a diferença 
A(h) = [fla + h, b + h) — fla + h, b)] — [f(a, b + В) — f(a, b)] 
Observe que, se fizermos g(x) = f(x, b + h) — f(x, b), então 
A(h) = g(a + h) — g(a) 
Pelo Teorema do Valor Médio, existe um número c entre a e a + h tal que 


gla + h) — gla) = g'()h = h[ fic, b + h) — fc, b)] 


Aplicando o Teorema do Valor Médio de novo, desta vez para f., obtemos um número d en- 
trebeb + htal que 


fic, b + h) ш fe, b) = f(c, d)h 
Combinando essas equações, obtemos 
A(h) = h?f,(c, d) 


Se h — 0, então (c, d) — (a, b), de modo que a continuidade de f., em (a, b) fornece 


lim Ah) = lim fxc,d) = fala, b) 


n>0 h (c, d) — (a, b) 
Analogamente, escrevendo 
Аф) = [fla + h, b + h) — fla, b + h)] — [fla + h, b) — f(a, b)] 


e usando o Teorema do Valor Médio duas vezes e a continuidade de f; em (a, b), obtemos 


Ah) 
lim h? mni fila, b) 
Segue que fia, b) = fla, b). EE 
Teorema Se as derivadas parciais f, e fy existirem perto de (a, Р) e forem contínuas SEÇÃO 14.4 


em (a, Б), então f é derivável em (a, b). 


DEMONSTRAÇÃO Seja 
Az = fla + Ax, b + Ny) — f(a, b) 


De acordo com (14.4.7), para demonstrar que f é derivável em (a, b), devemos mostrar que po- 
demos escrever Az na forma 


Az = fa, b) Ax + fa, b) Ay + е Ax + e, Ay 


onde e, e ех > 0 quando (Ax, Ay) — (0, 0). 
Observando a Figura 4, escrevemos 


[1] А = [f(a + Ax, b + Ay) — f(a, b + Ay)] + [f(a, b + Ay) — f(a, b)] 


YA 
(a + Ax, b + Ay) 
(u, b + Ay) 
(a, b + Ay) 
n i 
(a.v) E 
(a, b) 
0 > 
х 
FIGURA 4 
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Observe que a função de uma única variável 


g(x) = f(x, b + Ay) 


está definida no intervalo [a, a + Ax] e g'(x) = f(x, b + Ay). Se aplicarmos o Teorema do 
Valor Médio a g, obtemos 


gla + Ax) — gla) = gu) Ax 
onde u é algum número entre a e a + Ax. Em termos de f, esta equação se torna 
fla + Ax, b + Ay) — fla, b + Ay) = fu, b + Ay) Ax 


Isso nos dá uma expressão para a primeira parte do lado direito da Equação 1. Para a segunda 
parte, tomamos h(y) = f(a, y). Então h é uma função de uma única variável definida no in- 
tervalo [b, b + Ay] e h'(y) = f(a, y). Uma segunda aplicação do Teorema do Valor Médio en- 
tão dá 

h(b + Ay) — h(b) = h'(v) Ay 


em que v é algum número entre b e b + Ay. Em termos de f, isso se torna 


Fla, b + Ay) — f(a, b) = fila, v) Ay 
Agora, substituímos essa expressão na Equação 1 e obtemos 
Az = flu, b + Ny) Ax + fla, v) Ay 
= fla, b) Ax + [fdu, b + Ay) — fa, b)] Ax + f(a, b) Ay 
+ Lila, v) — fila, b)] Ay 
= fla, b) Ax + fila, b) Ay + e Ax + е Ay 
onde е = fu, b + Ay) — fila, b) 
ё = fila, v) — fila, Б) 


Сото (и, b + Ay) — (a, b) e (a, v) — (a, b) quando (Ax, Ay) — (0, 0) e uma vez que f. e f, 
são contínuas em (a, b), vemos que e, — Ое e, — 0 quando (Ax, Ay) — (0, 0). 
Portanto, f é derivável em (a, b). EEE 


Es O Logaritmo Definido como uma Integral 


Nosso tratamento das funções exponencial e logarítmica até agora fundamentou-se em nossa 
intuição, que é baseada na evidência numérica e visual. (Veja as Seções 1.5, 1.6 e 3.1.) Aqui, 
usaremos o Teorema Fundamental do Cálculo para dar um tratamento alternativo que fornece 
uma fundamentação mais sólida para estas funções. 

Em vez de começarmos com a* e definir log, x como sua inversa, desta vez começamos 
pela definição de In x como uma integral e então definimos a função exponencial como sua 
inversa. Você deve ter em mente que não usamos nenhuma de nossas definições e resultados 
prévios relativos a funções exponencial e logarítmica. 


ШЕШ O Logaritmo Natural 


Primeiro, definimos In x como uma integral. 


— 


Definição A função logaritmo natural é a função definida por 


1 
пх = | dr х>0 


A existência dessa função depende do fato de a integral de uma função contínua sempre 
existir. Se x > 1, então In x pode ser interpretada geometricamente como a área sob a hipér- 
bole y = 1/t de t = laf = х. (Veja a Figura 1.) Para x = 1, temos 


x 1 11 
Para 0 « x « 1, пх |0 -[7a <0 


e assim In x é o oposto da área mostrada na Figura 2. 


(a) Comparando áreas, mostre que i «n2 < i. 
(b) Use a Regra do Ponto Médio com n — 10 para estimar o valor de In 2. 


SOLUÇÃO 

(a) Podemos interpretar In 2 como a área sob a curva y = 1/t de 1 a 2. Da Figura 3, vemos 
que esta área é maior que a área do retângulo BCDE e menor que a área do trapézio ABCD. 
Assim, temos 


5-1<In2<1-+3(1 +3) 
i«In2«i 


(b) Se usarmos a Regra do Ponto Médio com f(t) = 1/t, n = 10 e At = 0,1, obtemos 


In2 = [ha = (0,1)1£(1,05) + £(1,15) + +++ + f(1,95)] 


= (0,1) | + a ou = 0,693 EE 
241,05 LIS 1,95 і 


Observe que a integral que define In x 6 exatamente o tipo de integral discutida na parte 1 do 
Teorema Fundamental do Cálculo (veja a Seção 5.3). De fato, usando aquele teorema, temos 


e, então, 


[2] m0) == 


Agora, usamos esta regra de derivação para demonstrar as seguintes propriedades sobre a 
função logaritmo. 


[3] Propriedades dos Logaritmos Se x e y forem números positivos e r for um número 
racional, entáo 


х 
1. In(xy) = In x + In y 2. (E) = In x — In y 3. In(x) =r ln x 
y 


DEMONSTRACÁO 
1. Seja f(x) = In(ax), onde a é uma constante positiva. Então, usando a Equação 2 e a Regra 
da Cadeia, temos 


1 d 1 1 
f'G) = (ax) = go 
ax dx ax X 


Portanto, f(x) e In x tém a mesma derivada e devem entáo diferir por uma constante: 
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área — In x 


0 


FIGURA 1 


YA 


0 


~ 


x 1 


FIGURA 2 


0 


FIGURA 3 
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FIGURA 4 


FIGURA 5 


In(ax) = Inx + C 
Colocando x = 1 nesta equação, obtemos Ina = In 1 + C = 0 + C = С. Logo, 
In(ax) = In x + Ina 
Se agora substituirmos a constante a por qualquer número y, temos 
In(xy) = In x + In y 


2. Usando a Propriedade 1 com x = 1/y, temos 


1 1 
Int +һу= DELI 
y y 
e assim ln — = —In y 


Usando a Propriedade 1 novamente, temos 


х 1 1 
1п = (х: = ах + In— = 1х — In y 
y y y 


A demonstração da Propriedade 3 será deixada como exercício. ERE 


Para traçarmos o gráfico de y = In x, primeiro determinamos seus limites: 


4 (a) lim In x = o (b) lim In x = —o 


xo 


DEMONSTRAÇÃO 

(a) Usando a Propriedade 3 сот x = 2 er = n (onde n é um inteiro positivo arbitrário), te- 
mos In(2") = n In 2. Agora In 2 > 0, portanto isso mostra que In(2") — o» quando n — oc. 
Mas In x é uma função crescente, já que sua derivada 1/x > 0. Portanto In x — o» quando 
х — 00, 


(b) Se tomarmos т = 1/x, então t — % quando x — 0“. Logo, usando (a), temos 
| | 1 | 
lim In x = lim In т^ lim (—In f) = —o mmm 


Se y = In x, x > 0, então 


dy 1 а?у 1 
ах х e dx? x? 


o que mostra que In x é crescente e cóncava para baixo em (0, c»). Juntando esta informação 
com |4 |, tracamos o gráfico de y = In x na Figura 4. 

Como In 1 = Oe ln x é uma função contínua crescente que assume valores arbitrariamente 
grandes, o Teorema do Valor Intermediário mostra que existe um número no qual In x assume 
o valor 1. (Veja a Figura 5.) Esse número importante é denotado por e. 


5 | Definição e éo número tal que Ine = 1. 


Mostraremos (no Teorema 19) que esta definigáo é consistente com nossa definigáo pré- 
via de e. 


HA A Função Exponencial Natural 


Como In é uma funcáo crescente, ela é injetora e, portanto, tem uma funcáo inversa, que de- 
notaremos por exp. Assim, de acordo com nossa definição de função inversa, 
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6 ехр(х) = у € Iny=x 0) =у e» Р) =х 


e as equações de cancelamento são 


РО) =x 
7 exp(In x) = x e In(exp x) = x Ry =z 


Em particular, temos yA 


y =expx 


exp(0) =1 jáque Inl=0 
exp(l) =e jáque Ine=1 


O gráfico de y = exp x é obtido refletindo o gráfico de y = In x em torno da reta y = x. (Veja 
a Figura 6.) O domínio da exp é a imagem de In, ou seja, (—%, 00): a imagem de exp é o do- 
mínio de In, ou seja, (0, oo). 

Se r for qualquer número racional, então a terceira propriedade dos logaritmos dá 


ln(e") = ге = г. 


FIGURA 6 
Portanto, por | 6 |, exp(r) = e” 
Logo, exp(x) = е" sempre que x for um número racional. Isso nos leva a definir е", mesmo 
para valores irracionais de x, pela equação 
e* = exp(x) 
Em outras palavras, pelas razões apresentadas, definimos e” como a função inversa de In x. 
Nesta notação, | 6 | se torna 
8 е“=у = Iny=x 
e as equações de cancelamento | 7 | são 
9 e"—x  x>0 
YA 
у=е* 

10 In(e*) = x para todo x 

A funcáo exponencial natural f(x) — e* é uma das mais frequentes fungóes no cálculo e 1 
em suas aplicações, então é importante estar familiarizado com seu gráfico (Figura 7) e suas 
propriedades (que decorrem do fato de que ela é a inversa da função logarítmica natural). 0 | x 

1 

Propriedades da Função Exponencial A função exponencial f(x) = e” é uma função con- FIGURA 7 

tínua crescente com domínio R e imagem (0, 0). Assim, e” > 0 para todo x. Temos tam- A função exponencial natural 

bém 

lim e* —0 lim e* = © 
Logo, o eixo x é uma assíntota horizontal de f(x) = e". 


Verificamos agora que f'tem as outras propriedades esperadas de uma função exponencial. 


A48 


CÁLCULO 


11| Propriedades dos Expoentes Se x e y forem nümeros naturais e r for um racional, 
então 


1. e = ee 2. е"? = — 3. (e) = e" 


DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE 1 Usando a primeira propriedade dos logaritmos e a Equação 
10, temos 


In(e"e?) = In(e*) + In(e?) = x + y = In(e*?) 


Como In é uma função injetora, segue que ee” = е". 
As Propriedades 2 e 3 sáo demonstradas de modo análogo (veja os Exercícios 6 e 7). Como 
veremos em breve, a Propriedade 3 na realidade vale quando г é qualquer número real. E 


Demonstraremos agora a fórmula de derivação para e". 


[12] a O) = e 


DEMONSTRAÇÃO A função y = е* é derivável porque ela é a inversa da função y = In x, que 
sabemos ser derivável, com derivada não nula. Para encontrarmos sua derivada, usamos o mé- 
todo da função inversa. Seja y = e”. Então, In y = x e, derivando essa última equação impli- 
citamente com relação a x, obtemos 


1dy _, 
y dx 
dy | 
= у= ех EE 
dx dna 


ШЕШ Funções Exponenciais Gerais 


Sea > 0 er for qualquer número racional, então, por |9 | e |11|, 


a” = (enay = gra 


Portanto, mesmo para um número irracional x, definimos 


13 a” = gna 


Assim, por exemplo, 
23 = eg n2 220120 = 3,32 
A funçãof (x) = a” é chamada função exponencial com base a. Observe que a” é positivo para 
todo x porque e” é positivo para todo x. 
A Definição 13 nos permite estender uma das propriedades de logaritmos. Já sabemos que 


In(a”) = r ln a a quando г é racional. Mas se agora permitimos que seja qualquer número real, 
temos, pela Definição 13, 


In a” = In(e""*?) = rlna 


Logo, 


14 Ina”=rlna рага todo número real r 


As propriedades gerais dos expoentes seguem da Definição 13 com as propriedades dos 
expoentes para e*. 


[15] Propriedades dos Expoentes Se x e y forem números reais e a, b > 0, então 


1. a^ = а?а? 2. a^^ = ауа? 3. (aP = a? 4. (ab) = a*b* 


DEMONSTRACÁO 


1. Usando a Definição 13 e as propriedades dos expoentes para е", temos 


aq = eN ina = gFma+yina 
= ema y Ina 


e = a a? 


3. Usando a Equação 14, obtemos 


у y x у; y Y 
(а^)? = e? hi Jis gna = e? na — a? 
As demonstrações restantes são deixadas como exercícios. ESA 


A fórmula de derivação para as funções exponenciais também é uma consequência da De- 
finição 13: 


d 
16 de (a*) = a* Ina 
DEMONSTRACÁO 
d d d 
ds (a*) = p (e71) = ^а Em (xIn a) — a* Ina EE 


Sea > 1, então In a > 0, donde (d/dx) a* = a* In a > 0, o que mostra que y = а" é cres- 
cente (veja a Figura 8). Se 0 < a < 1, então In a < Oe, portanto, y = а" é decrescente (veja 
a Figura 9). 


ШЕШ Funções Logarítmicas Gerais 


Sea > 0ea A 1, então f(x) = a” é uma função injetora. Sua função inversa é chamada fun- 
ção logarítmica de base a е é denotada por log,. Logo, 


7 logax =y TD а= х 


Em particular, vemos que 
log.x = In x 


As propriedades dos logaritmos sáo parecidas com as do logaritmo natural e podem ser de- 
duzidas das propriedades dos expoentes (veja o Exercício 10). 

Para derivar y = log, x, escrevemos a equação como a” = x. Da Equação 14, temos 
y In a = ln x. Portanto, 


In x 
log,x = у = lia 


Como In a é constante, podemos derivar da seguinte forma: 


d а 1 1 d 1 
— (loga x) = = (In x) = 
dx dx Ina Ina dx xlna 
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YA 
1 
> 
0 x 
lim 4*7 0, lima'= o 
FIGURA 8 y=a*, a1 
YA 
1 
> 
0 x 


lim a*=0, lima*=0 


x=>—00 х— 0 


FIGURA9 y=a*, 0<a<1 
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18 


d a ) 1 
— (log, x) ^ — — 
dx E xlna 


ШЕШ O Número e Expresso Como um Limite 


Nesta seção, definimos e como o número tal que In e = 1. O próximo teorema mostra que isto 
é o mesmo que o número e definido na Seção 3.1 (veja a Equação 3.6.5). 


e= lim (1 4 х)!“ 


DEMONSTRAÇÃO Seja f(x) = In x. Então f'(x) = 1/x, logo f'(1) = 1. Porém, pela definição 


de derivada, 


tim L4 #9 AO 
im 


FM) = lim 


ЈО+ А) -fU _ 
h 


. h(l +x) -inl 
= im = 


x—>0 X 


x0 


Por causa de f'(1) = 1, temos 


1 
lim — In(1 + x) = lim In(1 + x)!“ 
X x0 X x0 


lim In(1 + x) = 1 


Assim, pelo Teorema 2.5.8 e pela continuidade da função exponencial, temos 


е = e! = AMES ima = Jim (1 + y) EE 
x0 x0 
Exercícios 
(a) Pela comparação de áreas, mostre que 5. Demonstre a terceira propriedade dos logaritmos. [Dica: Co- 


3<1In1,5<% 
(b) Use a Regra do Ponto Médio com n = 10 para estimar In 1,5. 
Com referéncia ao Exemplo 1. 
(a) Encontre a equação da reta tangente à curva у = 1/7 que seja 
paralela à reta secante AD. 
(b) Use a parte (a) para mostrar que In 2 > 0,66. 


(a) Pela comparação de áreas, mostre que 


1 1 1 1 1 1 


f | | «Inn« 14d | ho... 


2 3 n 2 3 
(a) Comparando áreas, mostre que In 2 < 1 < 1 3. 
(b) Deduza que 2 < e < 3. 


n=1 


10. 


mece mostrando que ambos os lados da equação têm a mesma de- 
rivada.] 


Demonstre a segunda propriedade dos expoentes para е” [veja 


m- 


Demonstre a terceira propriedade dos expoentes para е“ [veja 


[r. 


Demonstre a segunda propriedade dos expoentes [veja [15] 


= 


Demonstre a quarta propriedade dos expoentes [veja |15 |]. 


Deduza as seguintes propriedades dos logaritmos a partir de |15|: 
(а) log;(xy) = loga x + log, y 


(b) loga(x/y) = logax — logay 
(c) loga(x”) = y loga x 
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E Números Complexos 


Um número complexo pode ser representado por uma expressão da forma a + bi, onde a e ImA 
b são números reais e i é um símbolo com a propriedade de que i? = —1. O número complexo + “2+3i 
a + bi também pode ser representado pelo par ordenado (a, b) e desenhado como um ponto •—4+21 + 
em um plano (chamado de plano de Argand) como na Figura 1. Assim, o número complexo i+ 
i = 0 + 1-ié identificado com o ponto (0, 1). HA úí <> 
A parte real do número complexo a + bi é o número real a e a parte imaginária é o nú- -i+ 
mero real b. Desse modo, a parte real de 4 — 3i é4 a parte imaginária é —3. Dois números -2-2i* + “3-2; 
complexos a + biec + di são iguais sea = ce b = d, isto é, se suas partes reais são iguais + 
e suas partes imaginárias são iguais. No plano de Argand, o eixo horizontal é denominado eixo 
real, ao passo que o eixo vertical é chamado de eixo imaginário. FIGURA 1 
A soma e a diferença de dois números complexos são definidas pela soma ou subtração de Números complexos como 
suas partes reais e imaginárias: pontos no plano Argand 


(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + di 


(a + bi) — (c + di) = (a — c) + (b — di 
Por exemplo, 


(1—i) + (4+ 7i) = (1+4) + (71 7i = 5 + 6i 


O produto de dois números complexos é definido de forma que as propriedades comutativa е 
distributiva usuais sejam válidas: 


(a + bi)(c + di) = a(c + di) + (bi)(c + di) 
= ac + adi + bci + bdi? 
Uma vez que i? = —1, isso se torna 


(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + boi 


| EXEMPLO 1 | 
(-1 + 3i). — 5i) = (—1)(2 — 5i) + 3i(2 — 5i) 
= —2 + 5i + 6i — 15(-1) = 13 +11 = 


A divisão entre números complexos se parece muito com a racionalização do denomina- 
dor de uma expressão racional. Para um número complexo z = a + bi, definimos seu com- 
plexo conjugado como z = a — bi. Para encontrarmos o quociente de dois números com- 
plexos, multiplicamos o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do 
denominador. 

=] +3 . 
Бал Expresse o número ups 84 forma a + bi. 


1 


SOLUÇÃO Multiplicamos o numerador e o denominador pelo complexo conjugado de 2 + 5i, 
isto é, 2 — 5i, e levamos em conta o resultado do Exemplo 1: 


=1+3_ -1+3 2-—5i 13 + 11: 13 11. 


: TER = = ti pec 
2 t 5i 2+5 2-—5i 2^ 5 29 29 ImA 
ez=a+bi 
A interpretação geométrica do complexo conjugado encontra-se na Figura 2: z é a refle- MI | 
хао de z no eixo real. Uma lista das propriedades do complexo conjugado é apresentada a se- 
guir. As demonstrações seguem da definição e serão pedidas no Exercício 18. б "d 
e 
—1 6 EE 
Propriedades dos Conjugados 
ez=a-—bi 


т+и= + zw —zw 2" = 1 
FIGURA 2 
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FIGURA 3 


Im 


a+ bi 


FIGURA 4 


O módulo, ou valor absoluto, |z | de um número complexo z = a + bi é sua distância até 
a origem. Da Figura 3 vemos que sez = a + bi, então 


|а| = Va? 57 


Observe que 


2 = (a + Ы)(а — bi) = a? + abi - abi — b’i? = a° + b?’ 


e assim z= И | 


Isso explica por que o processo de divisão no Exemplo 2 funciona em geral: 


© _ zW _ zw 

w иш |w}? 
Como i? = —1, podemos pensar em i como raiz quadrada de — 1. Mas observe que nós 
também temos (—i)? = i? = —1 e, portanto, —i também é uma raiz quadrada de — 1. Dize- 


mos que i é a raiz quadrada principal de —1 e escrevemos y—1 = i. Em geral, se c é um 
número positivo, escrevemos 


/—с = усі 


Com essa convenção, а dedução usual e a fórmula para as raízes de uma equação quadrática 
ax? + bx + c = 0 são válidas mesmo que b? — 4ac < О: 


E 
E 


2a 


SEM Encontre as raízes da equação x? + x + 1 = 0. 


SOLUÇÃO Usando a fórmula quadrática temos 


-1+/12-4-1 1 + 3-3 Еу - 
= - Е 
2 2 2 


Observamos que as soluções da equação no Exemplo 3 são complexas conjugadas uma da 
outra. Em geral, as soluções de qualquer equação quadrática ax? + bx + c = 0 com coefi- 
cientes reais a, b e c são sempre complexas conjugadas. (Se z é real, z = z, z é sua própria con- 
jugada.) 

Vimos que se permitirmos números complexos como soluções, então toda equação qua- 
drática tem solução. Mais geralmente, é verdade que toda equação polinomial 


ax" + anx! + +++ + ах + ао = 0 


de grau no mínimo 1 tem solução entre os números complexos. Esse fato é conhecido como 
Teorema Fundamental da Algebra e foi demonstrado por Gauss. 


БЕШ Forma Polar 


Sabemos que qualquer número complexo z = a + bi pode ser considerado como um ponto 
(a, b) e que esse ponto pode ser representado em coordenadas polares (r, 0) com r = 0. De 
fato, 


a=rcos6 b =rsen6 
como na Figura 4. Portanto, temos 
z =a + bi = (r cos) + (r sen0)i 


Assim, podemos escrever qualquer número complexo z na forma 


z = r(cos0 + i sen0) 


onde r = || = ya? + b? e T Ed 
a 


O ângulo 0 é chamado argumento de z e escrevemos 0 = arg(z). Observe que arg(z) não é 
único; quaisquer dois argumentos de z diferem entre si por um múltiplo inteiro de 27. 


ЭША) Escreva os números a seguir na forma polar. 
(а) z=1+i (b w—43-i 


SOLUCÁO 
(a) Temos r = |z| = / I? + 2 = J2 e tg 0 = 1, então podemos tomar Ө = 7/4. 
Por conseguinte, a forma polar é 


z= JE (cos 7 F isen T) 


(b) Aqui temos r = |w| = y3 + 1 = 2etg0 = — 1/4/3. Como w está no quarto quadrante, 


tomamos 0 = — 7/6 e 
т т 
w = 2| cos| —— | + isen| —— 


Os números z e w estão mostrados na Figura 5. E 


A forma polar dos números complexos nos dá uma nova perspectiva da multiplicação e da 
divisão. Sejam 


zı = ri(cos0, + i sen0j) za = r(cos O, + i sen0;) 
dois números complexos escritos na forma polar. Então 


Zi = rıra(cos Өү + i sen0ı)(cos02 + i sen02) 


= rira[ (cos 0, соѕ0 — sen, sen05) + i(sen0, соѕ0› + cos Ө, sen 02)] 


Portanto, usando as fórmulas de adição para seno e cosseno, temos 


[1] zi = riro[cos(0, + 05) + i sen(0; + 0,)] 


Essa fórmula nos diz que para multiplicar dois números complexos, multiplicamos os módu- 
los e somamos os argumentos (veja a Figura 6). 

Um argumento similar do uso de fórmulas de subtração para seno e cosseno mostra que, 
para dividirmos dois números complexos, dividimos os módulos e subtraímos os argumentos. 


ŽL =  [cos(0, — 02) + isen(0, — 0)] 270 
22 Р2 


Em particular, tomando zı = lez, = z (e, portanto, Ө, = Ое 0; = 0), temos o seguinte, que 
está ilustrado na Figura 7. 


. . 1 1 А 
Se z=r(cos0 + isen), então — = — (соѕ0 — isen) 
z or 
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Im A 


FIGURA 5 


ImA 


Re 
2125 
FIGURA 6 
Im A 
> 
Re 


FIGURA 7 
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ЭХО Encontre o produto dos números complexos 1 + ie jd — і па forma polar. 


SOLUÇÃO Do Exemplo 4, temos 


= T T 
1+i=42 cos — + isen — 
4 4 


о зен 


Portanto, pela Equação 1, 
a +Ð — i) = 24/02 СЕ = z) + КЕ — z) 
= ER DA (cos E + is) 


12 
FIGURA 8 
Isso está ilustrado na Figura 8. EEE 


O uso repetido da Fórmula 1 mostra como calcular as potências de um número complexo. 


Se 

z = r(cos0 + i sen) 
então z? = r'(cos 20 + i sen 20) 
e z? = а” = r'(cos 30 + i sen 30) 


Em geral, obtemos o seguinte resultado, cujo nome é uma homenagem ao matemático fran- 
cés Abraham De Moivre (1667-1754). 


[2] Teorema de De Moivre Se z = r(cos0 + i sen0) e n for um inteiro positivo, então 


z” = [r(cos0 + i sen8)]" = r"(cos n0 + i sen n6) 


Isso nos diz que para obtermos a n-ésima potência de um número complexo, elevamos à 
n-ésima potência o módulo e multiplicamos o argumento por n. 


STE Encontre (3 + ii)". 


SOLUÇÃO Como 5 + li = (1 t i), segue do Exemplo 4(a) дие» + li tem a forma polar 


1 1 J/2 
+ і = eos dde 
4 4 


2 2 2 


Portanto, pelo Teorema de De Moivre, 


1 1 A? ya M? 107 К 107 
+ i = cos + i sen —— 
2 2 2 4 4 


9? ST р ST І. 
PEE M MER CURE = EE 


— 210 2] 32 


O Teorema de De Moivre também pode ser usado para achar as n-ésimas raízes dos nú- 
meros complexos. Uma n-ésima raiz de um número complexo z é um número complexo w tal 
que 
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Escrevendo esses dois números na forma polar com 
w = s(cos ф + isen ф) е z = r(cos0 + i sen0) 
e usando o Teorema de De Moivre, obtemos 
s"(cos пф + isen пф) = r(cos 0 + isen 0) 
A igualdade desses dois números complexos mostra que 
5" = р ou у= г" 


е cos пф = cos 0 e sen пф = sen Ө 


Do fato de que seno e cosseno têm período 27 segue que 


0 t 2k 
пф= 0+ 2кт о = 1—1 
п 
4 (t2) | (==) 
Logo, w = ғ cos| ————— | + isen| — — — 
n n 
Uma vez que essa expressão resulta em valores diferentes de w para k = 0, 1, 2,..., п — 1, 


temos o seguinte. 


3| Raízes de um Número Complexo Seja z = r(cos0 + i sen0) e seja n um inteiro po- 
sitivo. Então z tem as n raízes n-ésimas distintas 


4 (=) | (#5) 
Wi Sr cos| ———— | + isen| — —— — 
n n 


onde k=0,1,2,...,n— 1. 


Observe que cada uma das raízes n-ésimas de z tem módulo | w| = r!”. Assim, todas as 
raízes n-ésimas de z estão sobre a circunferência de raio г!" no plano complexo. Também, uma 
vez que o argumento de cada uma das raízes n-ésimas excede o argumento da raiz anterior por 
211/n, vemos que as raízes n-ésimas de z são igualmente espaçadas sobre essa circunferência. 


AMIA Encontre as seis raízes sextas de z = —8 e represente-as no plano complexo. 


SOLUÇÃO Na forma trigonométrica, z = 8(cos т + i sen 7). Aplicando a Equação 3 com 
n = 6, obtemos 
1/6 T + 2kmr р T + 2km 
w = 8 posco UE 


Obtemos as seis raízes sextas de —8 fazendo k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 nesta fórmula: 


1 
neve =” la +34) 


cos + ¿sen 


w = 8" e 
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42i |w 

W Wo 
=з з К 
W3 Ws 
-Vi Wa 
FIGURA 9 

As seis raízes sextas de z = —8 


Poderíamos ter escrito o resultado do 
Exemplo 8(a) como 


er +1=0 
Essa equação relaciona os números mais 


famosos de toda a matemática: 0, 1, e, i 
e т. 


3 3 — 
Wa = sos E + isen ŠZ) —--—J2i 


T + isen Н+”) yr (E - 3) 


2 2 


11 
ws = 8" dos 
Todos esses pontos estáo sobre a circunferéncia de raio V2, como mostrado na Figura 9. m 


ШЕШ Exponenciais Complexas 


Precisamos também dar um significado para a expressão e* quando z = x + iy for um número 
complexo. A teoria das séries infinitas desenvolvida no Capítulo 11, no Volume II, pode ser 
estendida para o caso onde os termos são números complexos. Usando a série de Taylor para 
e* (11.10.11) como guia, definimos 


e resulta que essa função exponencial complexa tem as mesmas propriedades que a função ex- 
ponencial real. Em particular, é verdade que 


[5] pata = eve? 


Se fizermos z = iy, onde y é um número real, na Equação 4, e usarmos o fato de que 


®=—1, Psi’ s i, it=1, i-i, 


o 3 "EVI NE 
obtemos ез = 1 + іу + (y) (iy) (iy) (iy) Пее 
2! 35 ' 4l 5! 
2 3 4 5 
=1 +i- qa + 
A tap t^ 
2 4 6 3 P 
еи сне 


= cosy + ¡sen y 


Usamos aqui as séries de Taylor para cos у e sen y (Equações 11.10.16 e 11.10.15). O resul- 
tado é a famosa fórmula denominada fórmula de Euler: 


6 e" = cos y + ¡sen y | 


Combinando a fórmula de Euler com a Equação 5, obtemos 


7 e" = ee” = e*(cos y + i sen y) 


Calcule: (a) e” (ug t 
SOLUÇÃO 
(a) Da Equação de Euler [6], temos 
e" = созт + 1зепт = —1+1(0)=—1 


(b) Usando a Equação 7, obtemos 


1 | 
e 722g "UN + jud С = —[0 + i(1)] = 4 
2 2 e e 
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Finalmente, observamos que a equação de Euler nos fornece um meio mais fácil de de- 


monstrar o Teorema de De Moivre: 


[r(cos0 + isen0)]" = (re?)" = r"e"? 


ES Exercícios 


r"(cos n0 + ¡sen n0) 


1-14 Calcule a expressáo e escreva sua resposta na forma a + bi. 


1. (5-6) + (3 + 21) 2. (4-11) – (9+ 5i) 
3. (2+ 51)(4 – i) 4 (1- 21)(8 — 3i) 
5. 12- Ti 6. 2i(i— i) 

1 +41 3+ 2i 
7. - 8. - 

3 + 21 1 — 4i 

1 

9. A 10. 3 : 

l+i 4 — 3i 
11. 23 12. 11% 


13. 4/25 14. /-3V-12 


15-17 Determine o complexo conjugado e o módulo do número dado. 
15. 12 — 5i 16. —1 + 242i 
17. —4i 


18. Demonstre as seguintes propriedades dos números complexos: 
(а) 2+0=5 +0 (b) zu — zw 
(c) z" — z", onde n é um inteiro positivo 
[Dica: Escreva z = a + bi, w = c + di] 


19-24 Determine todas as soluções da equação. 
19. 4x2 +9=0 20. х*=1 
21. х2 42x 4 5—0 
23. 2+2+2=0 


22 2x1? -2x c 1 — 0 


24. 2 +;7+4=0 


25-28 Escreva o número na forma polar com o argumento entre 0 e 27. 
25. —3 + 3i 26. 1-43 i 
21. 3 + 4i 28. 8i 


29-32 Determine a forma polar para zw, z/w e 1/z colocando primeiro 
z e w na forma polar. 


29. z= 4/3 +i, ш= 1+ 3i 
30. z = 44/3 — 4i, w= 81 

31. z= 2/3 – 2i, w=-1+i 
32. z = 4( V3 +1), w= -3 — 3i 


33-36 Determine as potências indicadas usando o Teorema de De Moi- 
vre. 


33. (1 + i)” 


35. (24/3 + 2i 


34. (1 — J3i) 


36. (1 — i) 


37-40 Determine as raízes indicadas. Represente as raízes no plano 
complexo. 

37. As raízes oitavas de 1. 

38. As quintas raízes de 32. 

39. As raízes cúbicas de i. 

40. As raízes cúbicas de 1 + i. 


41-46 Escreva o número na forma a + bi. 


M. e”? 42. е?" 
43. e^ Me” 
45. е2" 46. e7" 


47. Use o Teorema de De Moivre com n = 3 para expressar cos 30 e 
sen 30 em termos de cos 0 e sen Ө. 


48. Use a fórmula de Euler para demonstrar as seguintes fórmulas 
para cos x e sen x: 


EE dE WE 
49. Seu(x) = f(x) + ig(x) for uma função com valores complexos de 
uma variável real x e as partes real e imaginária f(x) e g(x) forem 
funções deriváveis de x, então a derivada de и está definida como 
u'(x) = f'(x) + ig'(x). Associe isso à Equação 7 para demonstrar 
que F(x) = e”, então F (x) = re" quando r = a + bi for um nú- 
mero complexo. 
50. (a) Se u for uma função a valores complexos de uma variável real, 
sua integral indefinida f u(x) dx é uma primitiva de u. Calcule 


E ii dx 


(b) Considerando a parte real e a imaginária da integral da parte 


(a), calcule as integrais reais 
| e* cos x dx e fe sen x dx 


(c) Compare com o método usado no Exemplo 4 da Seção 7.1. 
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EN Respostas para os Exercícios Impares 


CAPÍTULO 9 


EXERCÍCIOS 9.1 
3 (5-1 5 (d) 

7. (a) Deve ser O ou decrescente 
()y=0 (@у= 150+ 2) 

9. (а) 0<Р< 4200 
(c) P = 0, Р = 4 200 
13. (a) Ш — (b)I 


(с) УМ (DI 


(b) P> 4200 


15. (a) No início; permanece positivo, mas decresce 


(c) POA 
M 


P(0) 


EXERCÍCIOS 9.2 


1. (a) y 
VO DEN 
NE "TEE 
YN «y, y, 
NON ж LUA 
P A bo M TE S 
177 NN 
117 NON AY 
111 WEN 
111 WEN 
111 WEN 
117 NN. 
1414 NAM 
E R „ом м % 
ANAS TALA 
NN АШ 
P BE AD 5111 
A N A H> 
2 1.0 1 2x 


(b) y = 0,5, y = L5 
3. III 5 IV 


7. 
ANN a uu 
Sie ES A 
> 
AA a X 
AAA CMM 
11. 
гт NAN 
TE NAN 
б! XV Yd 
p VM 
1 I Xx 
TE Va 
— > 
2311 TE 
ras vas 
111 va 
ЖОР, va 
ИГА via 
LY. pra 
15. 


13. 


UP passas 


17. „„с=3 —2<с=2;—2,0,2 
ОКТ КТО 
ыы a pd ДЕГЕ ЛЕЛЕ 
EIE E E md E b p rdg 
ELASTA RIJ; ARNET ERA 

Ma oa 
NENNNNNNNA 
Suns c=1 
x De NOS SA 
A. FL Ld D. 
ПОТА 
ЛОО 
=> —————— 
VAN S ES 
rA Ya dod 
BITS 
ИККЕ 
`с=—3 

19. (а) (0) 1,4 (0) 1,44 (її) 1,4641 

(b) VA уе Subestima 
15 „= 01 
14 Il h=0,2 

>h=0,4 

1,3 
1,2 
1,1 
1,0 

- i | і > 
0 01 02 03 04 х 

(с) @ 0,0918 (11) 0,0518 (iii) 0,0277 


Parece que o erro também caiu pela metade (aproximadamente). 
21. —1, -3, —6,, —12,25 23. 1,7616 

25. (а) () 3. (1) 2,3928 (iii) 2,3701 (iv) 2,3681 

(с) (1) —0,6321 (ii) —0,0249 (iii) —0,0022 (iv) —0,0002 
Parece que o erro também foi dividido por 10 (aproximadamente). 


21. (a), (d) (b) 3 
QA (c) Sim; O = 3 
6x. о-у оу фол (е) 2Л7С 
\ 1 1 1 1 1 1 \ 
е, AA 
хуу ү + 
4 NON \ \ \ \ \ \ 
NOS NO NAN SA 
M ae utn un un # 
[O4 04/04 4 
bog ММУ d 
TEENE 
ko odo 4 
[+++ 
2 41 


EXERCÍCIOS 9.3 
1. y=Kxy=0 3 y="3x43Inlx + K 
5. iy cos y = 52 H ix*4 C 

7. e(y-D-C-ie^ 9 р= Кеб 1 


1. y=-d2+9 13 u=-VP+tgt+25 
15. ;y!- 1G + y)? = lnr- ih 5 
4a 


17. у= qn rs 


1.y-e? 2L.y-Ke-x-1 
23. (a) sen y =x) + C 


(b) у = веп(х2), —Үл/2 <x<Vm/2 (c) Não 


1 


2 
у = sen (х 


—Vm/2 


y7/2 


25. cosy = cosx — 1 


—2;5 2,5 


27. (а) 


31. 2- у= С 


33. у= 1 + gn 
37. О() = 3 — Зе“; З 39. P) = М – Ме“; М 


DERE A 
(kt + 2/Nay. 


(io — O -yta 
ka-bl^ Va-b E Va-b 


43. (a) C(A = (Co — Пе" + rlk 
(b) r/k; a concentracáo se aproxima de r/k independentemente do 


4M. (a)x=a 


valor de Co 


45. (a) 15e"? kg (Ы) 15e7%= 12,3 kg 


47. Cerca de 4,9% 49. g/k 
51. (a Lı = KLE (b) B = KVO 
Семи — 1) 
53. (a) 4А/й = kNA(M — A) (b) A() = M| ————— |. 
УМ + Não GRSA 


onde C = e Ao — A(0) 


ҮМ — NA 
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EXERCÍCIOS 9.4 


1. (а) 100; 0,05 (Б) onde P está próximo de O ou 100; na reta Р 
= 50; 0 < Po < 100; Po > 100 
(c) 


As soluções aproximam-se de 100; algumas crescem, outras decres- 
cem; algumas têm ponto de inflexão, outras não; as soluções com 
Po = 20 e Po = 40 têm pontos de inflexão em P = 50 

(d) P = 0, P = 100; as outras soluções se afastam de P = О e se apro- 
ximam de P — 100 


3. (а) 3,23 X 107 kg 
5. 9000 


7. (a) dP/dt = 55 P(1 — P/100), P em bilhões 
(b) 5,49 bilhões (с) Em bilhões: 7,81, 27,72 
(d) Em bilhões: 5,48, 7,61, 22,41 


(b) = 1,55 ano 


yo 
7. (a)dyldt = Ку(1 — y)  (b)y 9» —————— 
p P + (1 yoe” 
(c) 15:36 
13. P(t) = 1 578,3(1,0933)' + 94.000; 
32.658,5 
Pi(t) = === —— + 94.000 
40 = TY 12356978 
130 000 
P, 
P 
(em milhares) Pe 
0 45 
90 000 
1960 1980 2000 
1 (anos) 
m m 
15. APOT + [Р je” m< kP 


(с) m = kPo, m > kPo (d) Diminuindo 


17. (a) Os peixes sáo capturados em uma taxa de 15 por semana. 
(b) Veja a parte (d). | (c) P = 250, P = 750 

(d) 0 < Po < 250: P — 0; 
Po = 250: P — 250; 
P> 250: P — 750 


250 — 750ke"2 
1 — ke! 


(e) P(r) = 


i xd 
ondek = т, — э P 1200 


0 120 
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0 < Po < 200: P—0; 
Po = 200: P — 200; 
Ро > 200: P — 1000 


x 
“SN SNS o X3 X X X 


M 


1955551 


STA 2 2 2 2 2 2 > 2 
CL = 2 2 > 2 2 2 F 
c 


MO ooo ooo 


m(M — Po) + M(Po — metam 
M = Po + (Po =: m)e(M Xu 


21. (a) P(t) = Poeltinlsentrt = ф) + send] 


(c) P()) = 
(b) Nào existe 
EXERCÍCIOS 9.5 


1. Sim 3. Não 
71. y=x— 1+ Ce™ 


5. у= xi Inlxl + Cx 
9. у= 2х + С/х 


11. у= | ѕеп(х2) dx + С 13 gatt 2t + 2C 
| sen x 2(t + 1) 
1 1 3 
15. y=—Inx——+ 5 17. u=- +P 
x x x 
19. у = —xcos x —x 
= е + С = E 
21. pads Mere Bic ess 
* SEN 5 A Е 
C=1 
-3 3 
=-5/[ -5 \\С=—5 
e| C ES 
с> c-- 
2 Y 
25. y =1|C + — 
5x 


27. (a) Қ) = 4 — 4e^* (b)4 — 4e? = 1,57 A 

29. Q(t) = 3(1 — e”), Kt) = Re! 

31. P(f) = M + Се“ m 
M 


P(0) 
0 > 
t 


33. y — 2 (100 + 21) — 40 000(100 + 21) ??; 0,2275 kg/L 
35. (b) тд/с (c) (mglc)[t + (m/c)e *""] — mgle 


37. (b) Р) = ———— 
(ОРО = E мсек 


EXERCÍCIOS 9.6 


1. (a)x = predadores, y = presas; o crescimento é restrito somente 
aos predadores, que se alimentam somente de sua presa. 

(b) x = presas, y = predadores; o crescimento é restrito pela capaci- 
dade de suporte e pelos predadores, que se alimentam apenas da presa. 


3. (a) Competição 

(b) (1) x = 0, y = 0: zero populações 

(ii) x = 0, y = 400: Na ausência de uma população x, a população y 
estabiliza em 400. 

(iii) x = 125, y = 0: Na ausência de uma população y, a população x 
estabiliza em 125. 

(iv) x = 50, y = 300: Ambas as populações são estáveis. 


5. (a) A população de coelhos começa em cerca de 300, aumenta 
até 2 400, e então decresce de novo para 300. A população de rapo- 
sas começa em 100, decresce para cerca de 20, aumenta para cerca de 
315, decresce para 100, e o ciclo começa novamente. 


(b) 


RA AF 
RR 300 
20004 R F ` 
1500 200 
1000 
100 
500 
+ > 
0 1 bh t 
7. Species 2 A 
200+ t=2 
150+ 
100 + t=1 
504 
1=0,5 
+ + + + + > 
0 50 100 150 200 250 Species! 


11. (a) As populações estabilizam em 5.000. 

(b) (1) W = 0, R = 0: Zero populações 

(ii) W = 0, R = 5.000: Na ausência de lobos, a população de coelhos 
é sempre de 5 000. 

(iii) W = 64, R = 1 000: Ambas as populações são estáveis. 

(c) As populações estabilizam em 1 000 coelhos e 64 lobos. 

(d) 


R AW 
80 
1500 WwW 
60 
1000 
R 40 
500 20 
> 
0] t 


CAPÍTULO 9 REVISÃO 


Teste Verdadeiro-Falso 


1. Verdadeiro 3. Falso 5. Verdadeiro 7. Verdadeiro 


Exercícios 
1. (a) YA 


> 
(1) МО 
po ио 7-0 E ЭЕ тщ М, 
К, \ \ \ \ \ \ \ ` \ x \ 
Му 
Qro roa a ror or dt nr Ж 
iot d 5X. EE 0* X Ma 
(b0O<c=<4y=0,y=2,y=4 
3. (a) yA y (0,3) = 0,8 
= S \ \ | ila y \ \ ў = 
Y K \ V 1 Y V 1 V \ № 

D жег 08 \ | \ \ ó1 Y. X c—T 
' Д N V y y \ X \ t 
pog з= xv у \ A cA df 
1 LAO X \ b \ \ le + 1 
I EE AAA \ \ à — dl $ 1 
1 1 poat ON ^ 7 ww» 1 1 П 
1 I t — м SN. — «À ГА 1 I 
колот у 2 proa 
f 1 E Ж e ME id rd 1 1 1 
I ! pd gc — $ E 1 1 1 

+ + A + + + > 

-3 2 - 0 1 2 зх 


(b) 0,75676 

(c) y = xe y = —x; há um max loc ou min loc 
5. у= (x Oe 

71. у= + NIn(2 + 2x5? + C) 


9. r= 5e-^ m. y =3x (а х) + 2х 13x-C- y 
2 000 2 

15. (a) P(t) = Ti 00 (b) t = —10 In 5; = 33,5 

17. (a) LÐ = Lo — [Lo — L(0)Je* (Ы) L(f) = 53 — 43e ?? 

19. i5dias 21. klnh + h = (-R/IVt+C 


23. (a) Estabiliza em 200.000 

(b) (1) x = 0, y = 0: Zero populações 

(ii) x = 200 000, y = 0: Na ausência de pássaros, a população de in- 
setos é sempre 200 000. 

(111) x = 25 000, y = 175: Ambas as populações são estáveis. 

(c) As populações se estabilizam em 25 000 insetos e 175 pássaros. 


(d) 


ХА (insects) (birds) A у 
45 000 250 
35 000 200 
25 000 + 150 
insects 
15 000 100 
50 
5000 
» 
0 t 


25. (a) y = (1/k) cosh kx + a — 1/k ou 
y = (1/k) cosh kx — (1/k) cosh kb + h 


PROBLEMAS QUENTES 


(b) (2/k) senh kb 


1. РО) = 51068 5 y-x^ 7. 20°С 
х2 = І2 1 x 
9 (уо) = EL -Ln Š) (c)Náo 
f 4L E | 
11. (а) 9,5 (b)27007=8482m;47mh  (c)5,5h 


13. 2+ (y — 6? = 25 
15. y = Kx, K 0 


CAPÍTULO 10 
EXERCÍCIOS 10.1 


t=5 
(1+ 5, 5) 
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D)x=-0+2P+1,-4<y<0 


9. b)y=1-2,x>0 
11. (а) 4y-1x20 (b) y 
1 
=1 0] px 
13. (a)y = Их, y 51 (b) 
15. ay =3Inx+1 (b) 


17. (a)y -xX =1,y>1 
(b) y 


o] x 


19. Move-se em sentido anti-horário ao longo do círculo 
(x — 39 + (y — 1) = 4 de (3, 3) para (3, —1) 

21. Move-se 3 vezes em sentido horário em torno da elipse 
(2/25) + (y?/4) = 1, começando e terminando em (0, —2) 


23. Está contida no retângulo descrito por 1 = x < 4e2 < y « 3. 
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25. 21. 51. À medida que n aumenta, o número de oscilações aumenta; a e 
b determinam o peso e a altura. 
EXERCÍCIOS 10.2 
1. 2t 1 3 y= -x 5. у= тх + т> 
> t cost + sen t 
X 
7. y 2x * 1 
1 
9 = х 
29. " di. 
( 20 
4 4 
-10 10 
=2 
^ 2+1 1 
- і 3 
т 11. ‚——,‚1<0_ 13. e 1-0D,e “Qr—3),1t>>5 
T (1 — D, e?Qr — 3,123 
31. (b)x=-2+5,y=7-8,0<t<1 15. — $ tg t, — sect, т/2 < t < 37/2 
33. (а) x = 2 cos t, y = 1 — 2 sen £, 0 S t S 27 17. Horizontal em (0, —3), vertical em (+ 2, —2) 
(b)x = 2 cost, y= 1 + 2 sent, 0 < t бт 19. Horizontal em @, —1)е (=, 1), sem vertical 
(с) x = 2 cos t, y = 1 + 2 sen t, z/2 < t S 37/2 21. (0,6, 2); (5 - 6-55, e5 ^) 
37. A curva y = 2% é gerada em (a). Em (b), somente a porção com 23. Ж y-xy-—x 
x = 0 é gerada, e em (c) obtemos somente a porção com x > 0. 
M. x = а cos Ө, y = b sen Ө; (xa?) + (ID?) = 1, elipse 15 b di РА 
43. » ^. P4 
2a 
? s 
»- sá ы 
O | x 85 1 J3 P ES 
eu Ed * 


45. (a) Dois pontos de intersecção 


y 27. (a) d sen 0/(r — d cos 0) 29. (5,5), (72, —4) 
| | 31. sab 3. 3-е 35. 2mr2 + md? 
E qr.» : 37. |2502 + 2e? dt = 3,1416 
| 27 | 39. [VS — 4 соѕгаг ~ 26,7298 4. 442-2 
== 43. 12 +3 1n(1 + V2) 
45. V2 (ет —1) 


(b) Um ponto de colisão em (—3, 0) quando t = 37/2 
(c) Ainda existem dois pontos de intersecção, mas nenhum ponto de 


colisáo. 


47. Parac = 0, existe uma cüspide; para c > 0, existe uma volta cujo 
tamanho aumenta à medida que c aumenta. 


—25 2.5 


юе 


8 
3 1 0 
0 47. 16,7102 
0 15 0 L5 
14 
—3 = 
-2.1 2.1 
49. As curvas seguem aproximadamente a reta y = x, e elas começam 
-14 


tendo voltas quando a a, está entre 1,4 e 1,6 (mais precisamente quando 


a > N2). As voltas aumentam de tamanho à medida que a cresce. 49. 61233053 51. 6 42, АУ) 


55. (a) 


(b) 294 


t € [0, 471] 


57. |"? 2mtcosINP 1 dt = 4,7394 


59. [2m(? + De' Net DP + 21 + 2) dt = 103,5999 


61. 33571247 N13 +64) 63 $ та 
65. ¿(949 126+1) N. i 
EXERCÍCIOS 10.3 

1. (a) (b) 


(2, 77/3), (—2, 47/3) 


Num 
2,4) 


C 
(2, — 2) 


(1, 57/4), (—1, 7/4) 


5. (а) © QN2, 77/4) (ii) (—2N2, 32/4) 


(b) (1) (2, 27/3) 


Gi) (—2, 5 7/3) 


(b) 
[0] 
i 
3 
6.5) 
(=1, УЗ) 
9. 
о 


11. 


13. 283 


17. Círculo, centro (1, 0), raio 1 


15. Círculo, centro O, raio 2 


19. Hipérbole, centro O, focos no eixo x 


21. r—-2cossec0 23. 


25. r=2ccossecg 27. (а) 0 = п/6 
29. 31. 
o > 
O 
23. 35. 
(27, 27) 
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r — 1/(sen 0 — 3 cos 0) 


(b) х= 3 


(4, 0) 


31. 
M. T 43. (3, 7/6) 
o T > 
> 
45. 27 47. 2 
b= 0=35 
N Fá 
N / 
N f 
N f 
N / 
(3, т) 3,0) | 5 
1 
/ N 
/ N 
РА \ 
/ \ 
f A: 
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53. (a) Para c < — 1, a volta interna começa em 0 = sen ! (— l/c) e 
termina em 0 = m — sen !(—l/c); para c > 1, começa em 
0 = т + sen ! (—l/c) e termina em 0 = 27 — sen”! (— 1/с). 

55. V3 Б—т 59.1 

61. Horizontal em (3/22, 7/4) (—3/N2, 377/4); vertical em (3, 0), 
(0, 7/2) 

63. Horizontal em б, 1/3), (0, 7) [o polo], e G, 577/3); vertical em 
(2, 0), (5, 277/3), (5, 477/3) 

65. Centro (b/2, a/2), raio Va? + b?/2 


67. 2.6 69. 3.5 
== 
-34 1.8 
-3 3 
=R -2.5 
л. 11 
—11 2 


-1.1 
73. Pela rotação em sentido anti-horário pelo ângulo 7/6, 7/3 ou « 
em torno da origem 


75. Para c = 0, a curva é um círculo. À medida que c cresce, o lado 
esquerdo fica mais achatado, então tem uma "covinha" 0,5 < c < 1, 
uma cúspide para c = 1, e uma volta para c > 1. 


EXERCÍCIOS 10.4 
1. 37/10 240 3. 5 5. т? 7. 


9. т 
13. эт 3 
—4 4 
—3 
15. i 14 
| | 
—1.4 
17. іт 19. r 2.т—5\Х3З 23. 1т+ 2 3 
25. 413 іт 27. п 29. m-i 3. іт 1 
33. 1-3V2 35 1(т + 313) 


37. (5, 7/6), (5, 577/6) e o polo 


39. (1, 0) onde 0 = 7/12, 57/12, 137/12, 177/12 e (— 1, 0) onde 


Ө = 72/12, 117/12, 197/12, 237/12 
m. (5 УЗ, 7/3), (3 3, 217/3) e o polo 
43. Intersecção em 0 = 0,89, 2,25; área = 3,46 


1.23 


45. 2c 4.5 [Gr 1y2— 1] 
4g. É 1 
—0.75 
=], 
51. 2,4221 53. 8,0091 


55. (b) 27(2 — V2) 


EXERCÍCIOS 10.5 
1. (0,0), (0,5), y = —3 


УА 


5. (—2, 3), (2, 5), y = 1 


УА 


1 


7.(—2, 


9. x = —y? foco (- 45 0), diretriz x — i 


11. (+3, 0), (+2, 0) 
yA 


v5 


- Js 


15. (1, +3), (1, +45) 


УА 
(1,3) 


13. (0, +4), (+2, N3) 
yA 
4 


1), х = 


-4 


x 


2 
17. — + Č 1, focos (0, +45) 
4 9 


1 
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19. (0, +5); (0, +34); y = = ix xm ‚ 9. (a) (bElpse (c)y= -1 
, y=3x 
NAN po” (d) JA 
N REA 5) (4, 7/2) 
(0, 5) TM £ 
xy y 
NA 
* : 
(0, —5) f ч 
Fi o UN Е. 
(0,434) US 
21. (+10, 0); (10, УЗ, Оу;у = = x " yA у=» 11. (a 1 (b) Parábola (c)y=1 
(d) 
| (2) ue 
х \ = 
О > 


23. (4, —2), (2, —2); yA 
(33:5, —2); 
у+2= 248 a) 13. (Di (b)Elps (x=? 
(d) m 
8 - 45,22) B 
(22) 
(5.7) (5.9) " 
R ix 

25. Parábola, (0, — 1), (0, — 4) 
27. Elipse, (+12, 1), (+1, 1) 
29. Hipérbole (0, 1), (0, 35; (0, —1 + 5) 15. (а) 2  (b)Hipérbole (с)х = -i 
31. у= 4х 33. у2= —12x 21). 35. y 3 2 2x — 2y (d) 

2. 2 2 = РА 
3. S+% 59: 959 a 

»5 21 12 6 
2 = 2 2 2 

q ELLO ag E 251 

12 16 9 16 

TG 2 2 2 2 
g MAA g A 


25 39 


y 
—_  Á A + _ _ 
3763600 3753196 


49. 


Du? nim 


51. (a) 
1500625 3339375 


=1 (be248mi 


55. (a) Elipse (b) Hipérbole (с) Sem curva 


59. 15,9 
61. S d: ab | | onde c? = a? + b? 1 
+ с (b) r= 
] — 2sen (0 — 32/4) 
63. (0, 4/77) 
EXERCÍCIOS 10.6 
4 6 
4r-——— r= ——— 
2 + cos 0 2 +3 ѕеп 6 
sr=— A EE EN 
1— sen 0 2 + cos 0 


Abb CALCULO 


19. A elipse é quase circular quando e 
está próximo de O e se torna mais alon- 


gada conforme e —> 17. Eme = 1, а 
curva se torna uma parábola. 


2,26 X 105 
25. r= ————————— 
1 + 0,093 cos 0 
27. 35,64 AU 29. 70Xx10"km 31. 3,6 X 10% km 


CAPÍTULO 10 REVISÃO 


Teste Verdadeiro-Falso 


1. Falso 3. Falso 5. Verdadeiro 7. Falso 9. Verdadeiro 
Exercícios 
1. х= y? — 8y + 12 3. у= 1/х 
YA 
(1,1),0=0 


5.x-—ty Nx ‚у=; 
x-—-tgi,y-tgt0Osxt«m2 


7. (a) (128) (b) (3V2, 377/4), 
Е N (=312, 7т/4) 
2T 
TE 
А > 
(—2, 2\3) 
9 11. 
(1.3) 
(2, 7) " 
(Lo 
13. 15. . E зә) 
1 S>= SM 
(2,7) (2.0) м E ыз 
á 1° 73 
= zu ix 
2 10) 
(1,7) 
ii 2 0.75 
. r= , 


cos Ө + sen 0 


—0.75 


21.2 23. –1 
+ + + 
25 ] + sent 1 + cost t sent 2. ES 3) 
І + cost (1 + cos 9? 
29. Tangente vertical em YA 


Ga, + 443 a), (~3a, 0); - 
tangente horizontal em 


(a, 0), (- 1а, +5 Үз а) 


(—3a, 0) 4 (а, 0) 
x 
31. 18 33. (2,+7/3) 35. 1(m— 1) 
37. 20655 — 1) 
э. 2Nm2 + 1 — Мт + 1 Lp 27 + Ма + 1 
2т т + Хт?+1 


41. 471,2957/1,024 

43. Todas as curvas têm a assíntota vertical x = 1. Рага с < —1, a 
curva é arqueada para a direita. Em c = —1, a curva é a reta х = 1. 
Para —1 < c < 0, é arqueada para a esquerda. Em c = 0 há uma cús- 
pide em (0, 0). Para c — 0, há uma volta. 

45. (+1,0), (+3,0) 47. (75,3. (71, 3) 


ção, gw. 
25 9 72/5 8/5 
2 — 2 
go o abge SS 
25 160 801 3 + cos 0 


57. (a) Em (0, 0) e (5,5) 

(b) Tangentes horizontais em (0, 0) e AD, YA); tangentes verticais em 
(0, 0) e (4, VD) 

(d) » (95 


PROBLEMAS QUENTES 
1. (7/2) 3. [7 33, 3/3] х [-1,2] 


CAPÍTULO 11 
EXERCÍCIOS 11.1 


Abreviações: C, convergente; D, divergente 


1. (a) Uma sequência é uma lista ordenada de números. Ela também 
pode ser definida como uma função cujo domínio é o conjunto dos in- 
teiros positivos. 

(b) Os termos a, tendem a 8 quando n se torna grande. 


(c) Os termos a, se tornam grandes quando n se torna grande. 
8 5 1 1 1 La 11 1 


43 5 3 
3. 1, 5, 5, 17» 13 5. 5, 7—5, 105, — 625^ 3125 7.—3,5, — 5, 8, — 40 
9. 1,2,7,32, 157 М. 2,5,335 13. а, = V(2n — 1) 


2 


17. а„= (— bird 


15. а, = -3(- 3) 


19. 0,4286, 0,4615, 0,4737, 0,4800, 0,4839, 0,4865, 0,4884, 
0,4898, 0,4909, 0,4918; Sim; 5 


21. 0,5000, 1,2500, 0,8750, 1,0625, 0,9688, 1,0156, 0,9922, 
1,0039, 0,9980, 1,0010; Sim; 1 

23.1 2.5 2.1 29.1 3.D 330 

3.D 37.0 39.0 4.0 43.0 45.1 

4.2? 4012 5.72 53D 55D 

57.1 59; 61.D 63.0 

65. (a) 1060, 1123,60, 1191,02, 1262,48, 1338,23 (D) D 

67. (a) Р, = 1,08P,-; — 300 (b) 5734 

69. -1 <r<1 

71. Convergente pelo Teorema da Sequência Monótona; 5 « L < 8 
73. Decrescente; sim 75. Não monótona; não 
77. Decrescente; sim 
7.2 85345) 
85. (a) O (b)9,11 


EXERCÍCIOS 11.2 


1. (a) Uma sequência é uma lista ordenada de números enquanto uma 


83. (b) ; (1 + V5) 


série é a soma de uma lista de números. 
(b) Uma série é convergente se a sequéncia das somas parciais for uma 
sequéncia convergente. A série é divergente se ela nào for convergente. 


3.2 
5. 1, 1,125, 1,1620, 1,1777, 1,1857, 1,1903, 1,1932, 1,1952; C 
7. 0,5, 1,3284, 2,4265, 3,7598, 5,3049, 7,0443, 8,9644, 11,0540; D 


9. —2,40000,— 1,92000, 
—2,01600, —1,99680, O "T 

—2,00064, — 1,99987, 0 c 10 
—2,00003, — 1,99999, 

—2,00000, —2,00000; is) 

convergente, soma — —2 2 


11. 0,44721, 1,15432, 
1,98637, 2,88080, 
3,80927, 4,75796, 
5,71948, 6,68962, 
7,66581, 8,64639; 
divergente 


13. 0,29289, 0,42265, 
0,50000, 0,55279, 
0,59175, 0,62204, 
0,64645, 0,66667, 
0,68377, 0,69849; 
convergente, soma = 1 


б}, 


xie 


15. ас (р 1D 19.2 2160 23 
жр 2р 2D 31; 3D 35D 
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3.D 39.D 43.3 so 
49. ()1 (02 


presentacáo decimal terminante, exceto 0. 


M. eke — 1) 47. e— 1 


(d) Todos os números racionais com uma re- 


51.5 53. 55 55. 5063/3300 
ler É 50 —1<х<5; 
1 + 5x 5 = х 
61. x 220ux < —2; 63. х < 0; 
w= 1—e 


65. 1 67. a =0,a, = paran > 1, soma = 1 


n(n + 1) 


3000 


69. (a) 157,875 mg; 299001 — 0,05) (Ы) 157,895 mg 


DA = с”) 


71. (а) S, = (6)5 73. 1013 – 1) 


1 
Т = 79. А série é divergente. 
n(n + 1) 


85. (sn) está ligada e é crescente. 


1!— 1 
89. (а) 1,2, 3,19. ста (с)1 
EXERCÍCIOS 11.3 


1. C y 


o] 


3. D 5. C 7. D 9. D 11. C 13. D 

15. C 17. C 19. C 21. D 23. C 25. C 
21. f não é positivo nem decrescente. 

29. р> 1 31. p< -1 33. (1, х) 

35. (а) 97 (Ы) aT" — re 
37. (a) 1,54977, erro « 0,1 
(c) 1,64522 comparado com 1,64493 


39. 0,00145 45. b < l/e 


EXERCÍCIOS 11.4 

1. (a) Nada (b) C 3. C 5. D 7. C 9. D 
11. C 13. C 15. D 17. D 19. D 21. C 
23. C 25. D 27. C 29. C 31. D 

33. 1,249, erro « 0,1 35. 0,0739, erro < 6,4 X 108 
45. Sim 


EXERCÍCIOS 11.5 


1. (a) Urna série cujos termos sáo alternadamente positivos e negati- 
vos (b) 0 < br x b, e іт b, = 0, onde b, = la, 
(c) |R,| = bua 


3. C 5. C 7. D 9. C 11. C 13. D 15. C 
17. C 19. D 21. —0,5507 23. 5 25. 4 
21. —0,4597 29. 0,0676 


33. p náo é um inteiro negativo 


(b) 1,64522, erro « 0,005 
(d) n > 1 000 


31. Uma subestimativa 


35. (b,) não é decrescente 
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EXERCÍCIOS 11.6 


Abreviações: AC, absolutamente convergente; CC, condicionalmente 


convergente 

1. (а) D (b) C (c) Pode convergir ou divergir 

3. AC 5. CC 7. AC 9. D 11. AC 13. AC 

15. AC 17. CC 19. AC 21. AC 23. D 25. AC 
21. AC 29. D 31. D 33. AC 

35. (a) e (d) 


661 


39. (a) 25 = 0,68854, erro < 0,00521 
(b) n = 11, 0,693109 


45. (b) $ (CD D». (x4 = 1)" 


(^ пи É n 


EXERCÍCIOS 11.7 


1. C 3. D 5. C 7. D 9. C 11. C 
13. C 15. C 17. C 19. C 21. D 23. D 
25. C 21. C 29. C 31. D 

33. C 35. D 37. C 


EXERCÍCIOS 11.8 


1. Uma série da forma Уро c,(x — a)", onde x é uma variável e a e 
Cn são constantes 


3. 1,(—1,1) ELELD 
7. œ, (—=%,%) 92,022) М. 1, [1,1 
13. 4,(-4,4] 15. LIL3] 17. L[—5, -3] 
19. œ, (—%, х) 11. b, (a—b,a+b) 23. 0, (5) 
25. 1, E 1] 27. co, (— оо, co) 29. (а) Sim (Ы) Não 
31. K 33. Não 
35. (а) (— о, о) 
(b), (c) 
=2 Si 53 55 
37. (LD 0) ALMA) 4.2 
EXERCÍCIOS 11.9 
1.10 3 » (= 0", (1,1) 52 X T ж", (—3, 3) 
7. Ў (-1y 1 e1(-3,3) 8 1+2 3x, (—1,1) 
n=0 Оп+1 п=1 

11. 3 КЕ Е. In —1, 1) 
13. (a) >, (=) + De,R-1 

1 = 
(b) — Ў (1) (п + 2n + Dx, К 1 

2 n=0 
OS Lynn — De, R = 1 

2 n=2 


15. m5-$—— и. 


17. SIA + Det = 1 
n=0 
en-2 
n-3 Qro 


21. Y (-1y 


19. 


xX,R=2 


y" R=4 


Sa -0.25 


oo [n2 
ic 8n +2 


x 
272. C t =D" R=1 
PE Em 


25. C+ 


29. 0,199989 
35. (b) 0,920 


EXERCÍCIOS 11.10 


31. 0,000983 33. 0,19740 
39. [—1, 1], [CL D, C7 1, 1) 


Lb-f*"GyS 3. 2 (n* Dx R71 
5. 5 (п + 0, = 1 
7. у (— n qp д. Р = о 
ы (Оп + 1)! 
o (In2y = 2n+1 
A pes 1,520 pex 
fon! if (2n + 1)! 
13. 1-26 — D + 3@ — 1} + 4x — IP + œ- DS R = o 


" 1 
15. 12+ Y (- Dy x 06-2 R-2 
== n2" 


2"е6 


17 2 (x — 3), R = o 
n=0 
19. Se — (x — т)", А = e 
ic "aeo 
1 = 3.7... Е 
Ms EEUU M Mg 
4 4^ - n! 
EI URS DURAN TE 
27. 3D m ,R-2 
© 2п+1 
29. У ly и, R = оо 
it Qn + 1)! 
a. E Lagos 


n=0 n! 


1 
—— Mi р = oo 


“o A? 
1 . 3 . 5 Es 4 (2n en 1) x 


x 1 
39. Y (-1y —— x", К = о 
хс!) Qn)! 


—1.5 
o —]1y-1 
a $ СЇ” „к= 
if (п — 1)! 
6 
( ^ 
43. 0,99619 
Egas ES OA Mua 
iei 2"n! 
(Dx $ 1-3-5 E (2n — 1) Zo 
it (Ол + 1)2"п! 
о х5"+2 
4. C + Ў (11 —————,R-c 
© (6n + 2)2n)! 
А 1 
49. C + Ñ (-1y x", R=% 
P ED 2n(2n)! 
51. 0,0059 53. 0,40102 5.5 57; 
5.1—32x2-Z2x 6. 1+1 +a — 63 е" 


65. In5 67. 1N2 696-1 


EXERCÍCIOS 11.11 

1. (a) T(x) = 1 = Ti), (х) = 1 — 1x = D(x), 
Tio) = 1 
To) = 1 


То = Т, 


2т 


2n+ = 
n UR=2 
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(b) 


X f To Ti Т» Т» Ta Т; Ts 


A 0,7071| 1 0,6916 | 0,7074 | 0,7071 


0 1 —0,2337| 0,0200 |—0,0009 


3 Nja 


-I 1 —3,9348| 0,1239 |—1,2114 


(с) А medida que n cresce, T,(x) é uma boa aproximação para f (x) em 
um intervalo cada vez maior. 


3.5 — ix — 2) (x — 2? — ix — 2) 


71. (х= 1) -1( = 1р + х = 1) 


T, 


9. x 202+ 2 


T; f —4 


11. Т; (к) = 1 x: ipe A se 
4 4 3 
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13. (a) 2 + ix — 4) - d (x — 4} (b) 1,5625 x 1075 

15. (а) 1 - x — D — ax — D? gx 1) (b) 0,000097 
17. (a)]1 id — (b)0,0014 

19. ( 1 +x? (b)0,00006 21. (DX! (Ы) 0,042 
23. 0,17365 25. Quatro 27. —1,037 <х < 1,037 

29. —0,86 <x < 0,86 31. 21 m, nào 

37. (c) Eles diferem em cerca de 8 X 10^? km. 


CAPÍTULO 11 REVISÁO 

Teste Verdadeiro-Falso 

1.Falso 3. Verdadeiro 5. Falso 7. Falso 9. Falso 

11. Verdadeiro 13. Verdadeiro 15. Falso 17. Verdadeiro 
9. Verdadeiro 21. Verdadeiro 


Exercícios 

1. i 3D 50 Ze? 92 N.C 13.C 
1.D 1с 19.C 2.C 23. СС 25 AC 
21. u 29. 7/4 31. е 35. 0,9721 

31. 0,18976224, erro < 6,4 X 1077 

41. 4,[-6,2) 43. 0,5, [2,5, 3,5) 


e l$ с _1_ E - e * zz - T | 
2 n20 (2n)! 6 (2n + 1)! 6 


q. Ў (1y, R=1 49. In4- Ў À R=4 
n=0 


п=1 n4" 
© 8n+4 
5. Ў (=) —— — К = ә 
© Qn +1)! 
1 ЮЕ PE ER с 
53. — + ў 122 Cn Dm R- 16 
2 n-l п!26"+! 


п 


57. (a1 (x— D (= D? ka- 0D? 
(c) 0,000006 


PROBLEMAS QUENTES 
1. 151/5! = 10 897 286 400 


3. (b) О sex = 0, (I/x) — cotg x se х # Кт, К inteiro 
5. (a) sn = 3- 4", I, = 1/3", p, = Anf (с) $83 


3 2 
9. (—1, 1), x + 4С +х 
dy 
11.1nj — 13. (а) iame DIS елт)  (b) ¡pm 
т 
19. —— —1 
23 


21. — (5 — mk J onde k é um inteiro positivo 


CAPÍTULO 12 


EXERCÍCIOS 12.1 
1. (4,0, —3) 3. C;A 


5. Um plano vertical que 
intercepta o plano xy na 
retay = 2 – х,2= 0 


7. (a)|PQl = 6, |OR|= 24/10, |RP| = 6; triángulo isósceles 
9. (а) Мо  (b)Sim 

11. (x — 1} + (y + 4 9 (z — 33 = 25; 

(x — D? + (с — 3? = 9, y = 0 (um círculo) 

13. (x — 3» (y - 8? + (z - 1? = 30 

15. (1,2, —4),6 17. (2,0, 6,92 

19. (b) 2, : 94, 1 N85 

21. (a) (x — 22+ (y + 3P - (с — 6$ — 36 

(b) (x= 2 + (у + 3) + (с – 6) = 4 

(с) (х – 2) + (у + 3) + (5 – 6) = 9 


23. Um plano paralelo ao plano yz e 5 unidades а esquerda dele 


25. Um semiespaço consistindo em todos os pontos à frente do plano 
y=8 

27. Todos os pontos sobre ou entre os planos horizontais z — 0 e 
2=6 

29. Todos os pontos em um círculo com raio 2 com centro no eixo z, 
isto é, contido no plano z = —1 


31. Todos os pontos em ou dentro de uma esfera com raio ҮЗ есеп- 
tro O 


33. Todos os pontos em ou dentro de um cilindro circular de raio 3 
com eixos no eixo y 


35. 0<x<5 3Lrc-or-yctg«R 
39. (а) (2,1,4) — (b) 


41. 14x — бу — 10 = 9, um plano perpendicular a AB 
43. 25 – 3 


EXERCÍCIOS 12.2 
1. (a) Escalar (b) Vetorial (c) Vetorial (d) Escalar 


> > > > > > —> > 
3. АВ = DC, DA = CB, DE = EB, EA = CE 


5. (a) и+у у (b) ч 


(c) N 9 a 
v+w шу 
Ou (b Бе а 
w u 
m u-w-v 
vtuctw 


11. а = (3, - 1) 


y 


15. a =(5, 2) 


YA 


(6,2) 


(71,4) 


(5.2) 


19. (2, —18), (1, —42), 13, 10 
21. —i + j + 2k, —4i + j + 9k, V14, V82 


3 7 8 1 4 
23. ==1+ ==) 25. 5i—5j+5k 21. 60? 
[58 58) 9 Ей бий 


29. (2,213) 31. =45,96 pés/s, =38,57 pés/s 
33. 100/7 == 264,6 №, =139,1º 

35. V1 250 == 35,4 km/h, N8ºW 

37. T, = —196 i + 3,92 j, T; = 196 i + 3,92 j 


39. (a) Em um ângulo de 43,4? do banco, ascendente 
(b) 20,2 min 
m. =@ +4PN17 43. 0 
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11 


45. (a), (b) (d) 5 = 2t IIl 


47. Uma esfera com raio 1, centralizado em (xo, Yo, zo) 


EXERCÍCIOS 12.3 
1. (b), (c), (d) são significativos 3. 14 5. 19 7. 32 


9 —15  1L.u:v-Lu:w--j 
a 5 
15. cos | ——— | = 63º 17. eos ( j= 81° 
(5) 1015 


7 
19. cos (55) = 52° д, 48°, 75°, 57° 


23. (а) Nenhum (b) Ortogonal 

(c) Ortogonal (d) Paralelo 

25. Sim 27. (i — j — k)/V3 [ou (ci + j + k)/N3] 
29. 457 31. 0° em (0, 0), 8,1° em (1, 1) 

33. $, 3, 3 48º, 71°, 48° 

35. 1/4/14, —2/N14, —3N14, 74°, 122º, 143° 

37. 1/3, 1/N3, 1/3; 55°, 55°, 55° 39. 4, (10 15 


9 27 54 18 Aoa uo 4 
M. Sd apa: —49) 43. I^DLzi-ajtzk 


47. (0, 0, —-2N10 ) ou qualquer vetor da forma (s, t, 3s —2N10 ), 


stel 
49. 144] Ч. 560 cos 20° = 526] 
53.12 55. соз (1/N3) = 55° 


EXERCÍCIOS 12.4 
1. 16i+48k 3. 151-3ј+3к 5 11-ј+ К 
71(ü-D0i-(P—-2Bk 90 Mi+j+k 


13. (a) Escalar (b) Sem sentido (c) Vetorial 
(d) Sem sentido (e) Sem sentido (f) Escalar 


15. 9613; na página 17. (—7,10, 8), (7, —10, —8) 


- (E Es 3B (E A 5) 
343" 343° 33/7 \зуз' 3337. 343 

27. 16 29. (a)(0,18,-9)  (b)3v5 

31. (а) (13, 14,5) (b)  N390 

33. 82 35.16 39. 10,8 sen 80° ~ 10,6 N - m 

M. —417N 43. 60º 

45. (b) 197/3 53. (а) Мао (Ы) Мо (с) Sim 


EXERCÍCIOS 12.5 


1. (a) Verdadeiro (b) Falso (c) Verdadeiro (d) Falso 
(h) Verdadeiro 


(e) Falso (f ) Verdadeiro (g) Falso 
(1) Verdadeiro ( j) Falso (k) Verdadeiro 
3. r = (21+ 2.4) + 3.5k) + 1(3i + 2j — К); 
x=2+3,y=24+21,7=3.5-—t 

5. r = (i + 6k) + і + 3j + k); 
x=1+,y=3L,7=6+t 

1. x=2+2y=1+;tz=-3-4 
(х — 2)/2 = 2y — 2 = (z + 3)/(—4) 
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x+8 y-1 


9.x-—8-1l,y-71-—35z-^4; = ‚=4 
11 —3 

N.x=1l+5y=-1+2,2=1+6x-1=Q+D2=z 

13. Sim 

15. (а) (x — IY(—1) = (y + 5y2 = (z — 6)/(—3) 

(b) (71, —1, 0),(— 3, 0, — 3), (0, —3, 3) 

17. r(0=Qi-j+4k)+:Qi+7j-3k)0=:1=1 

19. Desvio 21. (4, —1, —5) 23. —2x+y+5z=1 


25. x - dy +:=4 27. 5x-y-2=7 


29. бх + бу + 62-11] 31. x+ty+z=2 


33. — 13x + 17у + 7z = —42 


35. 33x + 10у + 4z = 190 
31x 2y + 4: = —1 39. 3х – 8у – z = —38 


41. 43. 


45. (2, 3, 5) 


47. (2,3,1) 


49. 1,0, —1 
51. Perpendicular 53. Nenhum, cos-!(i)e 70,5? 


55. Paralelo 
3 
57. =1,y=-tz=t b = —— | = 15,80 
()x-Lly--&z-t (Ы) соз (35) 


59. x=1l,y=2=-=z 6. х+2у +; = 5 
63. (x/a) + (y/b) + (с/с) = 1 


65. х= 3, у= 1 


tz=2—2t 


67. P; e P; são paralelos, P; e P4 são idénticos 


69. 61/14 77. 1/N6 
79. 13/(N69) 


18 


7.5 73. S/QN14) 


EXERCÍCIOS 12.6 
1. (a) Parábola 


(b) Cilindro parabólico com domínios paralelos ao eixo z 
(b) Cilindro parabólico com domínios paralelos ao eixo x 


3. Cilindro elíptico 5. Cilindro parabólico 


1 


7. Cilindro hiperbólico 


9. (x = k, y 2= 1 — k, hipérbole (k 4 +1); 

y=k, xX — z= 1 — k, hipérbole (К # + 1); 

= К,” +y = 1 + F, círculo 

(b) A hiperboloide é rotacionada de modo que tenha o eixo no eixo y 
(c) A hiperboloide é deslocada uma unidade na direção negativa y 


11. Paraboloide elíptica com eixo no eixo x 


15. Hiperboloide de duas folhas 


17. Elipsoide 


19. Paraboloide hiperbólico 


21. VII 23. II 25. VI 27. VIII 
2 ZA 

29. у> = 04 — 

9 


Cone elíptico com eixo no eixo y 


2 
1. у= 2-2 
2 


Paraboloide hiperbólico 


2y 


33. ppp +(-3P=1 


Elipsoide com centro (0, 2, 3) 


35. (y + 1P} = (х – 2) + (z— 1? 
Cone circular com vértice 

(2, —1, 1) e eixo paralelos 

ao eixo y 


IDAS 
Т, 
М 
АДАМ 
e 


43. у= 2 + 22 


45. —4x = y? + Z2, paraboloide 


2 y? 2° 


X 
(6 378,137) (6 378,137} | (6356,523y 


47. (a) 


(b) Círculo (c) Elipse 


APÊNDICES 


51. 


-N 
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OT 
0506950090005 
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SS 
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Us c 


Xx 


CAPÍTULO 12 REVISÁO 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Falso 3. Falso 5. Verdadeiro 
Verdadeiro 11. Verdadeiro 
17. Falso 19. Falso 21. Verdadeiro 


7. Verdadeiro 


Exercícios 

1. (а) x + 1? - (y = 2» + (z - 1? = 69 
(6) (у = 2) + (z— 1)? = 68, х = 0 

(c) Centro (4, — 1, — 3), raio 5 


3. u- v = 3 V2; lu x v|= зу; fora da página 

5. 2,4 7. ()2 (0-2 (0-2 (@0 
9. cos(5) = 71º 11. (a) (4, —3,4) (b) V41/2 
13. 166 №, 114 № 

15. х= 4- 3, у= —1* 25,2 = 2 + 8t 

17. x= —2 +2t,y=2-t,z=4+5t 


19. —4x + 3y +z = —14 21. (1,4, 4) 23. Desvio 
25. x+y+z=4 27. 22/26 
29. Plano 31. Cone 


33. Hiperboloide de duas folhas 35. Elipsoide 


37. 4º +y + 2 = 16 


PROBLEMAS QUENTES 
1. (53-5) т 


3. (a) (x + 1)/(—2с) = (y — oy Kc? — 1) = z- oe + 1) 
(6) 2+у = 2+1, с = t (с) 47/3 


5. 20 


CAPÍTULO 13 


A13 


9. 


13. Verdadeiro 15. Falso 


EXERCÍCIOS 13.1 


1. (—1, 2] 3.i+j+k 3. (—1, 7/2, 0) 


А74 CÁLCULO 


11. 


15. 


T. r() = (t, 21,30), 0 t 1; 


x=ty=2,2=3,0=t=1 


19. rn = (= 1 55,1 $t, 0 m t D 


1 4 3 
x=>xty=->1+3z2=1-,31,0=t<1 


21.51 23. У 25. IV 


29. (0, 0, 0), (1,0, 1) 


M. r(A) —ti- 2 — 0) X84 DK 


43. r(t) = costi + sen tj + cos2t k, 0 < t < 277 
45. x —2cost, y = 2sent, z = Acos?t 47. Sim 


EXERCÍCIOS 13.2 
1. (a) »4 


(b), (d) 


APÊNDICES А75 


‚ ТЕЧЕТ ra 27. 12221 + 16. 29, e |x+2|[1 + Qe? + expo 
or) A та) = EO “йу n 
Ir 4I 31. (—iln2,1ND);tendeaO 33. (Р (b) 1,3, 0,7 
3. (а), (c) (b) r'() = (1, 27) " 
у=х? 
у=к(х) 


5. (а), (с) (b) r'(r) = cos ti — 2sentj 37. "T" 
5 
0 
—5 0 
250 , 
0 —3—À1Á5 $00 > 
M 
7. (а), (с) , (b) r'(f) = 2e*i  e'j 51 


39. a éy = f GO, béy = к(х) 
6N4 cos?t — 12 cos г + 13 


M. «(n = 
(17 — 12 cos t? 
i 
K(t) À 

9. r(t) = (t cos t + sen t, 21, cos 2t — 2t sen 21) 
11. r'(r) = 4e” К 
13. 1 ()=21e + [3/10 +30]k — 15. r'(f) = + 2te inteiros maltiplos:de 2m 
17. (3,2,2) 19. 3j+%k 0 Bec mo dme 
21. (1, 2t, 32), (1/14, 2/N14, 3/N14), (0, 2, 61), (62, —6t, 2) 43. 62/042 + 98)" 

221 12 2 212 
23. 323 4 y 22,22 2 t 4t 45. 1102) 47. (3,3) (333) (33.3) 


2b.x=1-ty=tz2=1-1t 


| 2124 2 81 | 5 — 16 
21. r) = (3 — 40i + (4+ 3 j +2 — 60 k 51. (x cope у = 4,02+ (у – 3) = 5 


29. х=,у=1-:= 21 

31. х= -п- у= mtt, z=- ті 

33. 66° 35. 2i—4j + 32k 37. і+ј + к —7,5 2,5 
39. ї+?ў+(тшг—0К+С 

М. PicPjc pa – 3) k 


41. 2t cos t + 2 sent — 2costsent 49. 35 


53. (-1, —3, 1) 
EXERCÍCIOS 13.3 55. 2x + y + 4z — 7, 6x — Sy z— —3 
1. 1010 З е-е! 5 4(132—8) 7. 153841 63. 21 +42 +1) 65. 2,07 X 10? Å 2m 
У A RE А a EXERCÍCIOS 13.4 
13. r((s) = —— si + (1 sli + (5 + —slk i—381— одр 
(s) = po si ( 55i ( +5) 1. (a) 1,81 3,8) — 07k, 2.0 — 24j 0,6k, 
P NER NET 2,81 + 1,8j — 0,3k, 2,81 + 0,8j — 0,4k 
сезине (b) 2,41 — 0,8] — 0,5k, 2,58 
17. (a) (1/10, (—3/N10)sen г, (3/10) cos г), MED 
(0, —cos t, —sen 1) (b) jo iin Ro I (2,2) 
1 1 a(t) = (—1,0) aj 
19. (a) (Ме, e?,— 1), (1 — ex, N2e, N2e) Iv0| = NP 1 


etr] er] 
(b) Zee! + 1)? 


N 
л 
E 
= 


21. 6Ё/(9# + 4? 23, < 
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5. v(f) = —3senti + 2costj 
а( = —3 cos ti —2sentj 


[v(f)| = N5 sem t + 4 


7. v(t) 2i * 21) 
а( = 2j 


|у()| = N1 +42 


Xx 


9. (21, 32, 21), (2, 61, 2), tI VI+ 8 


11. 21 + ej-e'kejte'kecte' 


13. e'[(cos t — sen fi + (sen t + cos f) j + (t+ DK], 
e'[-2 sen ti + 2costj + (t + Dk), М? + 2t + 3 


15. уб 2 ti + 24 + kr) = (52 1)i Pj fk 


17. (a) (f) = GË +0) i+(1—sent+ Dj + (3 — z cos 2t) k 
(b) 

19. 1=4 

21. гй = tà — tj - 3 £k, |v(0] = 1252 + 2 

23. (а) = 3 5355 т (Ы) = 1 531 т (е) 200 m/s 


25. 30 m/s 27. = 10,2°, = 79,8° 
29. 13,0? < 0 < 36,0°, 55,4? < 0 < 85,5° 


31. (250, — 50, 0); 10/93 = 96,4 pés/s 


33. (а) 16m (b) = 23,6? rio acima 
20 12 
| | 
0 40 
0 40 
L ) | 
—4 -12 


35. O caminho está contido em um círculo que está em um plano per- 
pendicular a c com centro em uma reta pela origem na direção de c. 


37.616 3.01 4. е-е, V2 


43. 4,5 cm/s?, 9,0 cm/s? 45. 1= 1 


CAPÍTULO 13 REVISÃO 


Teste Verdadeiro-Falso 
1. Verdadeiro 3. Falso 
9. Verdadeiro 11. Falso 


5. Falso 7. Falso 
13. Verdadeiro 


Exercícios 
1. (a) 


(b) r'(f) = i — v sen mtj + 7 cos ті К, 
r'(fr) = -T cos mtj — m sen mt К 


3. r( = 4costi + 4sentj + (5 — 4 cos t)k, 0 t 2zr 
5. li — Qhr) j + О/т)К 7. 86,631 9. 7/2 
11. (а) (8, t, D/NP + £1 
(b) (8 + 2t, 1 — t, —2 — AINE + 56+ 69 + 52+ 1 
(с) УВ + 56+ 69+ 52+ 1 /@ ++ 1? 
13. 12/17? 15. х – 2у + 27 = 0 
17. vA = (1+ а 0і+ј — е, 
Iv] = V2 + 21n t + (а) + e-?, a(f) = (1/9 і + e™' k 
19. (a) Cerca de 0,8 m acima do cháo, 18,4 m do atleta 
(b) = 63m (c) =19,1 m do atleta 


21. (c) -2e v, + e"'R 


23. (a) v = oR(—sen oti + cos ot j) (c) a = —or 


PROBLEMAS QUENTES 
1. (a) 90°, v;/(2g) 


3. (a) = 0,25 m à direita da borda da mesa, = 4,9 m/s 
(b) = 5,9? (c) = 0,56 m à direita da borda da mesa, 


5. 56 


7. r(u, v) = c + иа + vb onde a = (ai, a», аз), 
b = (bi, bz, ba), € = (с, с, сз) 


CAPÍTULO 14 
EXERCÍCIOS 14.1 


1. (a) —27; uma temperatura de —15 °С com vento soprando a 


40 km/h dá uma sensação equivalente a cerca de —27 °С sem vento. 
(b) Quando a temperatura é —20 °С, qual velocidade do vento dá uma 
sensação térmica de —30 °С? 20 km/h 

(c) Com uma velocidade do vento de 20 km/h, qual temperatura dá 
uma sensação térmica de —49 °С? —35 °С 

(d) Uma função da velocidade do vento que dá os valores da sensa- 
ção térmica quando a temperatura é —5 °С 

(e) Uma função da temperatura que dá os valores da sensação tér- 
mica quando a velocidade do vento é 50 km/h 


3. = 94,2; a produção anual do fabricante está avaliada em $94,2 mi- 
Ihóes quando 120 000 horas trabalhadas sáo gastas e $20 milhóes de 
capital sáo investidos. 


5. (a) = 20,5; a área da superfície de uma pessoa 70 pol. mais alta 
que pesa 160 libras é de aproximadamente 20,5 pés quadrados. 

7. (a) 7,7; um vento de 80 km/h soprando em mar aberto por 15 h 
criará ondas de cerca de 7,7 m de altura. 

(b) f (60, г) é uma função de t que dá a altura das ondas produzidas 
por ventos de 60 km/h por t horas. 

(c) f (v, 30) é uma função de v que dá a altura das ondas produzidas 
por ventos de velocidade v soprando por 30 horas. 

9. (a) 1 (b) R? (c) [- 1, 1] 


APÊNDICES AT! 


11. (a)3 (Ы) {(х, у, 2122 +y} + z< 4, x = 0, у = 0, 22 0}, о 27. 2= у +1, 
interior de uma esfera de гаіо 2, centro da origem, no primeiro octante cilindro parabólico 
13. (0, ly > =) : 

y=-x 


15. (yl - y? « 1), (ә, In 9] 29. z = 9 — 2 — 9у?, 
paraboloide elíptico 


1. {(х, yl-1«€x«1,-1xyxlJ 


| 31. z = \4—-4%+у°, 
metade superior da elipsoide 


19. {x у)|у 2 x xz +1) 


33. =56,=35 35. 11°С, 19,5°С 37. Íngreme; quase achatado 


39. 


21. (6, у, 202+ y! - 2&1) 


43. (у — 2x}? = k 


y 


23. z = 1 + y, plano paralelo ao eixo x 


4321 0 1234 
25. 4x + 5y + z = 10, plano 


47. y = ke” 


A78 CÁLCULO 


51. x? + 9у2 = k ZA 


53. 


55. 


57. 


A 
IN 


59. (а) C (b) II 
63. (a) B (b) VI 
67. Família de cilindros circulares com eixo no eixo x (k > 0) 


61. (a) F (b) I 
65. Família de planos paralelos 


69. (a) Translada o gráfico de f duas unidades para cima 

(b) Amplia o gráfico de f verticalmente por um fator 2 

(c) Reflete o gráfico de fem relagáo ao plano xy 

(d) Reflete o gráfico de fem relação ao plano xy e a seguir translada-o 
2 unidades para cima 

n. 


f parece ter um valor máximo de cerca de 15. Há dois pontos de má- 
ximo local, porém nenhum ponto de mínimo local. 
73. 


Os valores da funcáo tendem a 0 quando x, y se torna grande; quando 
(х, y) se aproxima da origem, f tende a +œ ou 0, dependendo da di- 
recáo de aproximação. 

75. Se c = 0, o gráfico é uma superfície cilíndrica. Para c > 0, as 
curvas de nível sáo elipses. O gráfico tem curva ascendente enquanto 
deixamos a origem, e a ingremidade aumenta à medida que c au- 
menta. Para c « 0, as curvas de nível são hipérboles. O gráfico tem 
curva ascendente na direção y e descendente, tendendo ao plano xy, 
na direção x, causando uma aparência em forma de sela perto de 
(0, 0, 1). 


Т. c — —2,0,2 79. (b) y = 0,75x + 0,01 


EXERCÍCIOS 14.2 
1. Nada; Se f for contínua, f (3, 1) = 6 


= 


3 —5 


5. 1 1.5 9. Náo existe 11. Náo existe 
13. 0 15. Não existe 17.2 
19. 53 21. Não existe 


23. O gráfico mostra que a função se aproxima de números diferen- 
tes ao longo de retas diferentes. 
25. A(x, y) = (2х + 3y — 6) + N2x + Зу — 6; 

(O, у)| 2x + Зу > 6) 


27. Ao longo da reta y = x 29. К? 31. (65, y) L+ y! x 1} 
33. (Oy) + y!» 4} 35. (y, 2l ^+ y-z2x1) 
37. (0х, у) о, у) 5(0,0} 39.0 А. —1 


NNNM 
NS 
NS: 


fé contínua em R? 


EXERCÍCIOS 14.3 

1. (a) A taxa de variação da temperatura quando a longitude varia, 
com a latitude e o tempo fixados; a taxa de variação quando apenas 
a latitude varia; a taxa de variação quando apenas o tempo varia. 

(b) Positiva, negativa, positiva 

3. (a) fr (—15, 30) = 1,3; para uma temperatura de — 15 °С e veloci- 
dade do vento de 30 km/h, o índice de sensação térmica sobe 
para 1,3ºC рага cada grau de elevação da temperatura. 
JA 15, 30) = —0,15; para uma temperatura de — 15°С e velocidade 
do vento de 30 km/h, o índice de sensação térmica cai para 0,15ºC 
para cada km/h de aumento da velocidade do vento. 

(b) Positiva, negativa (c) O 

5. (a) Positiva (b) Negativa 

7. (a) Positiva (b) Negativa 

9 c-fb-f.a-f 

11. (1,2) = —8 = inclinação de C, (1, 2) = —4 = inclinação 
de C; 


13. 


Ро, y) = ху? 


X 


АО, y) = 2xy? 


x 272 
Б (a, y) = 3xy 
15. fx, y) = —3y, f(x, y) = 5у* —3х 

17. f(x, t) = — Te" sen Tx, f(x, f) = —e™ cos тх 
19. 0:/9х = 20(2x + 3y}, 02/0y = 30(2x + Зу)? 


21. fx, y) = Vy, fi, y) = —xly? 


_ (ad — bc)y _ (bc — ad)x 
23. fio, y) = M „р(х, y) = =———— 
5% у) (cx + dy? 50») (cx + ау)? 


25. д (и, v) = 10ио(и?о — v) gu, v) = 5(и? — 30?)(и2о — vy 
27. dwlda = cos a cos В, дш/дВ = —sen a sen В 

29. Fx, у) = соѕ(е"), Рух, y) = — cos(e”) 

31. f. = z — 10xyz^, f = 15%, f, = x — 200y'% 


33. дш/дх = 1/(х + 2y + 32), дш/ду = 2/(x + 2y + 32), 
ðwlðz = 3/(x + 2y + 32) 


35. ди/дх = y sen (yz), ди/ду = x sen "(y + xyz/Nl — yz, 
duldz = xy/N1 — y 


37. h, = 2xy cos(z/t), hy = x? cos(z/t), 
h. = (—3xWylt) sen(z/t), hı = (х2у:/#2) sen(z/t) 


39. ди/дх; = хіх + x; cct 2 


M.i Bi 45. ру) =у?— Зу, f, у) DR 
2 
47. 9z = Ra Oz = _Y 
дх Зу ду 3z 
д9. Y oz NO 


51. (YO) Ју), fs y) 
53. fa = бху? + 241%, fo = 15х2у* + &? = f, fs, = 200 


55. шш = UI? + VYP, шь = uu? + vy? = wy, 


Wv = uu? + vy? 


APÊNDICES A79 


57. Zo = —2xl(1 +52), Zy = 0 = 2, Zy = —2у/(1 +y? 


63. 24xy? — 6y, 24x?y — 6x 65. (2z2y?2? + 6xyz + 2z)e"? 


67. 0e'*(2 sen 0 + 0 cos 0 + r0 sen 0) 69. 4/(y + 225,0 


11. 6yz 73. = 12,2, = 16,8, = 23,25 83. А/К? 


gn О. Исар gp. 2wa 2 ATO 
9P nR 'aV У (V=nmbY 


93. Não 95 x—-1t5y7^2,2-2-—2t 99. —2 


101. (a) 
xy + 42у — у? x — 403у2 — xy! 
(бо, p="D" p у) = tI 
(2+ yy Q2 yy 
(c) 0, 0 (e) Não, uma vez que f e fx não são contínuas. 


EXERCÍCIOS 14.4 


1. а= – 7х – бу + 5 
5. x+y+z=0 


3. х+у – 2: = 0 


XQ 
>) 
SS) 


AROS LA 
0555006074 


11. 6х + 4у = 23 13. 5х бу +2 
19.63 21 $x +Žy + Éz; 6,9914 
23. 2T + ОЗН — 40,5; 44,4°С 

25. dz = —2е 7” cos 2mt dx — 2me™ sen 2711 dt 

27. dm = 5р*ар + 3p?q?dq 

29. dR = (8? cos y da + 2a cos ydB — a? sen y dy 


31. Az — 0,9225, dz = 0,9 33. 54 cm? 35. l6 cn? 
37. = —0,0165mg; decresce 
39. d = 0,059 | 41. 2,3% 43. e, = Ax, £€; = Ay 


EXERCÍCIOS 14.5 

1. (2х + y) cos t + (2y + x)e 

3. [G/t) — y sen Д/У + 2+ y? 

5. e*: [2t — (x/z) — Qxylz)] 

7. ðz/ðs = 2xy? cos t + 332 y? sen t, 


92/91 = —2sxy) sen t + 3sx?y? cost 


9. dz/ds = P cos 0 cos ф — 2st sen Ө sen ф, 
02/01 = 2st cos Ө cos ф — s? sen 0 sen ф 


02 


5 
11. — = e'| t cos 0 — ——— sen) 
д5 | NS + 2 


de = els cos 0 — == sen o) 
дї Ng + 


13. 62 15. 7,2 
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1. — 
dr ox Or 


du _ du дх , du dy 
dt  OxOt dy dt 
19 ðw _ дш dr | ðw д5 П ди dt 
` Әх  óróx дғдх дг Әх 
ðw _ dw dr , дш Os , Ow Ot 


dy  Orày  OsOy д ду 


21. 85, 178, 54 23. 2m , —27 


5 2x + y sen x 
25. msm 122 
cos x — 2y 
] + x*y + y? + xy! — 2xy 
02 —2xy — 20у) 


29. 


É „2% 


31. – —,- эз. — X. 


3z ey ex 
35. 2ºC/s 37. = —0,33 m/s por minuto 

39. (a) 6 m/s (b) 10 m?/s (c) 0 m/s 

41. = 0,27 L/s 43. —1/(12N3) rad/s 

45. (a) oz/ar = (dz/0x) cos Ө + (0z/dy) sen Ө, 

927/90 = —(Oz/ax)r sen Ө + (0z/dy)r cos 0 

51. 4rs 072/07 + (Ar? + As?)ü?z/üx ду + Ars д°2/ду” + 2 д@/ду 


EXERCÍCIOS 14.6 

1. = 0,008 hPa/km 3. = 0,778 5. 2 + 3/2 

7. (a) Vf (x, y) = (2 cos(2x + 3y), 3 cos(2x + 3y)) 

(0Q.3) (93-3 

9. (а) (e?*, 2xze?*, 2xye??) 
4-313 


п. == — 43. -810 
10 
23 


17.5 19. 25 21. 65, (1,8) 
23. 1, (0, 1) 25. 1, (3,6, —2) 

27. (b) (712, 92) 

29. Todos os pontos na reta y = x + 1 
31. (a) 40/333) 


6)(.120 — (o—$ 


15. 4/N30 


33. (a) 32/3 (Ы) (38,6, 12) (е) 2N406 
35. 7 39 


4. ()x+ty+z=11 (bx-3=y-3=z-5 
x3 y-2 z—l 


3 12 


43. (а) 2x + Зу + 122 — 24. (b) 


45. (aAx+y+z=1 


(bx=y=z-—1 
49. (2, 3), 2х + 3y = 12 


YA 


2x + 3у= 127 
(3,2) 


= 


55. Não 59. (—5-55 
6.x—-1-—105,y-21-—165,z2-2 — 12t 


67. Seu = (a, b) ev = (c, d), então af. + bf, e cf. + df, são conhe- 
cidas, portanto resolvemos as equações lineares por f e fy 


EXERCÍCIOS 14.7 

1. (a) £tem um mínimo local em (1, 1). 

(b) f tem um ponto de sela em (1, 1). 

3. Mínimo local em (1, 1), ponto de sela em (0, 0) 

5. Máximo f(—1, 3) = 11 

7. Pontos de sela em (1, 1), (- 1, —1) 

9. Máximo f(0, 0) — 2, mínimo f(0, 4) — —30, pontos de sela em 
(2, 2), (-2, 2) 

11. Mínimo f (2, 1) — —8, ponto de sela em (0, 0) 

13. Nenhum 15. Mínimo f (0, 0) = 0, pontos de sela em 
(=1, 0) 

17. Mínimos f (0, 1) = f (m, —1) = f (2m, 1) = —1, pontos de sela 
em (7/2, 0), (37/2, 0) 

21. Mínimos f (1, +1) = 3, f(-1, +1) = 3 

23. Máximo f (7/3, т/3) = 3 N3/2, 

mínimo f (57/3, 57/3) — —3N3/2, ponto de sela em (т, т) 

25. Mínimos f (0, —0,794) = —1,191, 

f(+1,592, 1,267) = — 1,310, pontos de sela (20,720, 0,259), 
pontos mais baixos (+ 1,592, 1,267, —1,310) 

21. Máximo f (0,170, — 1,215) = 3,197, 

mínimos f(— 1,301, —0,549) = —3,145, 

f£ (1,131, 0,549) = —0,701, 

pontos de sela (— 1,301, — 1,215), (0,170, 0,549) (1,131, — 1,215), 
sem ponto mais alto ou mais baixo 

29. Máximo f (0, +2) = 4, mínimo f(1, 0)= —1 

31. Máximo f(=1, 1) = 7, mínimo f (0, 0) = 4 

33. Máximo f (3, 0) = 83, mínimo f (1, 1) = O 

35. Máximo f (1, 0) = 2, mínimo f (—1, 0) = —2 


3.2/3 а. (2,1, V5), (2,1, 5) 483. 190, 100 100 
45. SP/QN3) 47. $ 


51. Base do quadrado de lado 40 cm, altura 20 cm 


49. Cubo, comprimento da borda c/12 
53. 13/(343) 


EXERCÍCIOS 14.8 

. = 59, 30 

. Sem máximo, mínimo f (1, 1) = f(-1, -1) = 2 
. Máximo f (0, +1) = 1, mínimo f (+2, 0) = —4 
. Máximo f (2,2, 1) = 9, mínimo f(—2, —2, —1) = —9 
. Máximo 2/3, mínimo —2/N3 

11. Máximo ҮЗ, mínimo 1 

13. Máximo f (2, 3,3, 3) = 2, 

mínimo f ( 5, 1, 1, 5) = -2 

15. Máximo f (1, V2, — V2) = 1 + 242, 

mínimo f (1, — 2, V2) =1-22 

17. Máximo > mínimo 1 

19. Máximo f 3/22, —3/N2) = 9 + 1242, 
mínimo f (-2, 2) = —8 

21. Máximo f (— 1/N2, x 1/2 N2)) = e, 

mínimo f(+1/N2, 1/(2N2)) = e 

29-41. Veja os Exercícios 39-53 na Seção 14.7. 

43. Mais próximo G L 3), mais longe (—1, —1, 2) 
45. Máximo = 9,7938, mínimo = —5,3506 

47. (a) cin (b) Quando x, = x» = · +- = x, 


o ч сл оо = 


CAPÍTULO 14 REVISÃO 


Teste Verdadeiro-Falso 


1. Verdadeiro 


11. 


3. Falso 5. Falso 7. Verdadeiro 9. Falso 


Verdadeiro 


Exercícios 


1. 


9. 
11. 


(Gy) y» —х—1} 3. 


(a) = 3,5ºC/m, —3,0ºC/m 


(b) = 0,35ºC/m pela 
Equação 14.6.9 (A Definição 14.6.2 dá =1,1ºC/m.) 

(c) —0,25 

13. f. = 32xy(5y? + 222у)7, f, = (16:2 + 120у”)(5у? + 222y) 


3 2 
15. F, = —#_— + 2a (о? + B», Ез = EU 
o? + B2 o? + B2 
17. 5, = arctg(uN ш), Sy = ra = — __ 
1 + vw 2N w (1+ vw) 
19. fa = 24x, fy = —2у = fo fy = —2x 


21. fa = k(k = Dx*?ylz". fo = kly tymi = fix 


fa = kmx yz"! р, fy = Ц Daya, 
fz = Imx*y gro! = ff = т(т = 1)х#у а"? 


25. )т=8х+4у+1 (Ы) = = 201 
8 4 —1 

27. ()у2х-2у- =з  (pi—2-*1.:-1 

4 -4 -6 

29. (а) х + 2y + 5: = 0 

(х= 2+ у= -1 + 25: = 51 

31. (2,1, 20, (72, 21, 1) 

33. 60x + 22у + 2 z — 120; 38,656 

35. 2xy*(1 + бр) + 3x2y (pe? + e") + AZ( p cos p + sen p) 

31. —47,108 

43. Qxe?, xige?,2xlyze7) 45. -i 

47. 1145/2, (4,2) 49. ~ Š nós/mi 

51. Mínimo f(—4, 1) = —11 

53. Máximo f(1, 1) = 1; pontos de sela (0, 0), (0, 3), (3, 0) 

55. Máximo f(1, 2) = 4, mínimo f (2, 4) = —64 

57. Máximo f(—1,0) = 2, mínimos f (1, +1) = —3, 


pontos de sela (—1, +1), (1, 0) 


APÉNDICES A81 


59. Máximo f(+V2/3, 1/13) = 2/(3N3), 
mínimo f (2/3, — 1/13) = —2/(3N3) 

61. Máximo 1, mínimo —1 

63. (+3714, 3142, +318), (+3714, —3 Ufa, +3!) 
65. PQ — V3), PG — N3y6, PQN3 — 3)/3 


PROBLEMAS QUENTES 
1. LW? ¿LW? 3. (a) x = w/3, base = w/3 
7. N30, 32 


CAPÍTULO 15 


(b) Sim 


EXERCÍCIOS 15.1 


1. (a)288 (6) 144 3 (а) 0,990 (Ы) 1,151 
5. (4 (b-8 7U<V<L 
9. (а) ~ 248 (Ы) ~ 15,5 11.60 13.3 


15. 1,141606, 1,143191, 1,143535, 1,143617, 1,143637, 1,143642 


EXERCÍCIOS 15.2 
1.5005,320 3.22 52 
9212 1. 25 13. т 150 
7.912 19. 53 – 1)- 5m 
23. 


7. 18 


21. 16764 5) 


x 
25.51 27.2 29.2 


33. 21e — 57 


35. é 


37. O 
39. O Teorema de Fubini não se aplica. O integrando tem uma des- 


continuidade infinita na origem. 


EXERCÍCIOS 15.3 


1.32 3.5 53senl 713 9.7 
11. (a) (b) 
УА УА 
0 x 
0 X 


13. Tipo I: D=((x,y)|0=x<1,0=<y=<x), 

tipo I: D = (xy) l0sysLysxslys 
uns MN Dope 

15. f ку4уах+ || „уауах=| [„ ydxdy - i 


17. 2(1 — соѕ 1) 18% 2.0 23.17 BE 


A82 


39. 
41. 
43. 


45. 


47. 


49. 


57. 
65. 


ч 


CÁLCULO 


13 984 735 616/14 549 535 
ar/2 


fo f fes» dy ax 


FT fes) dx dy 


fo? fá rc, y) dx dy 


Ke-1) 51. iln9 


(7/16) < [joe CHA < 


ар + sab? 67. ma?b 


EXERCÍCIOS 15.4 


1. 


. OTID — (1/\/2)] 


37/2 


f fife cos Ө, r sen 0)r dr d0 


33. 0, 1,213; 0,713 


35. 


64 


3 


In2+ 


YA : 
y-lnx or x=e 


53. 102 — 1) 
m/16 59. 


. 17 (1 — соѕ 9) 31. 24283 
.375mm? 37. 2/(а+Ь) 
. (а)ул/4 (б)\л/2. 


371/4 
5% y (7/4) (cos 1 — cos 9) 
(mA —e*) 13. aT 15. 7/12 
za Wir ir 23. m0 


27. (81/3)(64 — 2443) 


33. 4,5951 
39. É 


ENT 


63. 97 


a AE y) dy dx 


EXERCÍCIOS 15.5 

1285C 3. 42k, (2,3) 56(55) T. (07 

9. 1/4, (1/2, 169) V. (532/16) 13. (0, 45/147) 

15. (2a/5, 2a/5) se o vértice é (0, 0) e os lados estão ao longo dos 
eixos positivos 

17. ЖЕК, БК, ЖБК 

19. 7ka$/180, 7ka*/180, 7ka*/90 se o vértice é (0, 0) e os lados estão 
ao longo dos eixos positivos 

21. pbh?/3, pb?h/3; bIN3, hIN3 

23. pa^m/16, pa*r/16; a/2, a/2 


25. т = 371/64, (x, y) = a o) 
103957 

_5т 4 _5т 4 _5т 

ГА bee d =. qm ‚© кү 
384 105” 384 105" 192 

21. (a) 5 (b) 0,375 (c) a = 0,1042 
29. (b) (1) e 9? = 0,8187 
(1) 1 + e !5— e798 — ет! ғ 0,3481 (c) 2, 5 


31. (a) = 0,500 (b) = 0,632 
33. (a) | [p (K/20)[20 — N(x — x? + (у — yo)?] dA, onde D é o 
disco com raio de 10 km centralizado no centro da cidade 


(b) 2007/3 = 209k, 200(71/2 — ak = 136k, na borda 
EXERCÍCIOS 15.6 


1. 15/26 3. 3\14 5. 12sen!6) 
7. (/6)07N17 — 5V5) 9. (27r/31QV2 — 1) 
11 (т 2) 13. 13,9783 15. (а) = 1,83 (b) = 1,8616 


17. 2414 + E In[(11N5  3/70)/(3N5 + N70)] 


19. 3,3213 23. (m/6)(101N101 — 1) 

EXERCÍCIOS 15.7 

17 35 53 71-53 94 1.978 
65 1 16 8 

13.2 15. 5 17. 162/3 19% a$ 

23. (а) fo fofo ^ dzdydx іт 5 

25. 0,985 

л. 


29 P a BN. 


-2J]0 Vian f 06 у, 2) dz dy dx 


ра рау (vay 
E | o Jay Y an / (% y, ©) dz dx dy 


_ (1 (4-42 (NA—y-Az 
=| 1Jo Ja 


f(x,y, х) dx dy dz 


E 
= fo) Om HIE. f(x,y, х) dx dz dy 


(2 [NEn (42-42 
| 2 Sn | 0 


fx, y, 2) dy dz dx 


= V4-42 [4—2-а2 
E JE Hi 44-42 Jo 


Р(х, у, z) dy dx dz 
31. ía fa fo” "Fe y, z) dz dy dx 
= = È $ Jo Ра, y, z) dz dx dy 
= fo E Ps FG y, 2) dx dy dz 
= °З; fes у, 2 dx dz dy 
= E 2j [ne Ja = f(x, y, z) dy dz dx 
= f$ Pie f fos y. 2 dy dx de 


33. fo T6 RT (x, y, z) dz dy dx 
= fofi fo” f(x, y. 2) de dx dy 
fo^ fof Qs y, 2 dx dy dz 
he jus (х, у, х) dx dz dy 
foo FP ле, y, d dy dz dx 
[O ПЕ f y. 2) dy dx dz 
35. Ir lj: fa f(x, y, 2) dz dx dy = Ir [ИН (x, у, z) dz dy dx 
Е Ir [Р |, f(x, y, z) dx dy dz = p [Н i f(x, у, х) dx dz dy 
= ffs faf y, d dy dz ax = ff ffo y, d dy dx dz 
37. 64m 39, 10, (555. 59 533) 
M. а5, (7a/12, 7a/12, 7a/12) 
аз. ].-L-L-—3ikD 45. jimkha 


47. гут |, fL f, x y dz dy dx 


х2) 


(b) (x, y, 2), onde 
^ el ploy 
x = (Шт) E "xe y? dz dy dx 


MP 


y = (Шт) f. n E» үх + y? dz dy dx 


= mo op рУ 

z = (Umf, falo ае + y? dz dy dx 
(c) i | ү n -y (х2 + у??? dz dy dx 
49. (a) 5 т + п 


e 28 307+128 457+ 208) 
97 + 44 '457 + 220° 13577 + 660 


(с) 549 (68 + 15m) 
51. (а) $ (b) oi (C) 5760 
55. (a) A região ligada pelo elipsoide x? + 2y?+ 32— 1 
(b) 4467/45 


EXERCÍCIOS 15.8 
1. (a) 


53. 12/8 


(2,243, —2) 
3. (a) (V2, 3/4, 1) 


(0, —2, 1) 
(b) (4, 277/3, 3) 


5. Meio-plano vertical pelo eixo z 


7. Paraboloide circular 
9. (а) 22 = 1 + гсоѕ0 – P? 
11. 


(b) z = г cos 20 


13. Coordenadas cilíndricas: 6 € r x 7,0 0 x2m,0xzx20 


APÊNDICES 


15. ZA 47 
X 
; 
17384m 19. $r + 21. 20/5 23. 3mWV2-1) 
25. (а) 1627 (b) (0, 0, 15) 


27. тКа?/8, (0, 0, 2a/3) 29. 0 
31. (a) f ff APP) ау, onde C é o cone 
(b) =4,4 X 10 J 


EXERCÍCIOS 15.9 
a —— (b) 


, 


2 2 

3. (а) (2, 37/2, 7/2) (b) (2, 32/4, 31/4) 

5. Meio-cone 7. Esfera, raio 3, centro (0, 1, 0) 

9. (a) соѕ2ф = ѕеп2ф (b) p'(sen?$ cos?0 + соѕ2ф) = 9 
11. 


(22.22) 


13. ZA 


15. 0 < ф < q/4, 0 € p = cos $ 
17. z (977/4) (2 — УЗ) 


X 


y 


19. [5^ [5 fof cos Ө, г sen Ө, z) r dz dr do 


A83 


A84 CÁLCULO 


21. 312.5007/7 23. 1.6887/15 25. 77/8 

27. (V3 — Dma)3 29. (a)107 (Ы) (0,0, 2,1) 
31. (а) (0,0,5) (Ы) 11K7/960 

33. (a) (0, 0,54) (b) 4Kra’/15 


35. 57 (2 — V2), (0, 0, 3/18(2 — N2))) 
37. 57/6 39. (4V2 — 5/15 М. 40962721 
43. 45. 1367/99 


EXERCÍCIOS 15.10 

1. 16 3. ѕеп20 — co?0 5.0 

7. O paralelogramo com vértices (0, 0), (6, 3), (12, 1), (6, —2) 
9. A regiáo ligada pela reta y = 1, o eixo y e por y = Nx 


1. х= i (о —u), y = 1 (и + 20) é uma transformação possível, onde 
5 = {(и, 0) |= 1<и%1,1<0=3} 
13. х = u cos v, у = и sen v é uma transformação possível, onde 
S= {(u, v) | 1 < u < V2, 0 < v < 7/2} 


15. -3. 17.67  19.21n3 
21. (a) тас (Ы) 1083 X 102 km? (с) ma + babck 
23. $In8 25. isenl 27. е-е! 


CAPÍTULO 15 REVISÃO 


Teste Verdadeiro-Falso 

1. Verdadeiro 3. Verdadeiro 5. Verdadeiro 7. Verdadeiro 9. Falso 
Exercícios 

1. = 64,0 3. 4? — de + 3 

9. fo [2 f (rcos Ө, г sen 0) r dr do 
11. A região dentro do circuito da rosa de quatro folhas r = sen 20 


5. jsenl 7. 2 


по primeiro quadrante 


13. 2 ѕеп 1 15. 206—7 17. iln2 19.8 
21. 812/5 23.5 25. 7/96 27. 
29. 176 31.2 33. 2ma/9 


35. (ад G$) 
(o) L9 1,6 =y = 13,x = IN6 
37. (а) (0,0, h/4) (b) ra'h/10 
39. n2 + 3) + (2/3 m. É 
45. аў (Di (Oz 

ат. fo fo Ps f(x», 2) dx dy dz 


PROBLEMAS QUENTES 

1.30 3. isenl 7. (b)0,90 
2 8 

13. aber ( 3 — "3 


43. 0,0512 


49. —In 2 51. 0 


CAPÍTULO 16 
EXERCÍCIOS 16.1 


1. da 
Se NN Y 
NNNN 


11. IV 13. I 15. IV 17. III 


19. A reta y = 2x 
4,5 


x 
vos 
\ 
\ 


—4,5 


Y 
\ 
\ 
l 
1 
1 
1 


Mo ж PESAS 


Pe 
us A end PUMP E 
ааа PP 


-45 
21. Vf (x, y) = (xy + D ev i + еј 


x А M 


BV (х,у, = == | + == | 
f 05 y, 2) Хе + уг + 2 dex yrg!] 


Z 
—————— Қ 
ү + уг + 2 


25. Vf(x, y) = 2xi- ј 


27. 4 
D 1T 


TT 7 


sA 


AZ 


29. Ш 31. II 33. (2,04, 1,03) 


APÊNDICES A85 


35. (a) (b) y =1/x,x>0 EXERCÍCIOS 16.5 
1. (а) —x i + 3xy j — xz k (b) yz 
3. (a) ze i + (aye — усе") j — xe К (b) у(е + e» 
5. ()0 — (D2ec-ycrz 


7. (a) (—e*cos z, —e cos x, —e'cos y) 


(b) e*sen y + e'senz + esen x 
9. (a) Negativa (b) rot F = 0 


11. (a) Zero (b) rot F pontos na direção negativa de z 
13. f(x, у, z) = ху? + К 15. Não conservativo 
EXERCÍCIOS 16.2 шы den 
1.3:(457—1) 316384 5% 15 EXERCÍCIOS 16.6 
9 ү5т  1L5vV4(ó-1)  112(e—-1 15.5 1. P: não; Q: sim 
17. (a) Positiva (b) Negativa 19. 45 3. Plano por (0, 3, 1) contendo os vetores (1, 0, 4), (1, —1, 5) 
21. $ — cos 1 — sen 1 23. 1,9633 25. 15,0074 5. Paraboloide hiperbólico 
27. 37 +5 7. 
2 v constante 
5 
0 

29. (a) — 1e (b) S: 

24 u constante y 1 

F(r(1)) 8 
/ 1 
// Fl) 
LL” v constante 
oS ERO 01 
A 

—0.2 
31. Zu. — е") — 33. 27h, (Alm, 0) 
35. (a) х= (Шт) | xp(x, y. 2) ds, 
y = (Um) | „уро, y, ©) ds, ii 
z = (Шт) 4. zp(x, у, z) ds, onde т = de р(х, y, 2) ds 


(b) (0, 0, 37) 
3.1L-kGm--s)L-k(m-i 3929 4; 
43. (а) 2mai + 6mbtj,0O<t<1 (Ы) 2та + 2 mb? : 
45. —1,67 X lO^ pés-lb 47. (b) Sim 51, =22J 


EXERCÍCIOS 16.3 

1. 40 3. f(x у) = xX — 3xy + 2y? — 8y + К 

5. Não conservativo T. f(x, y) = уе + xseny + К 
9. fx, y)=xlny + y + К 


AR 
AS 
IRAN 
INA 


v constante 


11. (b) 16 13. (а) (х,у) = ey (b) 2 13. IV 15. II 17. III 
= 19. x 2uy-7u-—uz--v 
15. (а) /(х, y,z) = xyz +z? — (b)77 +) À 
— = — | L 12 
17. (afGyz-ye* (4 18. 2 21. у= уг= х= м + у + о? 
21. Não importa qual curva é escolhida. 23. x = 2 sen ф cos 0, y = 2 sen ф sen 6, 
23. 30 25. Não 27. Conservativo z = 2 cos $, 0 < ġ < 7/4, 0 < 0 <2т 
31. (a) Sim (b) Sim (c) Sim [oux = x, y = y, z = V4 — № у, x? 


33. (a) Não (b) Sim (c) Sim 25. x = x, y = 4 cos 0, z = 4 sen Ө, 0 


" 29. x = x, y = e™ cos Ө, 1 
EXERCICIOS 16.4 

187 37 5.12 73 9-—24« М. -* 

13.47 15. -Se+48 17. -5 137 A(O; 
23. (4a/371, 4a/37) se a região é a porção do disco x? + y? = а? no pri- 


z=e"“sen0,0<x<3, 


0=0=2т +ü 


meiro quadrante 
27. 0 


A86 CÁLCULO 


31. (a) Direcáo reversa (b) Número de bobinas duplas 


33. 3x — у + 3: = 3 Bl Т 
2 
37. —x+2=1 39. 3/14 4. vida 


43. 5 (332— 272-1) 45 (277/31Q N2 — 1) 
47. 5 V21 + HnQ + V21) — In V17] 49. 4 
51. A(S) <V3TR? 53. 13,9783 

55. (a) 24,2055 (Ы) 24,2476 

57. E 4 + i In[(11N5 + 3N70)/(3N5 + N70)] 


59. (b) 
2T | 
\ 
Im | 
| 
2 07 H 
-24 } 
O = 
уз 8 0 


(c) DEM 36 sentu cos? + 9 sentu senzu + 4 cos?u sen?u du dv 
61. 47 63. 207 — 2) 


EXERCÍCIOS 16.7 


1. 49,09 39007 5 11/14 7.5(002-1) 
9.17114 11. 20/3 13. 364213 
15. (7/60)391N17 +1) 15.167 1912 2.4 


23.12 25 — $m 27.0 28. 48 


33. 4,5822 35. 3,4895 

37. [| F- aS = [| ТР(ӘМ/дх) — О + R(oh/9z)dA, onde 
D = projeção de $ no plano xz 

39. (0, 0, a/2) 


31. 27 + $ 


М. (а). = || 02+ у?р(х,у, 2) 48 (b) 4329215 
43. Okg/s 45. тас) А47. 12487 
EXERCÍCIOS 16.8 
30 50 7-1 9807 
11. (а) 817/2 (b) 
5 
z0 
-2 0 2 2 05 


(c) x = 3 cos t, y = 3 sen t, 
z = 1 —3(cost + sen 1), 


О=т=2т 


17. 3 
EXERCÍCIOS 16.9 


5. 5 7. 92/2 9. 0 11. 3277/3 13. 27 
15. 3412/60 + 5; arcsen(N3/3) 
17. 137/20 19. Negativa em P,, positiva em P» 


21. div F — 0 em quadrantes I, II; div F « 0 em quadrantes III, IV 


CAPÍTULO 16 REVISÃO 


Teste Verdadeiro-Falso 


1. Falso 3. Verdadeiro 5. Falso 
7. Falso 9. Verdadeiro 11. Verdadeiro 
Exercícios 

: o 1 
1. (a) Negativa (b) Positiva 3. 6 N10 5. is 
LE s$B5-4e 1.f(y-e-cx? 13. 0 

1 

17. -8m 25. «(27 — 5\5) 27. (1/60)(391417 + 1) 


29. — 647/3 33. -j 37. —4 39. 21 


CAPÍTULO 17 
EXERCÍCIOS 17.1 


1. у= ае? + ce 


3. y = cı cos 4х + c sen 4x 
5. y = де + c xe? 7. у= а + ое? 
9. y = e™(cı cos 3x + c» sen 3x) 
11. y- себ 10102 E ce “+10102 

1 1 
13. P = elei cos( 75 1) tc sen( тб t)] 


15. 10 Todas as soluções de tendem a 


О ou +0 à medida que x — too, 


17. y = 20 ?? + e 19. y = e + хе? 

21. у = (2 cos x — 3 sen x) 

23. y = jett — jg 25. y = 5 cos 2x + 3 sen 2x 
e—2 4 e 


27. у = 2e — 2xe > 29. y — 
e—1 e-l 


31. Sem solução 
33. (D) A = PTL, n um inteiro positivo; y = C sen(nzx/L) 
35. (a) b — а = пт, п qualquer inteiro 


c _„ соза Е 
(0) р-а = пте ud ze a menos que cos b = 0, então 


cos 
A ert sen a 
— e 
sen b 
c ., COS a _ 
()b—a-nre-—--—-e a menos que cos b = 0, então 
d cos b 
c sen a 
M ИЕ а 
а sen b 


EXERCÍCIOS 17.2 


KE 4 
. y = ае" + соет“ — ¿cos 2x — g3 sen 2x 


De 2a 
. y = «60s Зх + c sen 3x+ зе” 


“3 п i 2155 
. у = 5 соѕх + 5;senx + 5e' + x? — бх 


1 
3 
5. y = e^(ci cos x + с; sen x) + 5 e™ 
7 
9 


As soluções são assintóticas a 


1 3 
Yp = 19 COS X + тр sen x quando 
х — oo, Exceto por yp, todas as so- 


luções aproximam-se de o» ou 
— о quando x — — Ф. 


13. у, = Ae” + (Bx? + Cx + D) cos x + (E + Fx + С) sen х 
15. y, = Axe" + В cos х + С sen х 

17. y, = xe™ (А2 +Вх + C) cos 3x + (Dx? + Ex + F)sen 3x] 
19. у = с, cos(5 x) + c sen(5 х) = icosx 


21. y = сүе* + cxe + е^ 

23. y = cı sen x + c; cos x + sen x In(sec x + tg x) —1 
25. у= [ci + In(1 +e Ve + [c2 ^e + In(1 + e)]e* 
27. у= е" [с 


сәх iln(l Fx) + xtg! x] 


EXERCÍCIOS 17.3 
1. х = 0,35 со5(205 9 | 3x--ie94$e 
7. 


49 
5. i5 kg 


—0.11 


13. Q(r) = (—е-!®/250)(6 cos 207 +3 sen 20%) + 2s 
Қ) = і e 1% sen 201 


15. Q(r) = e "559 cos 201 — sy; sen 201] — 559 cos 101 + 735 sen 107 


EXERCÍCIOS 17.4 


= xl | e x" 
1. со — = сое" 3. c S, 
n=0 n! n=0 3"n! 
е Ў En! yn 
о (2p + 1)! 


= с e 


o ( — 1 y 
5. соў ОУ gm 4 
% 2, 2" n! К 


= yn 

7. co t су, — = со — ci ln(1 — x) para |х| <1 
п=0 n 

2n 


o y? 


— e 
п=0 2"n! 


E —1y,y0242,...2. == 2 
n. x+ CDS VOR DE am 
i (Зп + 1)! 


CAPÍTULO 17 REVISÁO 
Teste Verdadeiro-Falso 
1. Verdadeiro 3. Verdadeiro 


Exercícios 

1. у= cie? + ce”? 

3. у= с соѕ(УЗ х) + с» sen(N3 x) 
5. y = e™(cı cos x + c; sen x + 1) 
7 
9 


. у = се" + схе" 


1 1 
5 СО8 х —5 (x +1) sen x 


„ у = се? toe 1 1 хет? 
11. y = 5 – 2e 9*7» 
15. Sem solução 

Eo EP a 
n=0 (2n + 1)! 
19. О( = —0,02e" “(cos 101 + sen 107) + 0,03 


21. (c) 27/k = 85 min (d) = 28 400 km/h 


13. y = (е — ey3 


APÉNDICES 


EXERCÍCIOS A 


118 3r 55-555 


x+1 раах2 -1 


1.2-x 


= 2 
9. |х + 1| age paced 11. 2-71 
13. (—2, о) 15. [—1, х) 
————— ——————— 
=2, 0 -1 0 
17. (3,00) 19. (2, 6 


—————————— gs 
3 2 6 


APÊNDICES 
21. (0,1] 23. [-1,3) 
0 1 É o o3 já 
2 
25. (—%, 1] U (2,00) 27. [-1,3] 
== T 7 
2 
29. (—00, oo) 31. (—\З, УЗ) 
EN 0 КА 
33. (—oo, 1] 35. (—1, 0) U (1,0) 
0 1 EE UE ND 7 
37. (—9,0) U Ġ , œ) 
— 
4 
3.10€ C«35 Й. (a) Т= 20 – 105,0 n & 12 
(6) = 30°С Т 20°С 43. +} 45.2,—{ 
47. (—3,3) 49. (3,5) Ө. (ә, —7] U [-3, ә) 
53. [1,3,1,7] 55. [-4, —1] U [1, 4] 


57. x = (a + b)cl(ab) 


EXERCÍCIOS B 
3. N74 


1. 5 
17. 


Л. у= 60-15 — 23.2x 3у + 19-0 

25. 5х +у= 11 21. у= 30-2 289. у= 3х- 3 

31. у=5 38 х+2у+1=0 35 5r-2y+1=0 
39. m = 0, M. т= 3, 
b=-2 b--3 


47. 


yA 


Б. 2/37 


59. x > (c — ba 


12 92 
19. 


45. 


A87 
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51. 


31. Elipse 


53. (0, —4) 55. (a) (4, 9) (b) (3,5, —3) 57. (1, —2) 
59. y —x —3 51. (b) 4x — Зу — 24 = 0 


EXERCÍCIOS C 
1. (х= 3} + (у + 1) = 25 3 2+ у = 65 
5. (2,—5),4 L(—-0, 9 6-5, 010/4 


11. Parábola 13. Elipse 


y 


0 


EXERCÍCIOS D 

1. 77/6 3. 7/20 5. 57 7. 720? 9. 75? 
11. —67,5? 13. 37 cm 15. 2 rad — (120/7)? 
17. 19. 


УА 


15. Hipérbole 


21. 


23. sen(37/4) = 1/12, cos(37/4) = —1/N2, tg(3m/4) = —1, 

cossec(37/4) = 32, sec(37/4) = —32, cotg(37/4) = —1 

23. Hipérbole 25. Elipse 25. sen(97/2) = 1, cos(97/2) = 0, cossec(97/2) = 1, cotg(97/2) = 0, 
; tg(977/2) e sec(97/2) indefinida 

21. sen(57/6) = 3, cos(57/6) = — 13/2, tg(57/6) = — 1/43, 

cossec(571/6) = 2, sec(57/6) = —2hB, cotg(57/6) = — 3 


y 


4 3 5 5 4 
29. cos 0 = 3, tg 0 = 1, cossec Ө = 3, sec Ө = 1, cotg 0 = 3 


31. send = 5/3, cos $Ó--— 5, ted = — (5/2, cossec ф = 3/5, 


cotg & = —2/\5 
33. sen B = — 1/N10, cos В = —3/\10, tg B = 3, 
21. Parábola 29. Parábola cossec B = 410, sec B- —4i0/3 


35. 5,73576 cm 37. 24,62147 cm 59. 104 F 612) 
61. $G + 8.2) 63. 2 65. 7/3, 5/3 

67. 1/4, 31/4, 51/4, 71/4 69. 77/6, 7/2, 51/6, 31/2 
71. 0, т, 2T 73. 0 = x < т/бе5пт/6 x х < 2r 

75. 0 € x < 7/4, 3717/4 < х < 5т/4,7т/4< x < 27 


(3,4) 


APÊNDICES A89 


71. 31. п(и2 + 6n + 17)/3 33. n(n2+6n+ 11)/3 
35. n(n? + 2n? — п — 10)/4 
4. (am (6) 519-1 (су da- ao 
4.1 45 14 49. 2"1+т+п—2 
EXERCÍCIOS G 
1. (b) 0,405 
7. , | 
| | | EXERCICIOS H 
| | | 18-4 3. 13+18 5 12-7 7 1+1 
| | "NN 95-57  1.-i 13.51 15 12+5, 13 
0 m пу Зт m ( 5m3gl/ * E 3. . 
T ME mc) 17. 4,4 19. +57 2. —1+2 
| | | 23. — 4 —( 7/24 — 25. 3W2[cos(371/4) + i sen(37/4)] 
| l | 27. Stcos[tg !(5)] +i senftg”! ON 
81. 29. A[cos(7/2) + i sen(7/2)], cos(— 7/6) + i sen(— 7/6), 
3[cos(—/6) + i ѕеп(— 7/6)] 
31. 4V2[cos(77/12) + i sen(77/12)], 
(2/2)[cos(137,/12) + isen(137/12)], i[cos(7/6) + i sen(7/6)] 
33. —1024 35. —512:8 + 512i 
89. 14.34457 cm? 37. +1, +i (0/2) Elm) 39. +(43/2) + ji, —i 
ImA 
EXERCÍCIOS E 
1. VI + ҮЗ + УЗ + 04 + 045 3, 3+ + 3° + 38 я 
5 —-1+3+$+7+ 1 10+20 43/04... + no | 
10 —і% 
9. 1-1+1-1+ + (=) n. Yi 
wo j no 5 La M.i 45-(32i — 45 —e 
13. li iE 15. 22i m 22 n. » 47. cos 30 = cos?0 — 3 cos 0 sen?6, 


sen 30 = 3 cos?0 sen Ө — sen? 
21. 80 23. 3276 25. 0 21. 61 29. n(n + 1) 


aceleração de Coriolis, 787 
aceleração de uma partícula, 777 
como um vetor, 777 
componentes de, 779 
adição de vetores, 713, 715 
afélio, 617 
a geometria do tetraedro, 734 
Airy, Sir George, 673 
amortecedor, 1033 
amplitude de uma função de, 792 
ângulo negativo, A22 
angulo positivo, A22 
ângulo(s), A21 
entre planos, 739 
entre vetores, 721, 722 
negativo ou positivo, A22 
posição padrão, A22 
ângulo sólido, 1017 
antena de satélite, parabólica, 748 
apoastro, 611 
aproximação 
linear, 825, 828 
linear, para um plano tangente, 825 
pela Inequalidade de Taylor, 682, 692 
pelos polinômios de Taylor, 692 
aproximação de plano tangencial, 825 
aproximação linear, 825, 828 
aproximação quadrática, 859 
área 
delimiteado por uma curva paramétrica, 
585 
de um setor de um círculo, 602 
em coordenadas polares, 592, 602 
pelo Teorema de Green, 973 
superfície, 588, 910, 988, 990 
área superficial 
de uma esfera, 989 
de uma superfície paramétrica, 588, 988, 
989 
de uma superfície z = f(x,y), 910, 910, 990 
argumento de um número complexo, A53 
assíntota(s) 
de uma hipérbole, 609, A18 
astroide, 584 
auxiliar equação, 1021 
raízes complexas de, 1023 
raízes reais de, 1022 
Axioma de Completude, 631 
base de um logaritmo, A49 
Bernoulli, James, 539, 561 
Bernoulli, John, 539, 580, 680 
Bessel, Friedrich, 670 
Bézier, curvas, 579, 591 


Indice Remissivo 


Bézier, Pierre, 591 
Brahe, Tycho, 781 
calculadora, gráfica, 578, 598. Ver também sis- 
tema de computação algébrica 
caminho, 964 
campo 
conservador, 952 
elétrico, 951 
escalar, 949 
força, 951 
gradiente e, 846, 951 
gravitacional, 951 
incompressível, 980 
irrotacional, 979 
velocidade, 948, 951 
vetor, 948, 949 
campo de direção, 531, 531 
campo de força, 948, 951 
campo de velocidade, 951 
correntes oceânicas, 948 
escapamento de ar, 948 
padrões aéreos, 948 
campo de vetor de velocidade, 948 
campo de vetor gradiente, 846, 952 
campo de vetor irracional, 979 
campo elétrico (força por carga de unidade), 
951 
campo escalar, 949 
campo gravitacional, 951 
campo vetorial, 948, 949 
conservador, 952 
divergência de, 979 
flux elétrico de, 1000 
fluxo de, 999 
força, 948, 951 
gradiente, 952 
gravitações, 951 
incompressível, 980 
irrotacional, 979 
potential função de, 968 
reta integral de, 959, 960 
rotacional de, 977 
superfície integral de, 999 
velocidade, 948, 951 
campo vetorial conservador, 952, 969 
Cantor, Georg, 644 
capacidade de carregamento, 526, 550 
cardioide, 595 
carga, elétrica, 901, 901, 919, 1036 
total, 901, 919 
CAS. Ver sistema de computação algébrica 
Cassini, Giovanni, 601 
catástrofe em forma de cauda de andorinha, 583 


catástrofe ultravioleta, 700 
Cauchy, Augustin-Louis, 883, A41 
centrípeta força, 788 
centro de gravidade. Ver centro de massa 
centro de massa, 901, 956 

de uma lámina, 902 

de uma superfície, 994 

de um fio, 956 

de um sólido, 918 
centroide de um sólido, 918 
cicloide, 579 
ciéncia dos foguetes, 866 
cilindro, 744 

elipsoide, 746 

hiperboloide, 746 

paraboloide, 745, 745, 746 

tabela de gráficos, 746 
cilindro parabólico, 744 
circuito elétrico, 538, 540, 559 

análise de, 1036 
circulação de um campo de vetor, 1006 
círculo de curvatura, 773 
círculo, equação do, A14 
círculo osculador, 773 
cissoide de Diocles, 583, 600 
Clairaut, Alexis, 817 
Cobb, Charles, 793 
cocleoide, 620 
coeficiente(s) 

binomial, 686 

de friccáo estática, 753 

de uma série de poténcia, 669 
coeficientes binomiais, 685 
coeficientes indeterminados, método dos, 
1026, 1029 
combinação linear, 1020 
cometas, órbitas dos, 618 
componente normal de aceleração, 780, 780 
componentes de aceleração, 779 
componentes de um vetor, 714, 724 
componente tangencial de aceleração, 779 
composição de funções 

continuidade de, 810 
comprimento do arco, 769 

de uma curva espacial, 768, 769 

de uma curva paramétrica, 586 

de uma curva polar, 603 
concoide, 580, 599 
condição inicial, 529 
condutividade de calor, 1001 
condutividade (de uma substância), 1001 
cone, 747 
cone, 606, 747 
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parametrização de, 986 
cônicos transladados, 610, A19 
conjugada complexa, A51 
conjugadas, propriedades de, A52 
conjunto de Cantor, 644 
conjunto de notação, A3 
conjunto fechado, 854 
conjunto limitado, 854 
conjunto, limite ou fechado, 854 
conservação de energia, 968 
constante da mola, 527, 1032 
constante de amortecimento, 1033 
continuidade 

de uma função, 757 

de uma função de duas variáveis, 807 

de uma função de três variáveis, 809 
convergência 

absoluto, 661 

condicional, 662 

de uma sequência, 626 

de uma série, 637 

intervalo de, 671 

raio de, 671 
conversão, cilíndrica a retangular 

coordenadas, 923 
coordenada z, 708 
coordenada x, 708, A9 
coordenada y, 708, A9 
coordenadas cilíndricas, 924 
corrida na rampa, 933 
crescimento bacteriano, 548, 552 
crescimento exponencial, 552 
crescimento populacional, 548 

de bactérias, 548, 552 

modelos, 526 
cúbica retorcida, 759 
cunha esférica, 928 
curva de aprendizado, 530 
curva de solução, 531 
curva de transferência, 788 
curva em floco de neve, 704 
curva espacial, 756, 757, 757, 759 

comprimento do arco de, 768 
curva fechada, 965 
curva limite, 1003 
curva lisa por partes, 955 
curva paramétrica, 576, 757 

área abaixo de, 586 

comprimento do arco, 586 

inclinação de reta tangencial a, 584 
curva polar, 594 

comprimento do arco de, 604 

gráfico de, 594 

reta tangencial a, 596 

simetria em, 596 
curva(s) 

Bézier, 579, 591 

catástrofe em forma de cauda de andorinha, 

583 

cissoide de Diocles, 600 

comprimento da, 768 

cúbica retorcida, 759 

da bruxa de Maria Agnesi, 583 

dog saddle, 802 

epicicloide, 584 

equipotencial, 803 

espacial, 756, 757 


espiral de Cornu, 590 
espiral toroidal, 759 
estrofoide, 605, 620 
fechada, 965 
grade, 984 
hélice, 757 
limite, 1003 
nível da, 796 
orientacáo da, 958, 971 
ovais de Cassini, 602 
paramétrica, 576, 757 
polar, 594 
simples, 966 
suave-parcial, 954 
trocoide, 582 
curvas de contorno, 796 
curva(s) de nível, 796, 798 
curvas em grade, 984 
curvas equipotenciais, 802 
curva simples, 966 
curva suave, 770 
curvatura, 591, 770 
curvatura do arco, 768 
cüspide, 580 
da bruxa de Maria Agnesi, 583 
de integracáo 
de uma função vetorial, 762 
de uma série de potência, 675 
ordem reversa de, 884, 892 
parciais, 882 
sobre um sólido, 925 
termo-por-termo, 675 
De Moivre, Abraham, A55 
densidade 
de uma lámina, 901 
de um sólido, 918 
densidade da carga, 901, 919 
derivada direcional, 839, 840, 842 
de uma função de temperatura, 839, 840 
segunda, 849 
valor máximo de, 843 
derivada normal, 982 
derivada(s) 
de funções exponenciais, A48, A49 
de funções logarítmicas, A45, A48 
de notacáo para parciais, 813 
de uma função vetorial, 762 
de uma série de poténcia, 675 
direcional, 839, 840, 842 
normais, 982 
pacial mais alta, 815 
parciais, 812 
segunda, 765 
segunda direcional, 848 
segunda parcial, 816 
derivada(s) parciais, 812 
como inclinações de retas tangenciais, 814 
como uma taxa de variação, 812 
de uma função de mais de três variáveis, 
815 
interpretações de, 814 
notacóes para, 813 
regra para encontrar, 813 
segundo, 816 
derivadas parciais de ordem superior, 816 
derivada e integral termo a termo, 675 
Descartes, René, A10 


design da cacamba, minimizar o custo do, 858 
desigualdade de Taylor, 682 
desigualdades, regra para, A4 
desigualdade triangular, A8 
para vetores, 727 
determinante, 727 
de uma função vetorial de, 766 
diagrama trés, 832 
diferenciação 
de uma função vetorial, 765 
de uma série de potência, 675 
fórmulas para funções vetoriais, 765 
implícitas, 815, 835 
parciais, 811, 815, 815 
termo-por-termo, 675 
diferenciação implícita, 815, 835 
diferencial, 827, 828 
diferencial total, 827 
diretriz, 606, 612 
distáncia 
entre números reais, A7 
entre planos, 741 
entre ponto e plano, 734 
entre ponto e reta no espaco, 734 
entre pontos em um plano, A10 
entre pontos no espaço, 710 
entre retas, 741 
Divergência, Teste para, 641 
divergente 
de uma sequência, 626 
de uma série infinita, 637 
de um campo vetorial, 979 
divisão de série potencial, 688 
DNA, forma de hélice do, 757 
do cilindro, 744 
parabólica, 744 
parametrização de, 986 
dog saddle, 802 
domínio de uma função de, 792 
Douglas, Paul, 793 
efeito de Doppler, 838 
efeito multiplicador, 643 
eixo z, 708 
eixo x, 708, A9 
eixo y, 708, A9 
eixo de uma parábola, 606 
eixos, coordenada, 708, A10 
eixos coordenados, 708, A10 
eixos de uma elipse, A17 
eixos maiores de elipse, 608 
eixos menores de elipse, 608 
eixos polares, 592 
elemento de um conjunto, A3 
elipse, 607, 612, A17 
diretriz, 612 
eixos maiores, 608, 617 
eixos menores, 608 
equação polar, 614, 617 
excentricidade, 613 
focos, 607, 612 
propriedade de reflexão, 609 
vértices, 608 
elipsoide, 745, 747 
em gráficos polares, 596 
energia 
cinética, 969 
consevação de, 968 


potencial, 969 
energia cinética, 968 
energia potencial, 968 
epicicloide, 584 
epitrocoide, 590 
equação característica, 1021 
equacáo complementar, 1026 
equação de condução de calor, 822 
equação de diferença logística, 635 
equação de inclinação-interseção de uma reta, 
A12 
equacáo de Laplace, 817, 980 
equação de onda, 817 
equação de ponto-inclinação de um reta, All 
equação de van der Waals, 822 
equação diferencial, 525, 526, 527 
autónoma, 534 
Bernoulli, 561 
família de soluções, 526, 529 
homogênea, 1020 
linear, 557 
logística, 1020, 1025 
logística, 550, 635 
ordem de, 527 
parcial, 817 
primeira ordem, 527 
segunda ordem, 527, 1020 
separável, 538 
solução de, 527 
solução geral de, 529 
soluções linearmente independentes, 1021 
equação diferencial autônoma, 534 
equação diferencial de Bernoulli, 561 
equação diferencial de segunda ordem, 527 
soluções de, 1020, 1025 
equação diferencial homogênea, 1020 
equação diferencial linear, 557, 1020 
equação diferencial linear de primeira ordem, 
527,557 
equação diferencial logística, 527, 550 
equação diferencial não homogênea, 1020, 
1026 
equação diferencial parcial, 817 
equação diferencial separável, 538 
equação escalar de um plano, 738 
equação linear, A13 
de um plano, 738 
equação(ões) 
condução de calor, 822 
de Laplace, 817, 980 
de uma curva espacial, 757 
de uma elipse, 607, 614, A17 
de uma esfera, 711 
de uma hipérbole, 610, 614, A18 
de uma parábola, 606, 614, Al6 
de uma reta, All, Al2, Al3, Al4 
de uma reta através de dois pontos, 736 
de uma reta no espaço, 734, 735 
de um círculo, A15 
de um gráfico, A14, A15 
de um plano, 737 
de um plano através de trés pontos, 738 
diferença logística, 635 
diferencial logística, 527, 556 
diferencial (ver equação diferencial) 
forma de duas interseções, A14 
inclinação-interseção, A12 


linear, 738, A13 
Lotka-Volterra, 563 
onda, 817 
paramétrica, 576, 735, 757, 984 
polar, 594, 614 
ponto-inclinação, All 
predador-presa, 563, 563 
segundo grau, A14 
simétrico, 736 
van der Waals, 822 
vetor, 734 
equação polar de um cônico, 614 
equação polar, gráfico de, 594 
equações de Lotka-Volterra, 563 
equações paramétricas, 576, 735, 757 
de uma curva espacial, 757 
de uma reta no espaço, 735 
de uma superfície, 984 
de um trajetória, 779 
equações simétricas de uma reta, 736 
erro 
na aproximação de Taylor, 693 
esboço de domínio, 792 
escalar, 714 
esfera 
área superficial de, 989 
equação de, 711 
fluxo através, 999 
parametrização de, 986 
espaço, tridimensional, 708 
espiral de Cornu, 590 
espiral toroidal, 759 
estimativa da soma de uma série, 648, 654, 
659, 664 
estimativa de erro 
para séries alternadas, 659 
estimativa do resto 
para as Séries Alternantes, 659 
para o Teste de Integral, 648 
estratégia 
para série de testes, 667 
estrofoide, 605, 620 
Euler, Leonhard, 534, 646, 651, 683 
excentricidade, 613 
expoentes, leis de, A47, A49 
exponenciais complexas, A57 
faixa de Móbius, 992, 996 
família 
de curvas paramétricas, 580 
de epicicloides e hipocicloides, 583 
de soluções, 526, 529 
Fermat, Pierre, A10 
ferramentas gráficas Ver sistema de 
computação algébrica 
Fibonacci, 625, 634 
figura de Lissajous, 578, 583 
fluxo, 999, 1000 
fluxo de calor, 1000 
fluxo de líquido, 951, 979, 1000 
fluxo elétrico, 1000 
fluxo integral, 999 
foco, 606, 612 
de uma elipse, 607, 612 
de uma hipérbole, 609 
de uma parábola, 606 
de uma seção cônica, 613 
focos, 607 
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fólio de Descartes, 620 
fonte, 1011 
força 
centrípeta, 788 
constante, 724 
resultante, 718 
torque, 732 
força constante, 724 
força de restauração, 1032 
forca elétrica, 951 
forca resultante, 718 
forma polar de um número complexo, A53 
fórmula da distáncia, A11 
em trés dimensóes, 710 
fórmula de Euler, A57 
fórmula de ponto médio, A14 
fórmulas de adição para seno e cosseno, A26 
fórmulas de ángulo duplo, A26 
fórmulas de Frenet-Serret, 775 
fórmulas de produto, A26 
fórmulas de subtração para seno e cosseno, 
A26 
fórmulas do meio-ângulo, A26 
fração e expansão contínua, 635 
Fubini, Guido, 883 
função componente, 756, 949 
função cosseno, A23 
gráfico de, A28 
série de poténcia para, 684, 685 
função de Airy, 673 
função de Bessel, 670, 673 
função de densidade de probabilidade, 905 
função de Gompertz, 554, 556 
função de logaritmo natural, A44 
derivada de, A45 
limites de, A45 
propriedades de, A45 
função de produção de Cobb-Douglas, 794, 
819, 865 
função de valor vetorial. Ver função vetorial 
contínuo, 757 
limite de, 756 
função diferenciável, 825 
função exponencial natural, A46 
derivada de, A48 
propriedades de, A47 
série de potência para, 680 
função harmônica, 817 
função homogênea, 838 
função integrável, 876 
função linear, 794 
função(ões), 792 
Airy, 673 
amplitude de, 792 
Bessel, 670, 673 
componente, 756, 949 
composto, 809 
comprimento do arco, 768 
continuidade de, 808, 810 
contínuo, 757 
de densidade de probabilidade, 905 
de duas variáveis, 792 
densidade de conjunto, 905, 919 
de polinômios, 808 
de representação como uma potência de 
série, 673 
de três variáveis, 799 
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de varias variáveis, 792, 799 
de variáveis, 800 
de vetor, 756 
diferenciabilidade de, 825 
domínio de, 792 
Gompertz, 554, 556 
gradiente de, 841, 842 
gráfico de, 794 
harmónica, 817 
homogénea, 838 
integrável, 876 
limite de, 805, 809 
linear, 794 
logarítmica, A44, A49 
potenciais, 952 
produção de Cobb-Douglas, 794, 819, 865 
racionais, 808 
trigonométricas, A23 
valores máximo e mínimo de, 850 
valor médio de, 878, 921 
função(ões) exponencial(is), RP4 
com base a, A49 
derivada, de, A49 
integração de, 687, 688 
limites de, A47 
propriedades de, A47 
série de potência para, 681 
função(ões) logarítmica(s) 
com base a, A49 
derivadas de, A49 
limites de, A46 
propriedades de, A45 
função polinomial de 
de duas variáveis, 808 
função potencial, 952 
função racional, 808 
função secante, A23 
gráfico de, A28 
função seno, A23 
gráfico de, A28 
série de poténcia para, 684 
função tangencial, A23 
gráfico de, A28 
função vetorial de, 756 
continuidade de, 757 
derivada de, 763 
integração de, 766 
limite de, 756 
funções trigonométricas, A23 
gráficos de, A27, A28 
Galileu, 579, 586, 606 
Gause, G. Е, 552 
Gauss, Karl Friedrich, 1008, A31 
geometria analítica, A9 
Gibbs, Joseph Willard, 717 
gradientee, 841, 842 
gráfico polar, 594 
gráfico(s) 
de equações em trés dimensões, 709 
de funções trigonométricas, A27, RP2 
de uma curva paramétrica, 576 
de uma equação, A14, A15 
de uma função de duas variáveis, 794 
de uma sequéncia, 628 
de uma superfície paramétrica, 994 
polar, 594, 598 
grande círculo, 932 


Green, George, 971, 1007 
Gregory, James, 677, 680 
Hecht, Eugene, 696 
hélice, 757 
hipérbole, 609, 612, A18 
assíntotas, 609, A18 
diretriz, 612 
equação, 609, 610, 614, A18 
equação polar, 614 
equilateral, A19 
excentricidade, 613 
focos, 609, 612 
propriedade de reflexão, 612 
ramificações, 609, A18 
vértices, 609 
hipérbole equilateral, A19 
hiperboloide, 746 
hiperesfera, 922 
hipocicloid, 583 
humidex, 811 
Huygens, Christiaan, 580 
identidades de Green, 982 
identidades trigonométricas, A25 
imagem de uma região, 934 
imagem de um ponto, 934 
inclinação, All 
inclinação campo de, 531 
incrementar, 828 
independência do caminho, 964 
índice de sensação térmica, 793 
índice de humidade-temperatura, 800, 811 
índice de soma, A30 
indução matemática, 632 
princípio de, A32 
Inequalidade deCauchy-Schwarz, 727 
inércia (momento de), 904, 918, 962 
integração parcial, 882 
integrais múltiplas. Ver integral dupla; 
integral(is) tripla(s) 
integral definida, 874 
integral dupla, 874, 876 
nas coordenadas polares, 895, 896, 896 
nas regiões gerais, 887, 888 
nos retângulos, 874 
propriedades de, 880, 892 
Regra do Ponto Médio, 878 
variação de variável na, 934, 937 
integral(is) 
conversão para coordenadas cilíndricas, 
923 
conversão para coordenadas esféricas, 927 
conversão para coordenadas polares, 896 
definida, 874 
dupla (ver integral dupla) 
iterada, 882, 882 
linear (ver integral linear) 
superfície, 993, 999 
tripla, 913, 914 
variação de variáveis em, 896, 933, 937, 
938 
integral iterada, 882, 882 
integral linear, 954 
com respeito ao comprimento do arco, 956 
de campos de vetor, 959, 960 
para uma curva espacial, 958 
para uma curva plana, 954 
Teorema Fundamental para, 964 


trabalho definido como, 960 
integral(s) tripla(s), 913, 914 
aplicações de, 917 
em coordenadas cilíndricas, 923 
em coordenadas esféricas, 927, 928 
Regra do Ponto Médio para, 920 
sobre uma região limite geral, 914 
integral superficial, 993 
de um campo vetorial, 998 
sobre uma superfície paramétrica, 993 
inteiro, A2 
interseção x, Al2, A17 
interseção y, Al2, A17 
intersecção 
de conjuntos, A3 
de planos, 738 
de polar gráficos, área de, 602 
de três cilindros, 926 
interseções, A17 
intervalo, A3 
intervalo aberto, A3 
intervalo de convergência, 671 
intervalo fechado, A3 
isotérmico, 797, 802 
Jacobiano de uma transformação, 936, 938 
Jacobi, Carl, 936 
Joint densidade função de, 904, 918 
j (vetor da base canônica), 716 
Kepler, Johannes, 616, 781 
Kondo, Shigeru, 683 
k (vetor da base canônica), 716 
Lagrange, Joseph-Louis, 860 
lâmina, 901, 902 
Laplace, Pierre, 817, 980 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 539, 691 
Lei de Conservação de Energia, 969 
lei de conservação de momento angular, 785 
lei de cossenos, A30 
lei de crescimento natural, 549 
Lei de Gauss, 1000 
Lei de Gravitação de Newton, 781, 951 
Lei de Hooke, 1032 
Lei de Kepler, 616, 781, 781, 785 
Lei de Kirchhoff, 533, 1036 
Lei de Planck, 700 
Lei de Rayleigh-Jeans, 700 
Lei de Resfriamento de Newton, 530 
Lei do gás ideal, 822 
Lei do Paralelogramo, 713, 727 
Lei do Triângulo, 713 
Leis de Limite, A35 
para funções de duas variáveis, 807 
para sequências, 627 
lemniscata 
de uma curva espacial, 768 
de uma curva paramétrica, 586 
de uma curva polar, 603 
de um segmento linear, A7, All 
de um vetor, 715 
limaçon, 599 
limite(s) 
de funções logarítmicas, A44 
de uma função de duas variáveis, 805 
de uma função de três variáveis, 809 
de uma função vetorial, 756 
de uma sequência, 626 
limite superior mínimo, 631 


linearidade de uma integral, 880 
linearização, 825 
linhas de corrente, 953 
litotripsia, 609 
logaritmo(s) 
leis de, A45 
natural, A44 
Maclaurin, Colin, 680 
magnitude de um vetor, 715 
mapa de contorno, 796, 818 
massa 
de uma lâmina, 901 
de uma superfície, 994 
de um fio, 955 
de um sólido, 918 
massa, centro de. Ver centro de massa 
medida de radiano, A21 
meio X, 908 
meio-espaço, 800 
meio geométrico-aritmético, 634 
membrana de borracha, vibração de, 670 
Método de Euler, 534, 535 
método de multiplicadores de Lagrange, 860, 
860, 863 
Método do Intervalo Fechado 
para uma função de duas variáveis, 855 
método dos coeficientes indeterminados, 
1026, 1029 
método dos quadrados mínimos, 857 
Möbius, August, 996 
modelagem 
com equações diferenciais, 526 
crescimento populacional, 526, 549, 554, 
569 
movimento de uma mola, 527 
modelo de crescimento sazonal, 557 
modelo de von Bertalanffy, 570 
modelo logístico, 527, 549 
modelo matemático. Ver modelo(s), 
matemáticos 
modelo predador-presa, 562, 563 
modelo(s), matemáticos 
Cobb-Douglas, para custos de produção, 
794, 819, 865 
comparação de crescimento natural vs. 
logístico, 552 
crescimento sazonal, 557 
de corrente elétrica, 532 
função de Gompertz, 554, 556 
para crescimento populacional, 526, 554 
para vibração de membrana, 670 
predador-presa, 563 
von Bertalanffy, 570 
módulo, A52 
momento 
de inércia, 904, 918, 962 
de uma lámina, 902 
de um sólido, 918 
polar, 904 
segundo, 904 
sobre um eixo, 903 
sobre um plano, 918 
momento angular, 785 
momento de inércia polar, 904 
monkey saddle, 802 
movimento circular uniforme, 778 
movimento de uma mola, força influenciando 


amortecimento, 1033 

ressonáncia, 1036 

restauração, 1032 
movimento de um projétil, 778 
movimento no espaco, 776 
movimento planetário, 781 

leis de, 616 
multiplicação de série de potência, 688 
multiplicador de Lagrange, 860, 860 
multiplicador (Lagrange), 860, 860, 863 
múltiplo escalar de um vetor, 714 
natural, lei de crescimento, 549 
Newton, Sir Isaac, 691, 781, 785 
Nicomedes, 580 
nó trefoil, 759 
notação de soma, A30 
notação sigma, A30 
nümero 

complexo, A51 

inteiro, A2 

irracional, A2 

racional, A2 

real, A2 
i(número imaginário), A51 
número irracional, A2 
número racional, A2 
número real, A2 
número(s) complexos, A51 

adição e subtração de, A51 

argumento de, A53 

divisáo de, A51, A54 

forma polar, A53 

igualdade de, A51 

módulo de, A52 

multiplicação de, A51, A54 

parte imaginária de, A51 

parte real de, A51 

poténcias de, A55 

raízes de, A56 

raíz quadrada principal de, A52 
números de direção, 736 
óptica de terceira ordem, 697 
octante, 708 
e (o número), A46 

como uma soma de uma série infinita, 683 
operador de Laplace, 980 
óptica 

de primeira ordem, 697 

gaussiano, 697 

terceira ordem, 697 
óptica de Gaussian, 697 
óptica de primeira ordem, 697 
órbita de um planeta, 781 
ordem de integração, reversa, 884, 891 
ordem de integração reversa, 884, 891 
ordem de uma equação diferencial, 527 
Oresme, Nicole, 640 
orientação de uma curva, 958, 971 
orientação de uma superfície, 997 
orientação positiva 

de uma curva fechada, 971 

de uma curva limite, 1003 

de uma superfície, 998 
origem, 708, A2, A9 
ortogonal, 726 
Ostrogradsky, Mikhail, 1008 
otimização de turbina hidráulica, 867 
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ovais de Cassini, 602 
padróes do vento na Baia de San Francisco 
área, 948 
parábola, 606, 612, A16 
diretriz, 606 
eixo, 606 
equação, 606, 606 
equação polar, 614 
foco, 606, 612 
vértice, 606 
paraboloide, 745, 748 
paraboloide circular, 748 
paraboloide elíptico, 745, 747 
paraboloide hiperbólico 829, 746 
paralelepípedo 
volume de, 731 
parametrização de um curva espacial, 769 
com respeito ao comprimento do arco, 769 
suave, 770 
parametrização suave, 770 
parâmetro, 576, 735, 757 
par ordenada, A9 
partícula, movimento de, 776 
periastro, 611 
periélio, 617 
planímetro, 973 
plano cartesiano, A10 
plano de fase, 564 
plano horizontal, 709 
plano normal, 773 
plano osculador, 773 
plano(s) 
ângulo entre, 739 
coordenada, 708 
equação de, através de três pontos, 738 
equação(s) de, 735, 737, 737 
horizontal, 709 
normal, 773 
osculadora, 773 
paralela, 739 
reta de intersecção, 738 
tangencial à superfície, 823, 844, 987 
planos coordenados, 708 
planos cortantes, 743 
planos não paralelos, 739 
planos paralelos, 739 
plano tangente 
a uma superfície F(x, y, z), 824, 844 
a uma superfície paramétrica, 987 
para uma superfície de nível, 823, 844 
polinómio de Taylor, 681, 859 
aplicações do, 692 
polinômio de Taylor de nésimo grau, 681 
polo, 592 
ponto de amostra, 875 
ponto de equilíbrio, 564 
ponto de sela, 851 
ponto inicial 
de uma curva paramétrica, 577 
de um vetor, 713, 1023 
ponto final de uma função paramétrica, 576 
ponto final de um vetor, 713 
ponto(s) crítico(s), 850, 858 
pontos estacionários, 850 
ponto(s) no espaço 
coordenadas de, 708 
distância entre, 710 
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projecáo de, 708 
posição padrão de um ángulo, A22 
primeira octante, 708 
Princípio de Arquimedes, 1013 
princípio de indução matemática, A32 
princípio de superposição, 1028 
probabilidade, 905 
problema da braquistócrona, 579 
problema do valor inicial, 529 
problemas de mistura, 542 
problema valor-limite, 1024 
problema tautochrone, 579 
produtividade marginal, 819 
produto 
cruzado, 727 (ver também produto 
cruzado) 
escalar, 721 
escalar, 721 (ver também produto escalar) 
triplo, 731 
triplo escalar, 730 
produto cruzado, 727 
caracterização geométrica de, 730 
direção de, 729 
magnitude de, 730 
propriedades de, 730 
produto escalar, 721 
na form componente, 719 
propriedades de, 721 
produto interior, 721 
produto triplo, 730 
produto triplo escalar, 730 
caracterização geométrica de, 731 
produto triplo vetorial, 731 
produto vetorial, 727 
projecáo, 708, 724 
projecáo de vetores, 724 
projecáo escalar, 724 
projeção ortogonal, 726 
projétil, caminho de, 583, 778 
propensáo marginal a consumir ou 
economizar, 643 
propriedade de reflexão 
de uma elipse, 609 
de uma hipérbole, 612 
propriedades de, 730 
quadrante, A10 
quatérnio, 717 
radiação de estrelas, 700 
radiação do corpo negro, 700 
raio de convergência, 671 
raio de giração, 905 
raízes de um número complexo, A56 
raíz quadrada principal de um número 
complexo, A52 
ramos de uma hipérbole, 609, A18 
rearranjo de A2 série, 665 
região 
aberto, 965 
conectada, 965 
plano, de tipo I ou II, 888, 889 
plano simples, 971 
simplesmente conexa, 966 
sólido (de tipo 1, ou 3), 914, 914,915 
sólido simples, 1008 
região aberta, 965 
região conectada, 965 
região de plano de tipo I, 888 


região de plano de tipo II, 889 
região plana simples, 971 
região plana tipo I ou tipo II, 888, 889 
região polar, área de, 602 
região simplesmente conexa, 966 
região sólida, 1008 
região sólida simples, 1008 
Regra da Cadeia 
para várias variáveis, 831, 832, 833 
regra da mão direita, 708, 729 
Regra de l’ Hospital, A41 
Regra de Ponto Médio 
para integrais duplas, 878 
para integrais triplas, 920 
regras de uma superfície, 744 
relacáo comum, 637 
relação de recorrência, 1040 
representação(ões) de uma função 
como uma série de potência, 673 
ressonância, 1036 
resto da série de Taylor, 681 
restrição, 860, 863 
resumo de testes, 667 
reta horizontal, equação de, A12 
retángulo polar, 895 
reta normal, 845 
reta real, A3 
retas de fluxo, 953 
retas negativas, 737 
reta(s) no espaço 
equação vetorial de, 735, 735 
equações paramétricas de, 735 
equações simétricas de, 736 
negativas, 737 
normal, 845 
tangente, 763 
reta(s) no plano, All 
equação de, All, A12, A13 
equação de, através de dois pontos, 736 
horizontal, A12 
inclinação de, All 
paralela, A13 
perpendicular, A13 
retas paralelas, A13 
retas perpendiculares, A13 
reta(s) tangenciais 
a curva polar, 596 
a uma curva espacial, 764 
a uma curva paramétrica, 584, 585 
reta vertical, A12 
retrato de fase, 564 
Roberval, Gilles de, 586 
rosa de quatro pétalas, 595 
rotacional de um vetor campo, 977 
secáo cónica, 606, 613 
diretriz, 606, 612 
equação polar, 614 
excentricidade, 613 
foco, 606, 607, 612 
transladada, 610, A19 
vértice (vértices), 606 
secáo transversal 
de uma superfície, 744 
sector de um círculo, área do, 602 
segmento de reta orientado, 713 
segunda derivada, 765 
de uma função vetorial, 765 


segunda derivada direcional, 848 
segunda derivada parcial, 816 
Segunda Lei de Movimento de Newton, 778, 
781, 1032 
segundo momento de inércia, 904 
sequência, 624 
convergente, 625 
crescente, 630 
decrescente, 630 
de sumas parciais, 636 
divergente, 627 
Fibonacci, 625 
gráfico de, 628 
limite, 631 
limite de, 626 
logística, 635 
monotônica, 629 
termo de, 624 
sequência convergente, 626 
sequência crescente, 630 
sequência decrescente, 630 
sequéncia de Fibonacci, 625, 634 
sequéncia divergente, 626 
sequéncia infinita. Ver sequéncia 
sequéncia limitada, 630 
sequéncia logística, 635 
sequéncia monotónica, 629 
série p, 648 
série, 636 
absolutamente convergente, 661 
alternada, 657 
alternadamente harmónica, 658, 661, 661 
binomial, 686 
coeficientes de, 669 
condicionalmente convergente, 662 
convergente, 637 
de Gregory, 677 
divergente, 637 
estratégia para teste, 667 
geométrica, 637 
harmónica, 640, 647 
infinita, 636 
Maclaurin, 679, 754 p-, 648 
poténcia, 669 
rearranjo de, 665 
soma de, 637 
soma parcial de uma série, 636 
Taylor, 679, 680 
termo de, 636 
trigonométrico, 669 
série absolutamente convergente, 661 
série alternadamente harmônica, 658, 661 
série binomial, 685 
descoberto por Newton, 691 
série condicionalmente convergente, 662 
série convergente, 637 
propriedades de, 641 
série de Gregory, 677 
série de Maclaurin, 679, 680 
tabela de, 687 
série de potência, 669 
coeficientes de, 669 
diferenciação de, 675 
divisão de, 688 
integração de, 675 
intervalo de convergência, 671 
multiplicação de, 688 


para cosseno e seno, 684 
para função exponencial, 684 
raio de convergência, 671 
representações de funções como, 674 
série de Taylor, 679, 680 
série divergente, 637 
série geométrica, 637 
série harmônica, 640, 648 
alternada, 658 
série infinita. Ver série 
séries alternadas, 657 
série trigonométrica, 669 
Simpson, Thomas, 872 
sistema coordenada retangular, 709, A10 
conversão para coordenadas cilíndricas, 
923 
conversão para coordenadas esféricas, 927 
sistema coordenado, A2 
cartesiano, A10 
cilíndrico, 925 
esférico, 927 
polar, 592 
retangular, A10 
sistema coordenado cilíndrico de, 925 
equações de conversão para, 923 
integrais triplas na, 923 
sistema de computação algébrica, 577 
para integração, 677 
sistema de computação algébrica, criação de 
gráfico com 
campo vetorial, 950 
curva espacial, 759 
curva polar, 598 
curvas de nível, 798 
derivadas parciais, 816 
equações paramétricas, 577 
função de duas variáveis, 795 
sequência, 629 
superfície paramétrica, 986 
sistema de coordenada esférica, 927 
equações de conversão para, 927 
integrais triplas em, 927 
sistema de coordenada polar, 592 
área em, 602 
conversão de integral dupla para, 894, 896 
coordenadas, 593, 594 
equações de conversão para cartesiano 
seções cônicas em, 613 
sistema de coordenadas cartesiano, A10 
sistema de coordenadas em três dimensões, 
708, 709 
sistema lebre-lince, 566 
sistema LORAN, 612 
sólido 
volume de, 913, 914 
sólido plano tipo 1, ou 3, 914, 914,915 
solução de série de uma equação diferencial, 
1039 
solução de uma equação diferencial, 527 
solução estacionária, 1038 
soluções de equações predador-presa, 563 
soluções linearmente independentes, 1021 
solution de equilíbrio, 527, 563 
soma 
de uma série geométrica, 638 
de uma série infinita, 637 
de vetores, 713 


telescópica, 639 
soma de Riemann dupla, 877 
soma de Riemann tripla, 913 
soma parcial de uma série, 636 
somas(s) de Riemann 
para integrais múltiplas, 877, 913 
sorvedouro, 1011 
Stokes, Sir George, 1003, 1007 
superfície de nível, 800 
plano tangencial a, 844 
superfície de revolução 
representação paramétrica de, 986 
superfície fechada, 998 
superfície orientada, 996 
superfície paramétrica, 984 
área superficial de, 988, 989 
gráfico de, 995 
integral superficial sobre, 993 
plano tangencial a, 987 
superfície(s) 
fechada, 998 
gráfico de, 995 
nível, 800 
orientação positiva de, 998 
orientado, 996 
paramétrica, 984 
quadrática, 744 
suave, 987 
superfícies ortogonais, 849 
superfície(s) quadráticas, 744 
superfície suave, 988 
tapete de Sierpinski, 645 
taxa de crescimento 
relativo, 549 
taxa de crescimento relativo, 549 
taxa média de variação, 776 
Taylor, Brook, 680 
Teorema da Função Implícita, 835, 836 
Teorema da Sequéncia Monotónica, 631 
Teorema de Clairaut, 817, A44 
Teorema de De Moivre, A55 
Teorema de Divergéncia, 1008 
Teorema de Estimativa de Séries Alternadas, 
659 
Teorema de Fubini, 883, 913 
Teorema de Gauss, 1008 
Teorema de Green, 971, 1007 
formas de vetor, 981 
Teorema de Stokes, 1003 
Teorema de Valor Médio 
para integrais duplas, 943 
Teorema do Confronto,A38 
para sequéncias, 627 
Teorema do Valor Extremo, 854 
Teorema do Valor Médio de Cauchy, A41 
Teorema Fundamental de Cálculo 
para funcóes vetoriais de, 766 
para integrais lineares, 964 
versóes em dimensóes maiores, 1013 
termo de uma sequéncia, 624 
termo de uma série, 636 
Teste de Comparação, 652 
Teste de Comparação de Limite, 654 
Teste de Comparação para série, 652 
Teste de Concavidade, A40 
Teste de Integral, 647 
Teste de Raiz, 664 
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Teste de Razão, 663 
Teste de Segundas Derivadas, 851 
Teste de Séries Alternadas, 657 
Teste para divergência, 641 
tetraedro, 734 
Thomson, William (Lord Kelvin), 971, 1003, 
1007 
TNB, quadro, 773 
torção do espaço curvo, 775 
toroide, 993 
torque, 785 
torres de arrefecimento, hiperbólicas, 748 
Torricelli, Evangelista, 586 
trabalho (força) 
definida como uma reta integral, 959 
traçado de uma superfície, 744 
trajetória, para equações paramétricas, 779 
trajetória de fase, 564 
trajetória ortogonal, 541 
transformação С”, 934 
transformação de Te $T'$, 934, 934 
transformação inversa, 934 
transformação uma-a-uma, 934 
transformação, 933 
inversa, 934 
Jacobiano de, 936, 938 
uma-a-uma, 934 
tridimensionalmente retangular, 708 
tripla ordenada, 708 
trocoide, 582 
união de conjuntos, A3 
uso de retas escondidas, 743 
valor absoluto, A6, A52 
valores esperados, 908 
Valores Máximo Absoluto e Mínimo 
Absolutos, 850, 854 
valores máximo e mínimo, 850 
valores máximo e mínimo locais, 850 
valor médio de uma função de, 878, 921 
variacáo de parámetros, método de, 1030 
variação de variável(is) 
em uma integral dupla, 896, 935, 936 
em um integral tripla, 923, 927, 939 
variáveis, variação de. Ver variação de 
variável(s) 
variável aleatória independente, 907 
variável dependente, 792, 833 
variável independente, 792, 832 
variável intermediária, 833 
variável(is) 
aleatória independente, 907 
dependente, 792, 833 
independente, 792, 832 
intermediária, 833 
velocidade angular, 778 
velocidade de campo incompressível, 980 
velocidade de uma partícula, 776 
velocidade terminal, 545 
Verhulst, Pierre-Frangois, 527 
vertical, 792 
vértice de uma parábola, 606 
vértices de uma elipse, 608 
vértices de uma hipérbole, 609 
vetor binormal, 772 
(vetor da base canônica), 716 
vetor de deslocamento, 713, 724 
vetor de posicáo, 715 


CÁLCULO 


vetor de unidade, 717 
vetor de velocidade, 776 
vetor n-dimensional, 715 
vetor equação 


de uma reta, 734, 735 
de um plano, 737 


vetor(es), 713 


aceleração, 777 
adição de, 713, 715 
algébrica, 715, 715 
ângulo entre, 721 
base, 716 

base canônica, 716 
bidimensional, 715 
binormal, 772 


combinando velocidade, 719 


componentes de, 724 
comprimento de, 715 
coplanar, 731 
deslocamento, 724 
diferença, 714 

força, 951 

gradiente, 841, 842 
igualdade de, 713 
magnitude de, 715 
multiplicação de, 714, 716 
múltiplo escalar de, 714 
n-dimensional, 715 


normal, 737 
ortogonal, 722 
paralelo, 714 
perpendicular, 723 
posição, 715 
produto cruzado de, 727 
produto escalar, 721 
produto triplo, 732 
propriedades de, 716 
representação de, 715 
representação geométrica de, 715 
tangente, 763 
tridimensional, 715 
unidade, 717 
unidade normal, 772 
unidade tangencial, 763 
velocidade, 776 
zero, 713 
vetores coplanares, 731 
vetores de base, 716 
vetores equivalentes, 713 
vetores ortogonais, 722 
vetores paralelos, 714 
vetores perpendiculares, 722 
vetores zero, 713 
vetor gradiente, 841, 842 
interpretações de, 846 
vetor normal, 737, 772 


vetor normal de unidade, 772 


vetor normal de unidade principal, 772 


vetor secante, 763 

vetor tangencial, 763 

vetor tangencial de unidade, 763 
vibração amortecida, 1033 


vibração criticamente amortecida, 1034 
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vibração de uma mola, 1032 
vibração subamortecida, 1034 
vibração superamortecida, 1034 
vibrações, 1032, 1033, 1035 
vibrações forçadas, 1035 
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volume 

de uma hiperesfera, 922 

de um sólido, 876 

por coordenadas polares, 898 

por integrais duplas, 874 

por integrais triplas, 917 
Wren, Sir Christopher, 588 


PÁGINA DE REFERÉNCIA 1 


ALGEBRA GEOMETRIA 
Operações Ашен Fórmulas Geométricas 
a с ad + bc 
a(b + c) = ab + ac —+— = 
b d bd Fórmulas para área A, circunferência C e volume V: 
Triângulo Círculo Setor do Círculo 
, A=3bh А = тг? А = 5г?0 
atc а с doa dad = jab sen Ө C = 20r s = r0 (0 em radianos) 
b b b c b c bc 
d 
Expoentes e Radicais H 
b 
тып т+п = Ш т=п T 
x"x" =x ‚=з 
(x) ogni x" = — Esfera Cilindro Cone 
x 
" n V-isn V = ar?h V = imrh 
n пуп X А 2 "ATT 
(xy)" = x"y (3) = у" А = 4пг? А = arr? h 


x= Ух 


x" = ух" = x) 


E ух 
Уху = Jx Yy 0/2 = 
{у 


y 


Fatoração de Polinômios Especiais 


x -y = (х + ух —У) 


xX? +y? = (х + у)(х®— xy + y) Fórmulas de Distância e Ponto Médio 


ху = (х — у)(х? + ху + у?) 


Distância entre Pi(xi, yi) e Pa(x>, y2): 


Teorema Binomial 


d = (x = х) + (у, — у)? 
(x + y? =x? + 2ху + y? (х= y? = x? — 2ху + y? 


| 3 


(x + yf = х? + 3х?у + 3xy? + y 


(х= y? = х? — 3х?у + 3xy? — у? 


Xi X2 nx) 


Ponto Médio de P, P»: Т 
2 2 


п(п — 1 "m" 
( J ) зу Retas 


(х + у) =x" + nx 


ord (; ew Pered пху b у" Inclinação da reta através de Pi(x1, yi) e P»(x», y2): 


1-2:-3--***k X27 Х| 


n(n—1):::n—-k- 1) mM 


onde (") 
k 


Fórmula Quadrática Coeficiente angular da reta através de P,(x,, yi) com inclinação т: 


у-у -m(x-— x) 


—b + vb? — 4ac 


Seax? + bx + c = 0, então, x = 


2a 
. Função afim da reta com inclinação m e interceptando o eixo y em b: 
Desigualdades e Valor Absoluto 
Sea < beb < с, епідоа < c. y=mx+b 
Sea < b,entioa - c « b + c. 2 
Círculos 
Sea < bec > 0, então ca < cb. 
Sea < bec < 0, então ca > cb. Equação do círculo com centro (h, k) e raio r: 
Se a > 0, então (х= А? + (у = 0) = 2 
|х| = а signifcaque х= а ou х= -a 


|х| «a significaque —a «x «a 


|х| > а signifieaque x>a ou x< -a 


TRIGONOMETRIA 
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Medição do Ângulo 


q radianos = 180º 


180º 
1° = ao ™ lrad = Ц /N 
s=r0 
(0 em radianos) 
Trigonometria de Ángulo Reto 
sen 0 = e cossec 0 = р. hi 
1р оро р opo 
cos 0 = E sec 0 = c 
1р adj 
d 
g0— SPA cotg 0 — a 
adj opo 
Funções Trigonométricas 
sen 0 = u cossec 0 = un 
r y 
x Р , (x,y) 
cos 0 = — sec Ө = — 
r х 
А 0 
tg0— = cotg 0 = ы x 
х y 
Gráficos de Funcóes Trigonométricas 
VA yA y=tg x 
y=cosx | 
| | 
| | 2m 
TS 
| | 
| | 
| | 
YA  y-cossec x JA y-secx yA y=cotg x 
l l ! ] l l 
| | | WE | | 
1+ | | Met | | | | 
| | | | | | 
| box ————> i box 
т 27 х | т | 27x т 27 * 
“> | | exe | | | | 
| | IN | | 
\ ил / М | | 
Funcóes Trigonométricas de Ángulos Importantes 
0 radianos sen Ө cos tg 0 
0º 0 0 1 0 
30° п/6 1/2 3/2 3/3 
45° 71/4 J2/2 J2/2 1 
60º п/3 3/2 1/2 УЗ 
90° п/2 1 0 = 


Identidades Fundamentais 


1 
cossec 0 = sec Ө = 
sen 6 
0 
0= E cotg 0 = 
cos 0 
tg Ө : 29 + 
co = —— sen” 
Е tg 0 


1 + (220 = ѕес20 


sen(—0) = —sen 0 cos(— 0) 


tg(—0) = —tg 0 


cos? — 1 


1 + cotg?0 = соѕѕес20 


= cos 0 


2 — 8| = cos 8 
sen 2 — cos 


T 8| = ѕеп ө tel E — 0| = сов 0 
созү = = sen (5 = cotg 


Lei dos Senos 


sen А sen B sen C 


a b С 


Lei dos Cossenos 
a? = b? + c? — 2bc cos A 


b? = a? + c? — 2ac cos B 


c? = a? b? — 2abcosC 


Fórmulas de Adição e Subtracáo 
sen(x + y) = sen x cos y + cos x sen y 
sen(x — y) = sen х cos y — cos x sen y 
cos(x + y) = cosx cos y — sen x sen y 
cos(x — y) = cos x cos y + sen x sen y 
шау) a e 


tgx — tg y 


t = = 
gx — y) 1 +tgx tg y 


Fórmulas de Ángulo Duplo 


sen 2x = 2 sen x cos x 


cos 2x = cos'x — веп?х = 2 costx — 1 = 1 


2t 
tg 2x = Бев 
1 — tgx 


Fórmulas de Metade do Ângulo 


1 — cos 2x " 
— COS X = 


2 2 


sen x = 


2 sen?x 


1 + cos 2x 


FUNÇÕES ESPECIAIS 
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Funções Potências 


fo) = х" 


(i) f(x) = x", п um inteiro positivo 


n par 


nímpar 
(ii) f(x) = x!" = Vx, n um inteiro positivo YA y 
(1,1) (1,1) 
> > 
0 х 0 х 
ра) = ух Хо) = {х 
ИЯ 4 1 
(ш) f(x) =x! = — YA 
x 
Funções Trigonométricas Inversas 
—] TT т УА 
arcsenx = sen x — y seny =x <y< 
2 2 т 
2 
arccos х = соб x = у €» cosy=x e =у=<т 
0 lim tg !x = 
> x— —00 
х 
zd T т 
arctgx = tg x=y c5 tgy=x e <y< 
2 lim tg x = 
ws x 300 
2 


FUNÇÕES ESPECIAIS 
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Funções Exponenciais e Logarítmicas 


log,x=y 5 a=x 


lnx = log.x, onde Ine=1 
nx=y & e-—x 


Equações de Cancelamento 


loga”) = x qt = y 


Inle") = x e = 


Leis de Logaritmos 


1. log,(xy) = log, x + log, y 


2. ы) = log,x — log, y 
y 


3. log,(x") = rlog,x 


Funções Exponenciais 


YA 


lim er=0 


x>-0 


lim In x = ~% 


x>0 


lim e^ = о 


x>w 


lim In x = o 


x>w 


YA y = log, x 
y=Inx 
1+ у= log; x 
y = 1080 x 
0 4 x 


Fungóes Logarítmicas 


Funcóes Hiperbólicas 


е-е 1 
ѕепһ х = cossech х = 
2 senh x 
ete” 
cosh x = sech x = 
2 cosh x 
senh x cosh x 
tgh x = cotgh x = 
cosh x senh x 


Funções Hiperbólicas Inversas 


у = ѕепһ (х <> senhy=x 


y=cosh'x <> coshy=x e у20 


у= һ х < tghy=x 


senh^'x = (х + yx? + 1) 


соѕћ х = In(x + yx? — 1) 


tgh x = п 


1+х 
1—x 
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REGRAS DE DIFERENCIAÇÃO 


Fórmulas Gerais 


d d 
l. E (c) = 0 2. ac 16700] = cf'(x) 
d LU LU d ^J $ 
3. d [f(x) + 962] = £'G) + g'G) 4. d [fG) — 962] = f'G) — s'G) 
x 
5. E [f£ 69969] = f G9g'G) + gfx) (Regra de Produto) 6. a | fo] JO) Zf ed (o (Regra do Quociente) 
dx dx | g(x) Lg(x)] 
а. ; ; d Z ; 
7. EE Р(9(х)) = F(g(x))g'(x) (Regra da Cadeia) 8. p (x") = nx"! (Верта da Potência) 
x 
Funções Exponenciais e Logarítmicas 
do. . Cum 
9. a e )=е 10. E (a^) =a* Ina 
d 1 d 1 
Wy а= 12. p (log, x) rem 
Funções Trigonométricas 
13,2 ( ) = 14 LI )2-— 15. — (tg x) — sec? 
egi (Sen х) = cos x a (cos x sen x eus 8 = see 
ji ( p= = t 17 E ) = t 18 dE и )= – 2 
eq (cossec x cossec x cotg x + g 8063) = secx tg a «a (008 х соѕѕес2х 
Funções Trigonométricas Inversas 
d ау + d a 1 d T 1 
19. E (sen x) pps: 20. 2. (cos !x) = ra 21. p (tg !х) Гуз 
á ijan EN KAA 1i Е 
22. E (cossec !x) к= 23. ES (sec !x) = RTT 24. p? (cotg 'х) EF 
Funções Hiperbólicas 
d d d 
25. — (senh x) = cosh x 26. — (cosh x) = senh x 27. — (tgh x) = sech?x 
dx dx dx 
d d d 
28. — (cossech x) = —cossech x cotgh x 29. — (sech x) = —sech x tgh x 30. E (cotgh x) = —cossech?x 
x 
Funções Hiperbólicas Inversas 
d mid es. d d ia. cu Lo 
31. EE (senh”!x) JE 32. Em (cosh”!x) = dec 33. p? (teh”!x) 52 
d mb X ems ou 1 d EX ça 1 d Ay = 
34. A (cossech !x) PW EX 35. E» (sech !x) = xA cxi 36. d (cotgh !x) 152 


TABELA DE INTEGRAIS 
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Fórmulas Básicas 


l. [udo=uo | vau 11. 
ut! 12. 
2. | u^ du = ЕС, n 1 
п+ 1 
13. 
а 
3. [z- In|u| +C 
u 
1. 
4. jene =e"+C 
15. 
5. fa du = 
16. 
6. | sen и du = —cosu + C 
17. 
7. | cosudu = senu + С 
18. 
8. | secu du = tgu + € 
19. 
9. | cossec? u du = —cotgu + C 
10. f secu tgu du = secu + С 20. 
Fórmulas Envolvendo a? + и2, a>0 
г и а? 
21. | Ма? + u? du a a? + u? 4 7 In(u + ya? + и?) + C 
n 4 
22. | и? ya? + u? du = + 2и?) ya? + u? In(u a? + u?) + 
p 2 4.42 -Ja?cT au? 
в. | i E du a? + и? aln £ va B tC 
u u 
VEN S / 2. + 2 
м. | “im dg In(u + a? + и?) + C 
u? u 
r du 
25. | > = In(u + ya? + и?) + C 
a? + u? 
^ ? di 
26. | = =< a? + u? - In(u + ya? + и?) + C 
( d 1 24u? + 
27. | E ш|У® т 6, 
uva? + u? a u 
du a? + u? 
28 | Ec 
ua? + u? а?и 
29. r du _ и ‚ 
[ (a? +u? aya + из? | 


соѕесс и cotg и du = —cossec u + С 
tg и du = In |ѕеси| + C 

cotg и du = In |senu| + С 
sec и du = 


In [secu + tgu| + С 


cossec и du = In | соѕѕеси — cotgu| + С 


b жы, Rp. a йыз Ret quc Н 


du 
sen FC 
la? — y? a 
du 1 ¡a uo, C 
а? +и a uw 
du 1 u C 
sec t 
иуи? — a? a a 
du 1 u+a 
5 "m In C 
a —u 2a u—a 
du 1 u—a 
u?—a? 2a uta 
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0 a?—u?,a 
Fórmulas Envolvendo a? 2 8420 


2 
u а u 
30. E u? du > a? — и? 4 sen!—-4C 


a 


a + va? = и? 


32. 


4 
31. [uva u? du ; Qu? a?) Ja? = и? À E sen”! = С 


33. 


34. 


35. 


37. 


r d 1 
36. | 7 as ; уа? = и? + С 
2 аи 


3 4 
(a? — u?y? du = El = Sa?) Ja? = и? 4 { зеп! 24 C 
a 


38. | B ase. que 


Fórmulas Envolvendo /u? — а2, а >0 


39. E a? du : u? — а? F In [и + yu? a? | tC 


4l. 


4 
а 
40. fu u? — a? du q Qu? a?) yu? — a? 8 In |u +/и?—а?| +С 


42. 


In |u + и - а |+ с 


43. 


| 
| 

a. | и? du и — e 
| 


г аи yu? — а? 
45. 2 


46 г аи 
. | (u? ES а?ў? a? TET zgd? 
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Fórmulas Envolvendo a + bu 


udu 1 
47. | 22027739 (a + bu — aln |a + bu|) +С 


48. 


du 1 [( 


З эрэ 1@ + bu)? — 4a(a + bu) + 2а?1п|а + bu|] + С 
+ bu І 


49. 


ula + T a 


50. 


u a + m au a 


u du a 
(a + buy Ьа + bu) 


51. 


1 
p In |a + bu| + C 


a + bu 


u 


FE 


2 
53. (a + bu “ 2a In |a + м) +C 


(a + b? a + bu 


E: 
ju 
| 
| 
d opt mem 2. 
lc. 
| 
1 
Е 
| 


2 
54. | uya + bu du TUE (Зри — 2а)(а + buy? + C 
u du — 

55. b 2, + bu + C 

II Si (bu aya u 

? du 
56. Ja Ba m (Sa? + 3b?u? — 4abu) Va + bu + C 
57. = ДЕСИ + bu — ya FC, sea>0 

Mm ШК + e 
a + +C <o 
, sea 
evo 

+ ya + bu du 

58. | 2 а 2yaFbu +a | 
: има + bu 
59. | ya + EL ya+bu | b [| du 
u "3 uva + bu 
60. | u"a + bu du 2 u"(a + buy? na | и"! Ja + bu du 
b(2n + 3) 
61. LE u" du ("a + bu 2na | и"! du 
Ja + bu po t 1) bQn + 1) J Ja + bu 
62. == Ма + bu b(2n — 3) 0 аи 
u" a + bu a(n — Du" 2a(n — 1) "l/a + bu 
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Fórmulas Trigonométricas 


1 1 
63. | sen?u du = зи — ¿sen 2и + C 


64. 


1 1 
cos?u du = 5и + ¿sen 2и + C 


e, 


65. | teu du =tgu=u+C 


e, 


66. | cotg?u du = —cotgu — и + C 
67. | ѕвеп?и du = —3(2 + sen?u) сози + C 
68. | cos?u du = 3(2 + соѕ2и) sen u + C 
69. | tgu du = 5 (2и + In |cosu| + C 
70. | cotgu du = —3cotg^u — In |senu| + C 
71. | ѕес?и du = 5 sec u tgu + 51а |ѕеси + tgu| + C 
72. | cossec'u du = —icossecu cotg u + iln | cossec и — cotg u| + C 
1 1 n= E 
73. | sen"u du = —— sen" и сози + sen” ?u du 
n 
1 -1 : 
74. [esa du = — cos" !u sen u + E | cos" “и du 
n 
75. | tg"u du — tg" !u — | tg" ?u du 
` -1 -1 -2 
76. | cotg"u du = 1 cotg" !u — | cotg" ^u du 
"m 
mM n—2 E 
77. | sec"u du = tg u sec" ^u + sec" “и du 
n= n=1 
n E n-2 n= 2 n-2 
78. | cossec"u du — 1 cotg и соѕѕес" ?н + j | cossec" “и du 
- "e 
г sen(a — b)u sen(a + bu 
79. | sen au sen bu du ( ) ( ) C 
2(a — b) 2(a + b) 
г 5 —b s tb 
80. | cos au cos bu du sen(a Ju H sen(a jg C 
2(a — b) 2(a + b) 
cos(a — b cos(a b 
81. | sen au cos bu du 2 — 2 2 E 2 FC 
82. E sen и du = sen и — u cosu + C 
83. | и соз и du = сози + иѕепи + С 
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84. | и" senu du = —u" сози + s | и"! cos и du 
85. | u" cos u du — u" senu — a | и"! sen и du 
sen"^!u cos”*!y n—1f > 
86. | sen"u cos"u du | | sen" 2и cos"u du 
n+m ntm 
sen""u cos"; m-1 | ЕК 
H sen"u cos" ^u du 
n+m n+m 
Fórmulas Trigonométricas Inversas 
E u^ +l uo 
87. LE du = usen lu + y1 — u? + C 92. | utg ‘шаи 2 tg u z` C 
88. | cos 'u du = и соз lu — y1 — u? + C 1 u"*! du 
93. ID sen lu du = u"*! sen !u | , nz-l 

n+1 1—u? 

89. | tg 'udu = utg lu — iln(1 + и?) + C 
1 Put du 
x q 94. n -1 du = ntl 1 | 
2u? — Г 2 [КЕЛТ |: cos tu + | | 
90. | usen !u du ss sen !u + иу i B C ntl у1 = и? 
— ^ n+1 
2u? — 1 1 — u? п 51 = 1 п+1у—1 и" du 

91. | neos tudu = = cos 'u eT "+С өз. |а tg udu zm tg u | ERA д 1 


Fórmulas Exponenciais e Logarítmicas 


96. Pue du 


1 
PE (аи — De“ + C 


1 n 
97. | и"е“ du = —u"e™ — — | ue" du 
a a 


au 


98. | е“ sen bu du = Tr (a sen bu — b cos bu) + C 


au 


99. | e“ cos bu du = zs (a cos bu + b sen bu) + C 


Fórmulas Hiperbólicas 


103. f senh u du = coshu + C 
104. | cosh u du = senhu + C 
105. 07 = In cosh u + C 
106. | cotgh u du = In |senhu| + C 
107. f sech u du = tg '|senhu| +С 


100. [mudu=umu-u+c 
p и"! 
101. | u" In u du TEX [(n + 1) Inu = 1] 4 
1 
102. | du =1n heu] +C 
u ln u 
108. | cossech u du = In | tgh zu | +C 
109. | sech?u du = tgh u + C 
110. | cossechu du = —cotgh u + C 
111. | sech и tgh и du = —sechu + C 
112. | cossech u cotgh u du = —cossech u + C 


C 
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Fórmulas Envolvendo /2au — w, a0 


= =, a 3 _ 
113. [Келе a 7 x J2au = и? À T wt 2) HC 


2u? — 


114. | uJ2au — u? du 


115. y 2au — и? 


а-и 
du = V2au — u? 4 T ): C 
a 
уй = и? 24/2аи = u? 6 s 2) 
cos 


116. du 


118. 


pau 
y 2au — и? + a cos + С 
у2аи = и? 


и? du (и + a 


119. 
М2аи = и? 


y 2au = и? À "оз — =) +C 


y 2au = и? 
uy 2au — и? au 


120. FC 


| 
| 
| 
17. ls = (4 - +) 
la 
| 
| 


